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Beitrag zur Begründung der Methode der kleinsten 
Quadrate im Unterricht. 

Von Dr.-Ing . P .  Wer km eister, o .  Professor an der Tech n. Hochschule i n  Dresden. 

Geht man bei der Einführung in die Ausgleichsrechnung von dem 
Gedanken aus, den Anfänger möglichst rasch mit der Verwendungsmöglichkeit 
und dem praktischen Wert der Ausgleichungsrechnung vertraut zu machen, 
so muß man auf eine Begründung der Methode der kleinsten Quadrate 
zunächst ganz verzichten. Ist man so weit, daß man an eine Begründung 
denken kann, so kann man eine der beiden, von C .  F. G a u s s  gegebenen 
Begründungen wählen. Verwendet man die ältere der beiden, so wird man 
sie im allgemeinen überhaupt an den Schluß stellen; benützt man die von 
C .  F .  G a u s s  später gegebene Begründungsart, so bringt man sie wohl 
am besten im Anschluß an die Ausgleichung von vermittelnden Beobach
tungen*). 

Im folgenden wird eine Begründuµg der Methode der kleinsten 
Quadrate mitgeteilt, die nur den Begriff des mittleren Fehlers und den 
des Gewichts, sowie die Kenntnis der Lehre vom Schwerpunkt als bekannt 
voraussetzt. Die Begründung ist keine strenge, sondern eine „plausible"; 
sie beruht darauf, daß der Ausdruck für den mittleren Fehler eines als 
Schnitt von zwei Geraden bestimmten Punktes - der „mittlere Punktfehler" 
- dem Anfänger glaubwürdig angeschrieben werden kann, und daß der 
Schwerpunkt eines Systems von Massenpunkten als deren plausibelster Punkt 
angesprochen wird . 

Die Begründung geht von der folgenden Aufgabe aus: Ein Punkt ist 
bestimmt durch den Schnitt von drei -Oeraden 011 02 und 03 mit den 
Gewichten g1, g2 und g3; infolge der unvermeidlichen Messungsfehler gehen 
die drei Geraden nicht genau durch einen Punkt, sondern bilden ein fehler-

*) Vgl. Ch. A. Vo g 1 er. Didaktisches zur Ausgleichungsrechnung. Ztschr. f. Vermessungs
wesen 1904, Seite 394. 
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zeigendes Dreieck ABC ( Abb; 1); ·es soll in diesem de r plausibelste Punkt P 
bestimmt und s.eine Eigenschaften unte rsucht we rden. 

Äbb. ]. 

Den plausibelsten Punkt des D re iecks ABC kann man nicht angeben 
auf Grund der Seiten, wohl abe r auf Grund de r Ecken des Dreiecks, wenn 
man sich in diesen drei Massenpunkte mit den Ge wichten pl> p2 und p3 
angebracht denkt; als plausibelsten Punkt des Dreiecks wi rd man dann den 
Schwerpunkt P diese r d rei Massenpunkte bezeichnen. Bevo r man die Lage 
des Schwerpunkts P angeben kann, muß man die von de r Gestalt des 
D reiecks ABC und von den „Ge radengewichten" g1, g2 und g3 abhäng igen 
„Punktgewichte" p1, p2 und Pa bestimmen .  

Abb. 2 .. 

Ist ein Punkt S ( Abb. 2) als Schnittpunkt 
von zwei, 1 e inen Winkel cp bildenden Ge raden Ga 
und Ob bestimmt, und haben die Geraden d ie 
mittle ren Fehler µa und �tb, so ist de r mittle re 
Fehle r µ des Punktes S abhängig von µ", ltb und 

cp, also eine Funktion dieser d rei Größen. De r 
mittlere Punktfehle r µ ist um so g rößer je größe r 
µa und je größe r �tb, wird z. B. 1-ta Tl mal g rößer, 
so kann man sagen, daß auch �t n mal g rößer 

wi rd; man kann deshalb setzen µ = µa �tb f (cp). Da der Fehler lt um so 

kleiner je g rößer 1.p, so kann man 

für den mittleren Punktfehler 

1 I (rn) - -- setzen,· man e rhält damit 
T - sin cp 

�la �lb µ=
sincp' · ' ·  · · · · · · · · · (l) 

Aus de r Gleichung (1) folgt, daß der mittlere Fehler �t des Punktes S 
p roportional ist der Fläche des durch lta und �t6 bestimmten Parallelo
g ramms ABCD ( Abb. 2). 

Bezeichnet man die den mittleren Fehle rn µa und µb entsprechenden 
Geradengewichte mit ga und gb, und das dem mittleren Punktfehler µ ent-
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sprechende Punktgewicht mit p, und geht man von den mittleren Fehlern 
auf di e Gewichte üb er indem man setzt 

1 1 1 
P-a = V ga ' P,b = fgb 

und �� = V p' 
so erhält man aus der Gl eichung (1) 

. (2) 
Auf Grund dieser Gleichung findet man für die G ewichte p1, p2 und p3 
der Eck en d es Dreiecks ABC ( Abb . 1) di e Wert e 

. 2 . 2 (J • 2 (3) P1 = g2 gs Slll' et, P2 = gs gl Slt1 1; Ps = gl g2 Slt1 Y · 
B ez eichn et man die Seiten des Drei ecks ABC mit a, b und c, die zu a 
gehörige Höhe mit '1a und den Flächeninhalt des Dreiecks mit j, so ist 

.J = + alza und J = � bc sin et,, 

bc sin Cf, 
also fza = --. a 

Sind Vv v2 und v3 di e Abstände des Schwerpunkts P d er dr ei Massenpunkte 
Pv p2 und p3 in A, B und C von den S eiten des Dreiecks ABC ( Abb. 1), 
so erhält man auf Grund des Mom entensatzes in B ezug auf BC die Gl eichung 

bc sin Cf, 
P1 _a_ 

V1= --�-P1 + P2 + Ps 
oder mit B erücksichtigung der Gl eichungen (3) 

bc g2 g3 sin3 ix Vi = G g2 g3 sin2 a + gs gl sin2 ß + g1 g2 sin2 y . • (4a) 
In ähnlicher Weise findet man für v2 und v3 die Gl eichungen 

' 3 R ca g3g1sm 1' (4b) Vz = -b· g� g3 sin2 Cf, +  g:1 g1 sin2 ß + g1 g2 sin2 y 
_ ab g1 g2 sin3 y V3-- ·2 + ' 2ß · 2· (4c) 

C g2 g3 S111 IX g3 gl Sl11 + gl g2 Slt1 Y 
Aus d en drei Gleichungen (4) ergibt sich 

beacht et man, daß 

so wird 

. . . _ sin3 
Cf, • sin3 ß . sins y. V1. Vz. V3 - a2 gl 

. b2 g2 
. &g;' 

a b c 
sin et, sin ß sin y' 

. . _ sin a . sin ß . sin y 
V1 . V2 • V3 - -- . -- . --. • • . • (5) 

gl g2 gs 
D er Punkt P ist nicht nur d er Schwerpunkt d er in A, B und C wir

kenden Massenpunkte Pv p2 und p3, er ist auch der Schwerpunkt d er in 
den Lotfußpunkten D, E und F angebracht en Mass enpunkt e g1, g2 und g3; 
daß di es der Fall ist, läßt sich folgendermaßen zeigen: 
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D enkt man sich in dem Dr ei eck ABC mit d en Abständ en v1', v2' und 
v3' von den S eiten einen Punkt P' (Abb. 3) derart, daß er d er Schwerpunkt 

(!' 

Abb. 3. 

d er in den Lotfußpunkt en D', E' und F' wirkenden Mas�en g1, g2 und g6 ist, 
so ergibt der Momentensatz in B ezug auf di e dr ei Parallelen zu den Dreieck
seiten durch P' die drei l eicht abzules end en Gl eichungen 

gl V1' = g2 V2' COS y + g3 V31 COS ß ) 
g2 V2' = g3 V31 COS 0: + gl vi' COS y 
g3 V31 = gl V1' COS ß + g2 V2' COS 0: 

. . . . (6) 

B etracht et man in di esen Gl eichungen di e Produkte g1 v1', g2 v2' und 
g3 v3' als Kräft e, und läßt man diese in P' angr eif end in den Richtun gen 
P'D', P'E' und P'F' wirken, so ergibt sich aus d en Gl eichungen (6), daß 
dies e drei Kräfte im Gl eichgewicht sind, und daß das durch sie b estimmt e 
Kräft edrei eck A'B'C' sich schli eßen muß. Infolge der Ähnlichk eit d er Dr ei
ecke „4BC und "4'B'C' ist 

. . (7) 
hi eraus fol gt 

Damit gehen die Gleichun gen (G) über in 

o d er 



, _ g3 V 31 b COS y + C COS ß g3 v3' G V1 --- = -- -
� c � c 

, _ g1 v1' c cos o: + a cos y _ g1 v1' b V2-·-- - -- -
g2 a g2 a 

, _ g2 v2' a cos ß + b cos o: _ g2 v�' c V3- -- ----

und man erhält z. B. 
g3 b g3 b 

v1' - g3 v3' gz a a 
V21 - gl V11 g; bC 

oder m it B erücksichtigung der Gl eichung (7) 
v1' g2 a g2 s in o: 
-, == -- = ---. 
v2 g1 b g1 s in ß 

Es b est eht somit d i e  Gleichnung 
, . , . , _ sin o: . sin l:l . sin y V1 . V2 . V3 - -- • -- • --. 

gl g2 g3 
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Ein V ergl eich di eser Gl e ichung mit der Gl e ichung (5) z eigt, daß vi' = v1, 
v2' = v2 und v3' = v3; der Punkt P' stimmt also mit d em Punkt P üb er ein . 

D er Punkt P hat als Schwerpunkt d er in D, E und F w irk enden 
Massenpunkt e gl> g2 und g3 d i e  E i genschaft, daß für ihn g1 v1 v1 + g2 v2 v2 
+ g3 v3 v3 e in Minimum ist. 

Wählt man, um di es zu z e i gen, in der Entfernung e von P ein e, 
Punkt 1J mit den S e itenabständen Dv u2 und u3, und b eze ichn et man di e 
Richtungswinkel der Lot. e vv v2 und v3 ge gen ein e bel i eb i ge f este R ichtun g 
m it o:l> o:2 und o:3 und den R ichtungsw ink el von P1J gegen di eselb e Anfangs
richtung m it cp, so ist 

U1 = v1 -e COS ( o:1 - cp) 
u2 = v2 - e cos (o:2 - cp) 
03 = V3 - e COS (0:3 - cp). 

Quadriert man d i es e  Gl e ichungen, so gehen sie über in 
u1 u1 = v1 v1 + e2 cos2 (o:1 - cp) - 2 v1 e cos (o:1 - cp) 
o2 u2 = V2 v2 + e2 cos2 (o:2 -cp) -2 v2 e cos (o:2 -cp) 
o3 o3 = v3 v3 + e2 cos2 (o:3 - cp) - 2 v3 e cos (o:3 - cp) 

oder 
o1 o1 = v1 v1 + e2 cos2 (o:1 - cp) - 2 v1 e cos o:1 cos cp - 2 v1 e sin o:1 sin cp 
o2 u2 = v2 v2 + e3 cos2 (o:2 -cp) - 2 v2 e cos o:2 cos cp - 2 v2 e s in o:2 sin cp 
o3 o3 = v3 v3 + e2 cos2 (o:3 - cp) - 2 v3 e cos o:3 cos cp - 2 v3 e sin o:3 sin cp. 

Mult ipliziert man die Gleichungen j etzt mit d en Gewichten g1, g2 und g3, 
so erhält man für ihr e Summe 

[goo] = [gvv] + ez [g cos2(o: - cp)]- 2 e cos cp [gv cos o:]- 2 e s in cp [gv s in o:]. 
Da di e dr ei im Punkt P angr eif enden Kräft e g1 v1, g2 V2 und g3 Va im Gl e ich
gewicht s ind, so ist [g v cos o:] = o und [g v sin o:] = o; damit geht d i e  zu
l etzt geschrieb ene Gl eichung über in 

[g uu] = [g vv] + e2 [g cos2 (x - cp)] 
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Auf d er r echten S eite di eser Gleichung ist das zw eite Gli e d  st ets 
positiv, es ist somit [g uu] stets größ er als [g vv], d. h. [g vv] ist ein Minimum. 

D er b ekannt e Grundsatz der Method e  der kleinsten Quadrate ist d em
nach eine Eigenschaft d es plausib elst en Punktes P d es f ehlerzeigen d en 
Drei ecks ABC ( Abb . 1). 

Zur strengen Ausgleichung von Theodolitzilgen. 
Von Dr. E. H e  11 e br a nd, o. ö .  Professor an d er Hochschule für Bod enkultur in Wien. 

B ei Str eckenzügen, welch e mit Richtun gs- un d Koor dinat enabschluß 
zwischen Trianguli erungspunkte eingehängt wer d en, treten drei B e dingungs
gl eichungen auf, die man kurz als Polygongl eichungen bezeichnet . 

Wir b egegn en Gl eichungen derselben Art auch bei Trianguli erun gs
ausgl eichungen, so etwa b ei einer Dr ei ecksk ette, di e zwischen vier durch 
Koordinaten bestimmte Punkt e eingel egt wer d en soll, ebenso bei ein em 
Dr ei eckskranz. Da ab er b ei di esen Ausgl eichungen st ets nur Winkel
( Richtun gs-) V erb esserun gen auftret en, wir d das Anschr eib en der B edin gungs
bzw . Verb esserungsgl eichun gen m eist k eine b eson d er en Schwierigkeiten aus
lös en . 

Es ist s elbstv erständlich, daß im Fall e ungl eich genauer Beobachtun gen 
zunächst di e Gewichtsv erhältnisse f estgestellt w erden müss en; dann erübrigt 
noch die einfach e, ab er s ehr wichtige Arbeit, di e Koeffizienten d er Winkel
v erbess erungen in d en v erschie denartigen Verb esserun gs gl eichungen tunlichst 
auf gleiche Höhe zu bringen, was b ei Seit engleichungen durch Multiplikation 
mit etwa 106, b ei Polygongl eichun gen mitunter schon dadurch zu err eichen 
ist, daß man die Längen in dm o d er cm einführt. B er echnet man gl eichzeitig 
mit den Korr elaten auch die [pvv], so erkennt man aus d em B etrag d es 
mittl er en Fehl ers d er G ewichtseinheit: =1/ [pvv] µ r ' 
ob die G ewicht e richtig geschätzt war en. 

Genau dasselbe wir d auch b ei d er Ausgl eichung eines Streckenzuges 
zu b eachten s ein; die Tatsach e aber, daß hier außer Winkelv erb ess erungen 
auch Längenverbesserungen vorkommen, gibt d en V erb ess erungsgl eichungen 
ein and er es G epräge. 

Bevor wir an die Aufstellung d er genannten Gl eichungen geh en, soll 
d er Einfluß von Winkel- und Längenfehlern b ei einem Theodolitzug näher 
untersucht w er d en. 

1. Winkel- und Längenfehler. 
B etrachten wir ( Abb. 1) einen b eliebigen Zug von ll Seit en, d er zwischen 

di e Trianguli erungspunkte 0 und n eingehängt ist und gegen W und P 
seinen Richtungsanschluß bzw. · Abschluß fin d et .  


