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Zuriickfiihrung oer Aufgabe 0es Riickwartseinschneidens
auf 0ie Berechnung eines Dreieckes aus zwei Seiten uno
oem eingeschlossenen Winkel.

Von Oberinspektor Ing. Artur Morpurgo in Graz.

Die an und fiir sich einfache Aufgabe des Riickwirtsschnittes gestattet
eine so mannigfache Art der Ueberwindung der scheinbaren Schwierigkeiten der
mathematischen Losung, da mit einer Erschopfung dieses Gegenstandes iiber-
haupt nicht zu rechnen ist.

Aus der Beharrlichkeit, mit welcher immer wieder dem Pothenotschen
Problem auf den Leib geriickt wird, mufl geschlossen werden, dafl das bisher
allgemein in Anwendung gestandene Rechenverfahren, welches trotz der Fiille

Fig, 1,

der alljihrlich in der Fachliteratur erscheinenden Arbeiten von keinem neueren
Verfahren mit Erfolg verdringt werden konnte, keineswegs befriedigend erscheint.

Wenn schon bei nur beschrinkter Anwendung der Punktbestimmung aus
inneren Richtungen das Bediirfnis nach einer praktischeren Losung dieses Pro-
blems vorgelegen ist, umso groBer wird sich in Hinkunft das Verlangen nach
einer Vereinfachung der Losung dieser Aufgabe einstellen miissen. Bei den
modernen Aufnahmemethoden wird der Grundsatz immer mehr zur Geltung
kommen, nach Durchfiihrung der Triangulierung des Aufnahmegebietes die fiir
die Detailvermessung erforderlichen Standpunkte vorwiegend aus inneren Rich-
tungen festzulegen. Bei richtiger Auswahl der Punkte — in der Praxis wird
diesem Umstand leider noch zu wenig Beachtung gewidmet — ist die beim’
Riickwirtseinschneiden zu erwartende Genauigkeit durchaus hinreichend.

Um die in Rede stehende Aufgabe mit geringem Zeitaufwand und gegen
Rechénfehler méglichst geschiitzt zahlenmiBig in einfacher Weise 16sen zu kdnnen,
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geht der Verfasser von dem Grundsatze aus, daf diese Aufgabe sich auf eine
einfache Dreiecksauflosung zuriickfithren ldft.

Es sind die drei Punkte 4, B, C (Fig. 1) durch die Entfernungen ¢ und &
und durch den Brechungswinkel ¢ gegeben. Die Lage des Standpunktes P
soll auf Grund der von diesem Punkte nach den gegebenen Punkten gemessenen
Horizontalwinkel ¢ und % bestimmt werden.

Bei der Berechnung des Dreieckes aus zwei Seiten und dem eingeschlos-
senen Winkel bestehen die Beziehungen (Fig. 2):

sin « @
sue e — 0
snp =7 und -} f=1800—y,

beim Riickwirtseinschneiden hingegen:

sin @ d sin & .
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Fig, 2,

Ein Vergleich der Beziehungen bei beiden Aufgaben lifit auf eine nahe
Verwandtschaft derselben schlieen.

Aus den vorerwdhnten Beziehungen geht hervor, dafl in einem Dreieck,
bei welchem zw1$chen den Seiten @ und & das Verhiltnis %_—t{g;% besteht
und der von diesen Seiten eingeschlossene Winkel y = 0 - & -} 5 — 180° ist,
die diesen Seiten gegeniiberliegenden Winkel bezw. deren Supplemente die
gesuchten Winkel « und f# sein miissen,

Zur Ermittlung der Winkel « und 8 (Fig. 3), denn darauf liuft letzten
Endes die gestellte Aufgabé hinaus, kénnen nach dem Vorhergesagten mehrere
Dreiecke in Betracht kommen, welche naturgemiB untereinander &hnlich sein
werden,

In Fig. 3 sind ABR und CBQ zwei solche Hilfsdreiecke, welche zur
Bestimmung der gesuchten Winkel am besten herangezogen werden koénnen.
Im Dreiecke AB R besteht zwischen den Seiten AR und A5 das Verhiltnis
dsin &
“sin g
Winkel RBC=180°— (¢} ) ist, p=0 4 ¢4 5y — 180°; daher muB im

‘¢, wodurch die eine Bedingung erfiillt wird, und weiters ist, da der
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Dreieck AB R der Winkel bei 4 der gesuchte Winkel « tnd jener bei & der
‘Winkel 8 sein, vorausgesetzt dal 0 4 ¢ + % groBer als 180° ist.
Die besonderen Fille werden spiter einer Betrachtung unterzogen werden.
Die Richtigkeit der vorerwdhnten Behauptung 148t sich aus der Konstruk-
tion in Figur 3 ersehen. Da sowohl der Winkel AR5 als auch der Winkel
B CP den Winkel BR P auf 1800 erginzen, miissen die ersteren untereinander

fizg. 3

gleich sein, d. h. der Winkel AR 2 ist dem Winkel § gleich. Analoge Bezie-
hungen ergeben sich auch hinsichtlich des Dreieckes B C Q.

Diese Betrachtungen fiihren zu einer einfachen Konstruktion des Punktes £
auf Grund der gemessenen Winkel & und 7.

Mit der Seite £ C und den anliegenden Winkeln & bei C und 1800 — (¢-}-1)
bei 5 wird das Dreieck B CR konstruiert, wodurch sich im Punkte R der
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Winkel # ergibt. Mit der Seite 54 vnd den Winkeln % bezw. 180°— (& 4 %)
bei A bezw. bei B erhidlt man den Punkt Q mit dem Winkel & Der Schnitt-
punkt der Geraden AR und CQ ist der gesuchte Punkt P.

Der Winkel RSA=180°— (¢ 4 f8)=0 + ¢ 4 n— 180°=». Die Punkte
A, B, S und R sowie die Punkte 2, €, Q und S liegen auf je einem Kreise,
der Winkel AS A ist dem Winkel 3, der Winkel #SC dem Winkel « gleich.
Ferner ist der Winkel 4B P als Peripheriewinkel dem Winkel 4 QP gleich,
d. i, 180°—a —¢, und der Winkel S5 C ebenfalls 1800 — ¢ — ¢, der Winkel
ABR wurde dem Winkel CBQ=yp=0+ &} 4— 180° gleich gemacht, d. h.
die von B ausgehenden Richtungen B4 und BC, BR und BQ, BS und BP
weisen der den Winkel 0 Halbierenden 55’ gegeniiber gegenseitig eine sym-
metrische Anordnung auf,

Diesen Umstand machen wir uns zunutze, wenn unter sonst giinstigen Ver-
hdltnissen die Richtungen AR und C(Q, wie in Beispiel 1, einen schlechten
Schnitt ergeben sollten, indem wir durch die Richtung 7 /7 eine giinstige Be-
stimmung des Punktes 7~ erhalten.

Je ndher der Punkt 2 dem durch die Punkte 4, B, C gehenden sogen,
gefihrlichen Kreis riickt, desto kleiner werden die Abstinde AR und QC, mit-
hin auch die Genauigkeit der Bestimmung des Punktes 2. Ist der Punkt 2 auf
diesem Kreis- gelegen, so fillt der Punkt R mit 4, Q mit C zusammen, da der
Winkel p Null wird, und die Aufgabe wird nicht losbar. Die Genauigkeit der
Punktbestimmung ist also vor allem von der Gréfe des Winkels y abhidngig.

Der Schnittpunkt S wird in die Linie 2B fallen, wenn a= 1800—2——5

und = 1800 — g — ¢ wird, d. h. wenn der Punkt 7 selbst auf der Symmetralen

B B liegt. Die Punkte 7 und S fallen zusammen, wenn «==% und f# == ¢ wird,
was dann der Fall ist, wenn der Punkt 2 auf der Linie B A5’ liegt, und zwar
mit dem Abstande von 5, welcher der mittleren geometrischen Proportionalen
zwischen den gegebenen Seiten ¢ und & entspricht.

Ist die Summe 0 + &+ # kleiner als 1809 so wird y negativ, und wir
erhalten bei der Losung des Hilfsdreieckes nicht die gesuchten Winkel « und §,
sondern deren Erginzung auf 180° welcher Umstand bei der Berechnung
besonders zu beachten ist.

Auch dieser Fall erscheint in Figur 3 veranschaulicht, wenn die Punkte
R, B und Q als gegeben betrachtet werden. Statt der friiheren Hilfspunkte &
und Q erhalten wir nun die Punkte 4 und C. Der der gegebenen Seite AR
gegeniiberliegende Winkel in A4 ist nun 180°—f und jener in K 180 — «.

Sind die Winkel « und 8 durch Auflésung des Hilfsdreieckes ermittelt, so
ist die gegebene Aufgabe im Wesentlichen gel6st, da die Ableitung der iibrigen
Winkel und Abstinde bezw. der Koordinaten des Punktes 7 in bekannter Weise
erfolgen kann,

Zur Berechnung des Dreieckes aus zwei Seiten und dem eingeschlossenen
Winkel kann die Anwendung des Kosinussatzes schon aus dem Grunde nicht in

Betracht kommen, weil derselbe keine durchgehende logarithmische Rechnung
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gestattet, wihrend der Tangentensatz zu Fehlern leicht AnlaB geben kann. Es
erscheint daher verlockend, das fiir Dreieckslésungen im allgemeinen einfachste
rechnerische Verfahren, die Anwendung des Sinussatzes, auch fiir diesen Fall
dienstbar zu machen.

Nachstehend soll gezeigt werden, daB durch Einfiihrung von Niherungs-
werten fiir die gesuchten Winkel und mit Beniitzung der logarithmischen Diffe-
renzen der Sinussatz auch als bequemste Losung fiir die vorstehende Aufgabe
in Betracht kommen kann.

In Figur 2 seien die beiden Seiten @ und & sowie der von ihnen ein-
geschlossene Winkel y gegeben; ‘es sollen hier nur die beiden Winkel « und f
rechnerisch bestimmt werden, da die Ermittlung der dritten Seite sodann keinen
Schwierigkeiten begegnen kann,

Zwischen den gegebenen und den gesuchten Stiicken bestehen folgende
Beziehungen :
1. aus der Dreieckssumme o 4 4 y = 1800 ergibt sich:

¢+ pf=1800—yp . . . . . . ... (]
2. nach dem Sinussatz: 211%;; = % oder log —Z— =D gesetzt,
logsine—logsinf=20 .. ... ... .(2)

Zur Losung der Gleichungen (1) und (2) wihlen wir eine indirekte Methode.
Wird statt « ein Nidherungswert o' angenommen, so erhdlt man aus
Gleichung (1):
Br=180—(@p+e) ... ... ... .03

Da die Gleichung (2) nur durch die wahren Werte fiir ¢« und f restlos
erfiillt wird, muf die Einfihrung der Niherungswerte o’ und (' naturgemif
cinen Widerspruch ergeben, welcher von der GréBe der Winkel « und 8 und
von dem Genauigkeitsgrad der angenommenen Werte «' und f‘ abhingig
sein wird. '

Von der Gleichung (2) ausgehend, erhalten wir mithin:

logsine'—logsinfl=D—4d" . .. ... .%

Um die gesuchten Werte @ und f zu erhalten, miissen wir den Néherungs-
wert «' um x und ' um — 2 Sekunden verbessern.

Von den gesuchten Winkeln ist der der kleineren Seite gegeniiberliegende
Winkel kleiner als 909, welcher stets mit «' bezeichnet werden soll, weshalb
@
b

Dies vorausgesetzt und weiters angenommen, dafl # sehr klein ist, erhalten
wir nach Anbringung der Verbesserungen aus (2):

sinngemdl auch immer kleiner als 1, bezw. D immer negativ sein muf.

(log sin &' + xvda') — (log sin ' — xdf'y=D . . . .(5)

wobei &’ und o' die logarithmischen Differenzen fiir 1 Sekunde bedeuten.



Nach Ordnung der Glieder erhélt man aus (§):
log sin &' — log sin f'=2D — x (da' + 6 '
oder mit Beziehung auf (4):

dl
Jr=m.........'.(6)
Aus (4) geht hervor:
d'=D-—(logsine! —logsinp) . .. ... .(7

Da « stets das Vorzeichen von &' hat, muB o' gréBer und ' kleiner
werden, wenn &' positiv ist. Da «' stets kleiner als 909 ist, ist o' immer
positiv zu nehmen, wihrend dp‘ positiv bezw. negativ wird, wenn g‘ kleiner
bezw. groBer als 900 ist,

Nach Ermittlung der Verbesserung 4 erhdlt man:

e=ca~+x, und f=p'—2x . . . . . . . .(8)
Das Ergebnis ist als einwandfrei zu betrachten, wenn die Probe (2):
log sin @ — log sin = D)
stimmt.

Wenn « verhiltnismédBig groB ist, geniigt eine einmalige Rechnung nicht,
da die logarithmischen Differenzen 4o’ und JfB‘ wohl den Niherungswerten,
nicht aber den gesuchten Winkeln « und 8 entsprechen. Um die Verbesserung «
mit hinreichender Genauigkeit bestimmen zu k6nnen, miifite statt Ja' das arith-
metische Mittel zwischen de und de«' beriicksichtigt werden.

Eingehende Versuche haben ergeben, dal es zweckmiBiger erscheint, von
jeder nachtriglichen Abinderung der logarithmischen Differenzen abzusehen,
vielmehr, falls die nach (2) vorzunehmende Probe nicht stimmen sollte, die
fiir ¢ und f erhaltenen Werte neuerlich als Néherungswerte zu behandeln und .
das Verfahren so lange fortzusetzen, bis die Probe keinen Widerspruch ergibt.

Um zumeist schon in erster, in ungiinstigen Fillen aber in zweiter Niherung
die tatsichlichen Werte fiir @ und f zu erhalten, hat der Verfasser Tafeln zur
Ermittlung der Néherungswerte zusammengestellt.

Es sei hier ausdriicklich hervorgehoben, daB es beim Gebrauche -dieser
Tafeln vollstindig geniigt, die Einschaltung fiir die Zwischenwerte von y und D
nur schitzungsweise vorzunehmen, da erfahrungsgemiB die schlimmstenfalls un-
vermeidliche zweite Ndherung rascher zum Ziele fiihrt, als eine genaue Ableitung
des den Argumenten p und D entsprechenden N&herungswertes.

Zur Vereinfachung der Tafeln wurden die Winkelwerte nur von Grad zu
Grad beriicksichtigt und von der Anwendung mehr als dreistelliger Logarithmen
abgesehen, da die Genauigkeit des Endergebnisses, welche dem jeweiligen Zweck
entsprechend beliebig weit getrieben werden kann, hiedurch nicht beriihrt wird.

Weiters wird aus ZweckméBigkeitsgriinden in den Tafeln unter «' stets
der kleinere von den gesuchten zwei Dreieckswinkeln verstanden, weil dadurch
«' immer nur eindeutig bestimmt ist und hiefiir nur die Werte bis 90° in Betracht
kommen konnen.

Die folgenden Beispiele diirften geniligen, um iiber die Anwendung der
Tafeln hinreichenden AufschluB zu geben.
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