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Linge der Dreiecksseiten: in .

Einflub der bei der Ausgleichung vermittelnder
Beobachtungen in Verwendung gezogenen Nidhe-
rungswerte auf die ausgeglichenen GrdBen.

Von Dr. F. Aubell, o. &. Professor der Mont. Hochschule in*Leoben: '

Bei der Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen. gibt es zwei-Wege, die
zu den ausgeglichenen Werten der Unbekannten fiihren: einen unmittelbaren, bei
welchem man die Unbekannten in ihrer vollen Gréfe aus linéaren Endgleichungen
(den Normalgleichungen) rechnet, und einen mittelbaren, der insbesondere bei
nicht linearer Form der zwischen den Beobachtungen und den Unbekannten
bestehenden Funktionsgleichung einzuschlagen ist, bei welchem man die Unbe- .
kannten aus anderweitig gewonnenen Ndherungswerten durch an diesen anzu-
bringende, in der Regel kleine Zuschlige erhdlt, die sich wieder aus Endglei-
chungen der erwidhnten Art rechnen lassen. In letzterem Falle ist die Frage
naheliegend, inwieweit der ausgeglichene Wert durch -die Annahme des Nihe-
rungswertes beeinfluft werde. Diese Frage findet ihre sofortige Beantwortung
durch die bloBe Ueberlegung, daB der ausgeglichene Wert ein eindeutiger sein,
daf er somit vom Wege unabhingig sein miisse, der zu seiner Erreichung ein-
geschlagen wird, sofern nur bei diesem das Fundamentalgesetz der Ausgleichungs-

rechnung [gvv] = Min. erfiillt wurde.

. Vor l Nach - Unter-
. der Ausgleichung’ h schied
s, = 200000 199977 —0723
so = 243057 2430°63 -+ 006
. 83 = 225208 225222 + 014
Siidwinkel.
Vor [ Nach Uanter-
der Ausgleichung ' schied "
6, ='17001539-7" 1700 15 442" |4 45"
6, =290 05 202 290 05 047 |[— 1355
g = 239 41 500 239 42 046 [+ 146
Dreieckswinkel.
A dgiiiti Siid-|| Unter-
Gemessen winkeln abgoleitet | - schied
a, = 50°23' 002" 50023001 [|— 001"
;=169 26 203 69 26 204 |4 001
y; =060 10 395 60 10 395 0-00
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Es ist auch von Wichtigkeit, festzustellen, inwieweit der in der Regel auf-
gestellten Forderung «mdglichst genauer» Naherungswerte Rechnung zu tragen
ist. So lange die Fehler- (nach Hammer richtiger Verbesserungs-)gleichungen ihre
strenge lineare Form behalten, ist die Wahl des Néherungswertes fiir die Unbe-
kannten nicht an bestimmte Grenzen gebunden. Dies ist der Fall bei linearer
Form der Funktionsgleichung. Bei nicht linearer Form derselben miissen die
Niherungswerte nur so nahe an den wahrscheinlichsten Wert der Unbekannten
herankommen, daf die Zuschlige zu den Niherungswerten, die man durchaus
nicht als Differentiale aufzufassen braucht, noch nicht so groB geworden sind,
dafy in der Taylor’schen Reihe, durch welche die lineare Form der Fehlergleichung
zustandekommt, die Beriicksichtigung hoherer als der ersten Ableitungen not-
wendig wird. :

Es soll nun im Folgenden unter der Voraussetzung einer strenge linearen
Fehlergleichung dafiir der mathematische Beweis erbracht werden, daB der aus-
geglichene Wert der Unbekannten vom angenommenen Néhe-
rungswerte unabhingig sei, d. h. daB jede Aenderung des Niherungs-
wertes durch eine entsprechende Aenderung der Zuschlige ausgeglichen werde.

Der Beweis, der sich leicht fiir beliebig viel Unbekannte verallgemeinern
1aBt, soll fiir zwei Unbekannte durchgefiihrt werden.

Aus der fiir vermittelnde Beobachtungen geltenden Fehlergleichung

v=ax+ by +/

in welcher bei Einfilhrung von Ndherungswerten xy und y, die Unbekannten sich
in der Form » =, 0, y=y, } 0y darstellen lassen, ergibt sich die Fehler-
‘gleichung

v=adx+ 060y~ (exy+ 6y, + /) und mit axy 4 by, + /=L

v=adx-+}+ 60y} L

- Nun wiirden die Néherungswerte einer Verinderung unterzogen, und zwar

dndere sich z, um Ay, 3, um Ay, Es lautet dann die Fehlergleichung:

v =adx+ 060y +alm+ Ax)Fo0+ Ay)+!

=adx'+ 60y + L', wobei L'=L -+ aN\xy+ 6/, ist.

Die Zuschlige zu den Niherungswerten ergeben sich in GauBischer Schreib-
weise aus den Symbolen:

[aL-1] S — [@l'-1]
- [aa-1] [aa-1]’
ebenso gelten fiir 8y und Jdy' dhnliche Beziehungen.

Die durch die Aenderung der Nidherungswerte um A\ x, bezw. /\ y, hervor-
gerufene Aenderung der Zuschlige ist fiir die GroBe x:

: —[eLl'-1]+4[aLl -1]
[zZ[l . IJ N :
Ersetzt man die Symbole durch ihre mathematischen Ausdriicke:
(0L 1] =[aL]— ——[“b[i[b”]"‘ ) L )=(eLl)— ____["’2%[‘]
(ab] [ab)

[aa- 1) =[aq] — e

0r = —

0 —0x =

so wird
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g TIABAE A0 L) 4 (0 10— L]

o (aa] [66] — (ad] ad] -
. Im Zihler

(6] (=1 L+ [0 £1) - [04) (16 L) — [+ 2))
fﬁdﬁwﬁﬂ—+~ﬂwAmrWAMJ—=—MﬂfNO MﬁAm

148t sich -
—laL] | lal)
and | : , ‘ .
L) — [0 L =L — L) = [bla Axy 0 i) = [ 0] Axy - [60] Az,
setzen.. Dadurch erhilt man: ' :
g At e - A (a1t 00)
S0 , (aa] [0b) — [ab)ad)
=-— A2a, oder da'=dr-— /\r,; ebenso ist

c)y——()y_—Ay oder 0y'= dy — AJy ,

d. h. einer Aendelung -der Niherungswerte entspricht eine glelch grofe aber
e11tgegengeset7te Aenderung der Zuschlige, so dafl das Endergebnis der Aus-
gleichung; nimlich die wahrscheinlichsten Werte der Unbekannten. unveriindert
bleiben. .

Ebenso elglbt snch die, Lnabhdnongkelt de1 an de1 Beob'lchtung anzubrin-
genden Verbesserung vom Niherungswerte: _ »
v'=adx' 60yt L'=a(dv—Axy) Fo@0y—Ax) +1L Falvy FOAr=2

_ Als Beispiel soll der Fall einer transzendenten Form der Funktionsgleichung,
wie sie bei dem Einschneidverfahren erscheint, behandelt werden, und zwar das
Vorwiirtseinschneiden eines Neupunktes aus 5 Punkten, entnommen einer im Jahre
1914 mit den Herern der Mont. Hochschule in \delschgalstcn durchgefiihrten
Uebungsvermessung (s. Fig.). '

Beim Vorwiirtseinschneiden hat bekantlich die bunl(thllsglelclmllg die Form
f(J%—G_nwm2£1%='(my)+—£ﬁt+mfdy Ry £ 180 47,
worin ¢ den vom zu bestimmenden Punkte ausgeziihlten endgiiltigen [\1chtungs
winke), w4, und y, mit den Zeigern 1 bis » die Koordinaten der gegebenen Punkte,
¥y und 7, -die Niherungskoordinaten, 0+ und dy die an diesen '111zub|111genden
Koordinatenzuschlige des einzuschaltenden Punktes, R, die in den gegebenen
Punkten beobachtete duflere Richtung vorstellen. -Die Fehlergleichungen, in
welchen die Vorzahlen (Richtungskoeffizienten) o
o ., sing’ oF o gucoso

"
= =o' — ) = —— . = ¢

Qi =21a,, - .8 ERE SO
7= _ V=2
mit dem aus den Niherungskoordinaten gerechneten Werlen des Richtungs:
winkels o' ungd der Seite s' vorkommen, lauten : ‘
v__tz(?w+/1(3y—}—(6’—‘—]€0213180—(56+[, ‘

Die } Nédherungskoordinaten des einzuschaltenden Punktes Kalvarienberg (4})
wurden absichtlich aus den- zwei zu diesem ungunstlg_geleoeuen Dreieckspunkten
Aund B gerechnet, Dann wurden die Néherungskoordinaten um 01, 0'5, 1:0
und schlieBflich um 50 geindert und jedesmal die Koordinatenverbesserungen
nochmals gerechnet. Das Ergebnis ist in Folgendem zusammengestellt.
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WX
Kig
T
Do TaW
I"2_0 cae
B R ¢
Angaben:
Punkt “ ¥ & R,
A1 f 1110298 | 305788 | 344022'29:6"
B 0-000 0000 | 355 13 30
C 364161 | — 132938 | 338 29 156
D | —703461 | -} 81608+ 73 6 454
W | 4676231 | -}-818'826 | 283 41 46'9
I
1.
Xy = 100412 5y =-— 8401
dr=-4 00035 0y =— 00073
& =4 1004123,5 3y = — 840173
= -+ 40"
m, = 4 0009,8m wm,= 4 0010,3m
i . ‘ I \‘ 7 R V= . . V= .
Punkt | e o @dx' 60y +L 6— R, T 180
A | 4+ 766 0 42739 00" — 18 — 18"
B |+ 171 42040 —0O1 ~ 16 — 15
¢ |4+ 619 1570 16 407 408
Do —3049 | b 926 | 57 439 + 39
1 0ol 6o | bl L.
W 42561 Eﬂ.+ 624 ’+4‘7l 551 52
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L Arvg=Azo=-+01m.

xy = -+ 100422 3o = — 8391
0r! = — 0096,4 dy'=— 0°107,3
xr=-4 1004'123,6 y=—840173
04'—dxr=—0099,9 dy'— dy=—0100,0
[, V= V=
Punkt a b adx'}68y'+ L|o— R, F 180
A + 766 | 4+ 2739 |+ 350" — 1-8” —1-8“
B + 170 | 4 2040 |+ 220 — 1’5 — 15
c |+ 619 + 1570 |4 236 + 08 + 08
D — 3048 | 4+ 926 |— 155 4+ 39 + 39
W + 2561 + 625 |+ 365 + 51 + 52
I, A:L’o = Ajlo = + 05 m.
xy =+ 100462 ¥y = — 8351
or' = — 0 496,5 0y'= — 00507,5
= 1004'123,0 y=—84017,5
0x —0r = — 0-500,0 0y'— dy=— 0-500,2
. YV = VP =
Pkt. @ 6 L asx' 143y} Z+2. Ablign. | o— &, TF 180
A |+ 764|+4 2739|4 2'552"| —1'7"—01"=—1'8 — 19
B ||+ 170/ +2039|+ 13504 | —1'5 +00 =—1'5 — 1'6
C |+ 618|41570|+13512 | +07 +00 =-+07 + 07
N j—3046|+ 926|— 1404 | +38 4+01 = 39 +39
W |-+ 2562|4+ 627(4+2440 | +50 +01 =+ 51 +52
IV. Azg= Ayo= + 10 2.
xo = 1005-12 9o = — 8301
0r' = — 0:997,0 dy'=— 1008,0
= -4 1004'123,0 y=—284018,0
0 — 0 = — 1-000,5 dy' — dy=— 1000,7
v = v =
Pkt. @ 4 L adx' 85y’ 2| 2. Abltgn. | o— R, TF 180
A [+ 760|+42738|+ 5501 —1'7"—0'3"=—2 0" — 20
B ||+ 1684203843408 |—14 —02 =— 16 —17
¢ I+ 6174 1570|{+3 404 | +06 —01 =405 + 06
D ||—3042| 4 927|—3262 |+37 +04 =+ 41 + 41
W |4 2562+ 62°9|+5 236 |+48 +08 =452 =+ 51
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V. Axg= Ayy=+50m.

29 = - 100912 99 =— 7901
0 = — 5:006,3 0y'=— 5020,8
» x =+ 1004:113,7 y = — 84030,8
0x' — dx=—  5009,8 0y' — 0y =— 50135
o V= V=
‘Pkt. \ @ é L adx'+68y'-+L42. Abltgn. | o — R, F-180
A |4 739 4 2733|429 424 J-20"— 84— 64| —63"
B |+ 159+ 2032|+18202|406 — 50 =—44 — 43
C |4 609 + 1570(+4 18136 | -+05 — &6 =—2'1 —20.
D || —3015|4 932|—17257 —42 1100 =+ 58| 458

W || 42568 |4+ 647| 426448 | —57 & b =+ 18| 18

In diesem Beispiele, das sich wegen der verhdltnismédBig kurzen Dreiecks-
seiten fiir die Feststellung des zu priifenden Einflusses besonders eignet, ersieht
man nun Folgendes: Fiir Aenderungen der Nédherungskoordinaten bis 0'5 2 ist
die Bestimmung der ausgeglichenen Koordinaten iiberhaupt, fiir eine solche bis
1 m¢ ist sie praktisch genommen unempfindlich. Erst von da an zeigt sich, wie
die Durchrechnung mit Axy= Ay, = 5 m erkennen 1dBt, ein merklicher Unter-
schied gegeniiber den anfdnglich erhaltenen endgiiltigen Koordinaten, der aber
noch immer fast innerhalb der durch die mittleren Fehler 2, bzw. sz, der aus-
geglichenen Koordinaten gegebenen Grenze liegt, so dall das Ergebnis der Aus-
gleichung auch dann nicht als vollkommen unbrauchbar erscheint, wenn die
Néherungskoordinaten um 5 2 vom wahrscheinlichsten Werte abweichen. Gerade
in diesem letzten Falle ist es interessant zu beobachten, wie die Ausgleichungs-
rechnung auch bei ziemlich abweichenden Néherungswerten das Endergebnis in
die Ndhe des wahrscheinlichsten Wertes zwingt.

Fiir Koordinatenzuschlige, die grofer als 1 s sind, miiiten eben in der
Taylor’schen Reihe schon die zweiten Ableitungen herangezogen werden, so daf
die durch die Koordinatenzuschlige J2' und &y’ hervorgerufene Richtungs-
dnderung durch die Beziehung gegeben ist:

06 =adx'+ b0y' + ‘;—f (852 — d%) + -2 @— 2 a0y,

was natiirlich der Fehlergleichung v = d6 + (6' — R, 7~ 180) ihre lineare Form
nimmt. Der Einflu} der zweiten Ableitungen auf » ist von IIl an ersichtlich
gemacht. Die zwei Werte von », von welchen der eine durch die Fehlergleichung,
der zweite aus dem mit den ausgeglichenen Koordinaten gerechneten Richtungs-
_winkel ¢ erhalten wird, sind neben einander eingetragen.

Die mit Obigem gegebene Untersuchung sowie das darangeschlossene Bei-
spiel diirften namentlich vom didaktischen Standpunkte aus von Interesse sein.




