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der betreffenden Richtungswinkel gibt daher die Richtung fiir den Durchbruch
von S an. Ist %z die Neigung von S nach &', so ist
£—¢
‘ VE—&2+ (o —n)?
Hiezu tritt jedoch noch eine Reduktion, da weder der Instrumentenmittel-
punkt mit S noch der Zielpunkt mit S' zusammenfallen wird und die entspre-
chenden Abweichungen mafgebend fiir den tatsdchlich einzustellenden Hohen-
winkel sein werden, der sich aber, sowie diese Abweichungen den &rtlichen
Verhiltnissen entéprec'herid',gegeben sind, leicht ableiten ldBt.
Die theoretische Linge s des kiirzesten Durchschlages ist dann
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tang =
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Aus der Praxus der Trlangullerungs Ausglelchung
(Die Broch’sche Aufgabe.)
: Von Baurat Ing. S. Waellisch.

An den Geometer tritt in der Praxis zuweilen die Aufgabe heran, eine
Neumessung an Punkte -einer &lteren Aufnahme anzuschlieBen, z. B. wenn ein
Teil eines dlteren Planes auf Grund von drei diesem Plane entnommenen und
in der Natur noch vorfindlichen Punkten auf graphischem Wege erneuert, oder
wenn auf Grund einer ausnahmsweise graphisch durchgefiihrten Triangulierung
~ eine Neuaufnahme bewirkt werden soll. Da nur in den seltensten Fillen die
dlteren, planlich dargestellten Punkte mit ihrer Lage in- der Natur gut iiberein-
stimmen werden, so obliegt es dann in der Regel dem Geometer, die in Betracht
gezogenen Punkte durch zweckméBige geringe Aenderungen ihrer Lage auf dem
Plane mit der Natur in Uebereinstimmung zu bringen.

Hofrat A. Broch hat sich in seinen letzten Jahren viel mit dieser Aufgabe
beschiftigt und verschiedene, zumeist graphische Lésungen versucht.

Im nachstehenden Aufsatze sei auf eine rechnerische Losung dieser Aufgabe
niher eingegangen.

Das ebene Dreieck ABC einer ilteren Triangulierung soll als Grundlage
fiir eine neue Triangulierung beniitzt werden. Es ergaben sich aber bei den
Winkelmessungen gegeniiber den aus den dlteren Koordinaten der Dreieckspunkte
abgeleiteten Dreieckswinkeln Differenzen, die teils auf eine nicht ganz strenge
Ausgleichung des fritheren Triangulierungsnetzes, teils auf unvermeidliche Fehler
bei der Identifizierung der Punkte zuriickzufiihren sind. Es soll nun durch eine
Aenderung der dlteren Koordinaten den neuen Messungsergebnissen in der Weise
Rechnung getragen werden, dafy die Summe der Quadrate dieser Aenderungen
[@x?] -} [dy?] ein Minimum werde. Wir bezeichnen:

1. Die Dreiecksseiten mit s;, 55, S5

2. die Alteren Koordinaten der Dreleckspunkte A, B und C mit 9,
Ya¥e, Y3y

3. die den Dreiecksseiten” zukommenden Siidwinkel in der Pfeilrichtung
mit ¢;, G, 0y;
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4. die an den Koordinaten und Siidwinkeln anzubringenden Verbesserungen
mit dx,. dy,, dx, dy,, dxs dys beziehungsweise da,, da, doy;

5. die aus den dlteren Koordinaten abgeleiteten Dreieckswinkel mit «, f,
¥, wobei ¢4 4 7=180° und die Differenzen zwischen diesen kaelwerten
und jenen aus der Neumessung hervorgegangenen glelchfalls auf 1800 aus-
geghchenen Winkeln &, f,, »; mit doc dp, dy,

6. die Koeffizienten ¢ und & in  der zwischen den Siidwinkel- und Koos-
dmaten Aendenungen bestehenden Beziehung do=adx —}—éa’y mit a, by, ngé'
und ag b,. - Hienach erhilt man -

doy =a, (dxs —dx )—|—&1 (a’y —a’yg)
Aoy =a,(dr;— dxy) + by (dyy, — dyy) L (1)

) dGS =‘(Z3({l',"il—d’t‘2)—I—&g(dyl—dj’g)
ferner

da=doy—dog=a,([dx —dxg) -}
+ b5 (dyy “‘ZJ’)_%(“’%—[“)“l’a(dh““dﬂ’z)l 9
.dy_..a’(il——do‘z__nl(a’rg——dzz)—l— - ' | 2)
+ by (dyy —'dyy) — ay (A — d ) — by (dy — dyy) )
" Ordnét man die Glelchungen (2) nach d und dy, 50 ergeben swh die
Bedingungsgleichungen ‘
(a3 — a5)dx, + aydxy — agday + (b, — by) a’y + by dyg —[) Ay — do. =0 3
— aydxy, —aydvy+ (ay + ay)dxy — bydy, — by dyy + (b, + by)dyy — dy =0 }
und hieraus die Normalgleichungen
2 [(@g® 4 092) +- (a5 + 052) — (agay + b30s)] £y + o
+ [ 2(a5® + 652) 4 (@35 + 030y) — (@105 + 0105) — (0105 + 0164)] g — d e =0
[—? ’722 + 09%) = ( ”2”5 + 020s) “1“5 + [’105) — (@i + 0109) by + (4)
2@ 08+ (@9 - 052) + (0ya + 0105)] by —dy =0
erd beriicksichtigt, dafB: ' '

g"sino — 9" cosa

»

- a = und =
so ist
) 2, ' @2 . 92
a4 b* "‘ﬁ: ”22‘|‘[’2=T) byt =
51 2

2 552
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ferner -
2

2
gty -4 byby = }iTs cos (6, — Gg) = cos e

S 2'5‘3

0% , . N et
agay + 036, = o tos (65 — 6}) = s cos f3

153 ° i - 5153,

: .
s (y — 1809 = — cos 7.

. 02 .
”1“2 + bl/}Q — —E 'C.OS (61 —_— 62) = Sljz

Setzt man diese Werte in die Gleichungen (4) ein, so ‘erhdlt man

1 1 ‘cos a) _ ( cose cosf . cos y) .
3 S B ‘ —_ : ky—dae=0] .
2o (J22 5q2 898 1+9 $q5g 5153 + 58y 12 “ ‘ (5)
2(_1_ _1-__(:05/)})/1——({71::0
Sy2 oSSy S
Erwagt man noch, d'1[3 mch dem K051nu551tze
2+55 —5? R e N ‘—52 T St

cos ¢ = -T’ cos fi = Z5,5, , COSp= Z5.5, )

und setzt diese Kosinuswerte in die Gleichungen (5) ein, so nehmen diese nach
entsprechender Reduktion folgende einfache Form an:
2 2f ¢ -
9”@ "[S]-s3 cosP-ly —da=0]|
SpPsy? == 5yls57 31,

L e N
52
. +Q ] __32‘/:;2‘—0’71=0J '

Sp¥sg? 5P

' 21 ¢2
Wenn man schlieBlich die Gleichungen (6) durch %{‘]5 dividiert und j
2”8 H

‘dlesen Divisor der Einfachheit halber mit e bezelchnet so ergeben sich alé
endgiiltige Normalgleichungen :

: Ky d )
by — S cosfody— =0 |
= s m | - ™
S 1y [
Sy — 2T =0 |
Sy o= 4 ) .
und daraus die Korrelaten: '
s : : s \
a"ocﬁ—s—lcosﬁ-a’y a’y—}—;—scosﬂ}a’a
b= — s by = L i
' m sin? ) ’ Ss* m sin? f3
542
* Setzt man e sin? .=, so erhilt man:. .~
s : S5 o
dw—}—%cosﬁ-a’y ,dy—{-_icosﬁ-a’o:
y— 8 . by = V
1 . ) /2 332
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Mit Hilfe dieser Korrelaten berechnen sich die Koordinatenverbesserungen

dx,
d.’l«‘g
dxy
dy,
dJy
dyy

(ay—ag) ke, —
+ ay &y —

(by— b3) by —
+ by by —

—ay by + (ay 4 ag) &y

— by by (01 F b3) %y

ay oy
a, Ry

by
b, by

\
|
>
|

. (8)

Bei nidherer Betrachtung dieser Ausdriicke findet ‘man, daf nicht nur
[@x]-+ [dy) =0, sondern daB auch [@2]=0 und [@y]=0 sind, woraus aber
folgt, daB die Summe der Abszissen- beziehungsweise Ordinatenwerte der Drei-
eckspunkte den entsprechenden Summen der dlteren Koordinaten dieser Punkte
vollkommen gleich sind, oder mit anderen Worten: Der Schwerpunkt des
ausgeglichenen Dreiecks ist mit jenem des urspriinglichen
Dreiecks identisch. . S S

Nachstehend sei ein Beispiel einer solchen Ausgleichung durchgefiihrt,

A. Berechnungs-Grundlagen.

Alte Triangu]igﬁmg.

Koordinaten

P

X

Siidwinkel

1 Dreieckswinkel

Logarithmen der
Dreiecksseiten

o % o |[Punkte

by =+ 661855 | ¥, = |- 211947

o, = 170°15' 397"

o = 50923 302"

Jp = 467417| x,=-1 983-14| 0, =290 05 202 || B=69 26 103
Vg =+ 433585 wy = -} 295432 | 0, =239 41 500 |7=060 10 195
o ' 1l 180°00" 000"
Neumessung.
A | ey =150023'002"| de=— 300"
B || f=069 26 203 | df =+ 100
C || yy=060 10 395 | dy=- 200
180000 00-0" 00-0"

b Berechnungs-Ergebnisse.

log s, = 3:3010306
log 5, = 3'3857090
log s, = 3:3525836

Als Koeffizienten @ und & der Gleichung do.=adx + 6 dy ergaben sich
gelegentlich der Siidwinkelberechnung:

a,=-+ 174
ag=—"1797
ag= —"19'1

b=
by =
by =

+ 1016
— 291
+ 462




Berechnung der Korrelaten:

log 5;,2= 6602 0612 $;2
~ log 5,2 =16"771 4180 552

log 542 = 67051672 S32=

log o2== 10628 8502

[s?] = 14,979 565

log dee = 1'477 1213,
log %: 57294223 — 10

7206 5441, — 10 .

log dy = 13010300

log % — 9:948 4470 — 10
log cos f = 95456166 — 10

log % = 5729 4228 — 10

6:524 5164 — 10 .

log dy = 1:3010300
log %= 5729 4228 — 10

log %z = 9'896 8940 — 10

) 6-927 3468

log do = 1-477 1213,

z ‘v—; — 0:048 4470 — 10

log cos f=9-5456166 — 10
log % = 57294228 — 10

lc

67006077, — 10 .

Koordinaten-Differenzen:

Axy =~ (— 797 4 791 /ey -

4,000011 -

5,907 695 log [s?) = 7'175 4992

5071859 g L= 65234148 — 20
S27 3"

log m = 4-327 7642
log sin? = 9942 8130 — 10
log n = 4270 5772

. — 0001 609

. . - 000033

ky = —0:001 274

. + 0000 846

. . —0'000502

ky = -+ 0-000 344

797 kg = - 0:028

dxy=— 791 &y — 174 ky =4 0095 ;=0
dv, =+ 797 by (174 —79:7) kg = — 0123
dy,=— (291 + 462) &, -+ 29'1 ky=-40106 |
dy; =+ 462 &y — 1 101°6 &y = — 0°094 }—_-' 0
dy, = + 291 %y 4 (1016 = 29'1) by = — 0:012
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Linge der Dreiecksseiten: in .

Einflub der bei der Ausgleichung vermittelnder
Beobachtungen in Verwendung gezogenen Nidhe-
rungswerte auf die ausgeglichenen GrdBen.

Von Dr. F. Aubell, o. &. Professor der Mont. Hochschule in*Leoben: '

Bei der Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen. gibt es zwei-Wege, die
zu den ausgeglichenen Werten der Unbekannten fiihren: einen unmittelbaren, bei
welchem man die Unbekannten in ihrer vollen Gréfe aus linéaren Endgleichungen
(den Normalgleichungen) rechnet, und einen mittelbaren, der insbesondere bei
nicht linearer Form der zwischen den Beobachtungen und den Unbekannten
bestehenden Funktionsgleichung einzuschlagen ist, bei welchem man die Unbe- .
kannten aus anderweitig gewonnenen Ndherungswerten durch an diesen anzu-
bringende, in der Regel kleine Zuschlige erhdlt, die sich wieder aus Endglei-
chungen der erwidhnten Art rechnen lassen. In letzterem Falle ist die Frage
naheliegend, inwieweit der ausgeglichene Wert durch -die Annahme des Nihe-
rungswertes beeinfluft werde. Diese Frage findet ihre sofortige Beantwortung
durch die bloBe Ueberlegung, daB der ausgeglichene Wert ein eindeutiger sein,
daf er somit vom Wege unabhingig sein miisse, der zu seiner Erreichung ein-
geschlagen wird, sofern nur bei diesem das Fundamentalgesetz der Ausgleichungs-

rechnung [gvv] = Min. erfiillt wurde.

. Vor l Nach - Unter-
. der Ausgleichung’ h schied
s, = 200000 199977 —0723
so = 243057 2430°63 -+ 006
. 83 = 225208 225222 + 014
Siidwinkel.
Vor [ Nach Uanter-
der Ausgleichung ' schied "
6, ='17001539-7" 1700 15 442" |4 45"
6, =290 05 202 290 05 047 |[— 1355
g = 239 41 500 239 42 046 [+ 146
Dreieckswinkel.
A dgiiiti Siid-|| Unter-
Gemessen winkeln abgoleitet | - schied
a, = 50°23' 002" 50023001 [|— 001"
;=169 26 203 69 26 204 |4 001
y; =060 10 395 60 10 395 0-00



