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Die Ausgleichung von AbschluBifehlern, die Bestimmung der
zuldssigen maximalen Abschlufifehler in Dreiecken und ge-
schlossenen Polygonen.

kStudie VerfaBt von Alexander lanké, ung. Oberfarstrat, Selmeczbinya . (Ungarn).
A. Die Ausgleichung der Winkel in Dre!ecken‘
I. Spitzwinklige Dreiecke.

Zur Ausgleichung des AbschluBfehlers o ~— insofern derselbe innerhalb der
zuldssigen Grenzen bleibt und wir bei dem Messen der’ Winkel die gleiche: (Ge-
nauigkeit eingehalten haben — beniitzen wir ein Drittel des Abschlufifehlers o
auf Grund des Satzes, daB die Quadratsumme der beniitzten Verbesserungen
kleiner sei, als die Summe der Quadrate aller meglichen Verbesserungen, -stets
vorausgesetzt, dafl die Summe der Verbesserungen gleich dem Abschluifehler sei.

Die bei der Ausgleichung des Abschlufifehlers dreimal beniitzten 1/ ¢ sind
tatgichlich jene Korrektionen, bei welchen die Summe der Quadrate: kleiner: ist;
als das Quadrat irgend welcher drei Verbesserungen, welche  insgesamt. dem
Abschluf3fehler gleichkommen.

Dech ist dieser Ausgleich vermittelst eines Drittels des Abschluifehlers

bei der Verbesserung der Winkel des Dreieckes — mit Riicksicht ‘darauf,” daf§ .
diese verbesserten, also veridnderten Winkel zur Berechnung der Seitenlingenm
wie auch der Koordinaten dienen — nur dann als einwandfrei zu: betrachten,

wenn die relativen Werte der damit verbundencn Seitenlingenverinderungen unter
sich gleich sind, ja man soll cben aus dew angcfiikirien Griinden ab: ovo von dem
Satze ausgehen: es ist bei der Ausgleichung der Dreieckswinkel ein solchés Ver-
falren einzuschlagen, welches bei der Ausgleichung besto. erdnderung der Winkel
etne unter sich gleiche relative Verinderung der Scitenlingen bedingt.

Untersuchen wir nun, inwiefern jenes Ausgleichungsverfahren, bei welchens.
ein Drittel des AbschluBfehlers beniitzt wird, also alle Winkel: eine -gleich groﬁe
Verinderung erfahren, diesen Anforderungen entspricht.

Bezeichnen wir zu diesem Zwecke die Winkel eines beliebigen Dreieckes
mit o, # und p, die den Winkeln gegeniiberliegenden Dreiecksseiten mit' @, &
und ¢; da, db und dc¢ sollen die absoluten Lingeninderungen der Dreiecks-




seiten bedeuten, wenn dic Winkel alle mit demselben Werte /y = ;‘gcandcrt

werden -es soll zugleich:

- f -y —180=0, und angenommen noch, daf
¢ < p<y wird also
< b < e
Nach dem Sinussatze ist:
| - a _ sine
.)' o e T sy

“tm Falle einer Veriinderung der Winkel also:

sin (¢« +A) __a-fda
' sm (- L\) ¢ *}~ de’
und weil die Winkelverinderung A des kleineren Winkels « eine gréfiere Ver-
dnderung in der Sinusfunktion desselben hervorruft, als die gleiche Winkelver-
dnderung in der Sinusfunktion des grofleren Winkels y, konnen wir schreiben :

2.,

%m (e D) sin ¢

> bezw,
sin (; -F )7 sin =

oder

‘
a-c+4c-da>a-c-a-de und hieraus
3) dﬂ,>,d.c)
‘ a [2
also die gleiche Verinderung des Winkels verursacht keine unter sich gleiche
relative Verdnderung der Seitenlingen, ja im angenommenen Falle ist sogar die
relative Verdnderung der dem kleineren Winkel gegeniiberliegenden kiirzeren
Dreieckseite gréfler, als jene der dem griBeren Winkel gegenubelllegenden lidn-
geren Dreieckseite.

Wenn wir die WinkelgroBe um denselben Winkelwert A verkleinert hiitten,
witre das Resultat der obigen Erdrterungen: ’

3a). e e fﬁ<d_c—,

: (41 [2
d.:h. die dem kleineren Winkel gegeniiberliegende kiirzere Dreieckseite hiitte
eine geringere relative Lingenverinderung erlitten, als die dem groferen Winkel
pgegeniiberliegende lingere Dreicckseite, aber unter sich wiren diese Ver-
dnderungen auch in diesem Falle nicht gleich. -

Eine gleiche relative Veriinderung der Seitenlinge wiirde nur durch eine
gléiche Verinderung von untereinander ganz oder wenigstens annihernd gleichen
Winkeln hervorgerufen, also in gleichseitigen Dreiecken.

Eine Winkelausgleiching aber, welche nur in einem speziellen Falle zu
unter einander gleichen relativen Veriinderungen der Seitenlingen fiihrt, in
jedem anderen Falle aber nicht, im Gegenteil, an kiirzeren Dreieckseiten eine
relativ- groflere. Verdnderung hervorrufen kann, als an den lingeren Dreieck-
seiten; ist in Anbetracht des vorher aufgestellten Satzes und der weiteren Ziele
der Ausgleichung nicht als richtig und gerecht zu betrachten.
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Wir miissen also ein Ausgleichungsverfahren suchen, welches ermdglicht,
dafy bei der Verbesserung cine unter sich relaliv gleiche Verdanderung der Seiten-
lingen emhote, also der Bedingungsgleichung:

). 0 {M:(H’ e entspricht.
: a b ¢

Die cinzelnen Glieder dieser Bedingungsgleichung sind die auf die Lingen-
einheit der Dreieckseiten entfallenden Verdnderungen. Die Gleichung bedeutet
auch, daB unter den abseluten Lingeninderungen der Dreieckseiten dasselbe
Verhiltnis besteht, wie zwischen den entsprechenden Seitenldngen:

4y . . ... oL daidbide=a:b.c

Und da
oy da _a St ¢ do a . Sl[\ «
o db b :':sv"iinrp"’ de — ¢ siny

JC )

Fig,

auch richtige Verhiltnisse sind, bedeutet die Gleichung auch, daB die abseluten
Veriinderungen der Seitenlingen in demselben Verhiltnis zu einander %tehen
wie die Sinusfunktionen der entsprechenden Winkel.

Um nun eine diesen Bedingungen entsprechende Ausgleichung finden zu
kénnen, bezeichnen wir die gemessenen Winkel eines Dreieckes mit «,  und p,
mit @, 6 und ¢ die den gemessenen Winkeln gegeniiberliegenden Dxmeckselten
v, 7/(; “und vy sollen die an den gemessenen Winkeln vorzunehmenden Ver-
besserungen bedeuten, da, dé und dc die infolge der Winkelverbesserungen ein-
tretenden Veriinderungen der Seitenlingen und ¢ den Abschlufifehler, dessen
Grofle laut der Formel

6). v v o v 180 — (e ) =10
bekannt ist.



(NB. Ieh beniitzte hier - abweichend von dem allgemeinen Gebrauch -
die obige 6. Formel zur Bestimmung des Abschluffehlers, weil auf diese Weise
die Verbesserungen das- gleiche Vorzeichen bekommen, wie der AbschluBfchler.)

Die Lingenverinderungen der einzelnen Dreieckseiten -— da die diese
~hervorrufenden Winkelverbesserungen geringe Winkelwerte besitzen — konnen
wir mit den Bogenliingen (Arcus) der Verbesserungen ausdriicken, u. zw. laut
Figur | derart, daf wir die auf die einzelnen Winkel entfallenden Verbesserungen
als aus zwei Teilen bestehend betrachten, von welchen der eine mit dem einen,
der andere Teil mit dem anderen Schenkel jene zwei Arcus liefert, welche zu-
sammen die Verinderung der dem zu verbessernden Winkel gegeniiberliegenden
Dreieckseite ergeben; es wird also infolgedessen jede der Winkelverbesserungen

. .. ve=ve, toa, p=uf fuvf, vy=uvy + vy,
aus zwei neben den anderen beiden Schenkeln licgenden Teilen bestehen; hin-
wieder wird sich auch die Seitenlingenverinderung aus diesen den beiden Winkel-
verbesserungsteilen gegeniiberliegenden Teilen zusammensetzen :
8) da=da/ 4 daj/., 8a) db=db/. + db}}., 8b) de=dc/. + de.

wotin

, vey, b ,
N. ... da) =" dajj. = —
®  sin v
. vf3, -« ,
9£) e e e db/. = (I'b/"/. =
9bh) . . . .. L de.= de/f. = -

0 - sin {)7

Vorlidufig setzen wir zum Zwecke der Bestimmung der Verbesserung des

Winkels ¢ die unter 9) angegebenen Werte in dle Formel 8) ein; dies ergibt:
vy, d((
1. .. .. .. .({(,_,M_W -+ = . qmﬁ’

wo ¢ = 2062064'806" = 206265“.

Ein gerades Verhiiltnis zwischen den durch die einzelnen Teile der Winkel-
verbesserung hervorgerufenen Seitenlingenveriinderungen und den dazugehirigen
Schenkeln, als Radienlingen angenommen, kinnen wir schreiben :

dal. ez daj. dalj.
——— = —, bezw, — = —"
dalf/. ¢’ b ¢’
also mit den unter 9) angegebenen Werten
Ve, b VE, - €
———— == —————, WOraus
o-siny-o o-sinfl-c¢
0, sin y
= ——=— oder
v, sin f3
vy, - ve, v sin fi - sin y
—_ = e , also
- v, Ve, sin f3
sin f3
. . o000 wac-f_=vx-~,———{—,— und ebenso
sin # - sin y
sin y ,
v, = v ————————— weiter noch

sin f§ - sin p



sin _ Y
b=a- *ﬁ und c=ai 20T
sin o sin «
Diese Werte in die unter 10) angcfiihrten Formeln eingesetzt, wird — nach
Durchfiihrung der sich darbietenden Kiirzungen —
] v a
da=———— Dbezw,
0 sine
da v
12) 0 0 o e e
@ 0 -sin ¢
Dasselbe Verfahren ergibt fiir den Winkel i:
, , sin y sin «
1w of,=of - u}” — und vfi, = Uf}
sin ¢ - sin sin @ ~}- sin y
sin « sin
a=0- - - =10 —=- },
sin f3 sin f3

welche Werte, in die Formeln 8a bezw. 9a eingesetzt, ergibt nach Vornahme
der Abkiirzungen: -

db = ,ﬂff;_l'j,’ bezw.
0 -sinp
ab v
) = i
SchlicBlich dasselbe Verfahren auf den dritten Winkel p angewendet:
2h) . e
¢ 0-siny

Weil aber laut der Bedingungsgleichung unter 4) die relativen Werte der
Scitenlingenverinderungen unter sich gleich sind, in den Formeln 12, 12a und
12b aber die relativen Verinderungen der Seitenlidngen ausgedriickt sind, folgt
aus der Gleichheit derselben, dafB

v v vy

a
). sne = snf = sing

zwischen den Winkelverbesserungen und den dazu gehdrigen
Sinusfunktionen der zu korrigierenden Winkel ein direktes
Verhidltnis besteht, was zugleich soviel bedeutet, dal das Gewicht der
einzelnen Winkel beim Winkelausgleich in der Sinusfunktion des betreffenden
Winkels zum Ausdruck kommt; wir erhalten also hier zugleich das Gewicht, das
Moment, mit welchem jeder Winkel an der Korrektion teilnimmt.

Auf Grund der obigen Formel 13) kdnnen wir schreiben:

) sin 3
14) R TE / und VY =v€ - — \
S ¢ sSin «

Weil jedoch die Summe der Winkelverbesserungen mit dem AbschluBifehler
gleich ist:
15). . 0=ve-}ef+ovy=vet o sin fp

sin p
sin « -

e

sin

sin ¢ -} sin fi -+ sin y
sin
inflolgedessen ist die Verbesserung des Winkels «:

= U -

)



d .
16) . o ve= sin ¢ - sin f§ |- sin 9 e
und die Verbesserung der Winkel f# und y, mit Hilfe der Formel 14)
(s . Al
16a) = g sty P
o
sin e - sin f - sin p
welche Werte mittels des Abschluifehlers und der Sinusfunktion der gegcbenen,
noch nicht korrigierten Winkel zu berechnen sind.

Wenn wir die mit Hilfe der so abgeleiteten Formeln berechneten Werte
der Winkelverbesserungen betrachten, sehen wir, dald die GroBe der Verbesse-
rungen bei demselben Abschlufifehler und bei denselben Winkelangaben von der
GréBe der Sinusfunktion der zu verbessernden Winkel abhiingt; je gréfler die
Sinusfunktion des zu verbessernden Winkels, um so grofer die hierauf entfallende
Verbesserung ; da zu einem groferen Winkel (bis 90%) eine grofiere Sinusfunktion
gehort, hingt die Grofe der Verbesserung von der WinkelgréBe ab, und mit
der Zunahme des Winkels wiichst auch die Verbesserung; bei ganz oder an-
nihernd gleichen Winkeln, also in gleichseitigen Dreiecken, werden die Ver-
besserungen unter sich- gleich grofi sein und ein Drittel .des Abschluifehlers
ausmhbchen.

Es 1if3t sich also folgende Regel aulstellen :

. Regel. Zu spitzreankelicen Dietecken erhalien wir die Verbesserungen der
cinzelnern Winkel, wenn wir dew zulissigen Abscllufifehler durcle die Swmme der
Sinusse der gemessenen Winlkel teden und das Jirgebnis it dem Sinus der cin-
selnen gemessenen Winkel muliiplizicren.

Wenn wir nun die laut den obigen Formeln 16, 16a und 16h erhaltenen
Werte in die Formel 12 einsetzen, sehen wir, dafl

6b)y. . . . . . vp= -sin g,

da i)

1. 0 T g (e s |osing)
db 0,
o VQ < (sin & —{»smﬁ ﬂ—]— sln;')
de )

¢ o (sin @ sinp 4 sin )
die relativen Veriinderungen der Seitenkingen alle mit demselben Werte, also
auch untereinander gleich sind, wir also unscrer Bedingungsgleichung ent-
sprochen haben,
Wenn wir die nach Formel 16, 16a und 16h berechneten Verbesserungen
laut ihren Vorzeichen zu den hetreffenden Winkeln geben, erhalten wir die ver-
besserten Winkelwerle.

Anmerkung.
Wenn wir behufs Bestimmung des Winkelausgleiches die Formel
@ sina '
| BT sing

difterenzieren und  nach der Gleichheit der relutiven Seitenlingeniinderungen
ordnen, erhalten wir zur Verbesserung der einzelnen Winkel folgende Werte;



)
¢ 4
¢ tng e - tng § + tng p thg «
5
P = e e
/ tng ¢ - tng 3 -}- tng y P
s
vy = - - Stng oy

T tng e tng - tng y

Die mit Hilfe dieser Formeln berechenbaren Verbesserungen sind aber nicht
richtig, denn sie crgeben fiir die nahe an 90° betragenden Winkel zu groBe, fiir
die anderen beiden Winkel dagegen zu kleine Verbesserungen, und wenn der
cine Winkel ein rechter ist, sein Tangenswert also unendliche Grofie hat, erhalten
wir fiir die beiden anderen Winkel eine Verbesserung von 0, fiir- den rechten
Winkel hingegen den Abschluflfehler selbst; diese Verbesserungen ergeben also
keine gleichen relativen Verdnderungen der Seitenlingen.

II. Die Bestimmung des zuldssigen, also maximalen Winkel-
abschluBfehlers.

Die Grundlage der Genauigkeit mittelbarer oder unmittelbarer Messungen
ist die Genauigkeit der Linge der abgemessenen oder abgeleiteten Entfernungen,
und den MaBstab der Genauigkeit gibt die GroBe des bei der Linge der Ent-
fernungen gestatteten Fehlers, "Aul dieselbe Grundlage miissen wir auch die
Genauigkeit der Winkelmessungen zuriicktithren, d. h. bei den Winkelmessungen
kann nur ein solcher maximaler Fehler gestattet werden, welcher an der Linge
der mit dem Winkel im Zusammenhange stehenden Dreieckseiten nur einen
innerhalb der gestatteten Grenzen bleibenden Fehler nach sich zieht.

Wenn wir also auf dieser Grundlage in der Bedingungsgleichung 4) die
unter sich gleichen relativen Lingenverinderungen dem bei den Dreieckseiten

‘ . R 1 :
gestatteten maximalen Fehler ; gleich stellen
(

o4 4
8. . . 7(7(7’:1{/{:{6: -, also
a b ¢ q
da = n—, a'l)zr/; und  de= N ,
¢ q q

wo ¢ je nach der gewiinschten Genauigkeit gleich 1000, 2000, 5000, 10013(1,
50000 oder 100006 ist, dann in Formel 17 an Stelle von d;{, ,’;}/’ und {I;C -—_—1]
[¢4 (
und an Stelle des Abschluifehlers 0 den Wert d,,, stellen, wird:
l R ~ ()\lll)\x B
g o (sine - sin g -f-siny)
und hieraus der zuldssige maximale AbschluBfehler:

! o ., . ., .

19 o v = ;] S(sin ¢ - sin -} sin p).
Dic zweite Regel wird also lauten: L

. AL Regel. Bed spitzevinkclioen Dreiccken erhadten wer den mavianalen Winkel-

abscllufifeiler, wenn wir den Radianten (9" == 200205") durch die Verkiltuissahl
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des bei der Scitenlinge gestatteten Fehlers teilen und das Ergebnis mil dey Siuerive
dev Stnus der gemesscnen Winkel des Drciecks multiplizicren.

Den laut dieser Regel und laut Formel 19 berechneten, zuldssigen Winkel-
abschluifehler .dem Abschlufifehler ¢ der gemessenen Winkel gegeniibergestellt,
ersehen wir, ob wir einen bei der Winkelmessung erhaltenen zuldssigen, also
korrigietbaren, oder einen groben Messungsfehler vor uns haben. Wenn der
AbschluBifehler ¢ der gemessenen Winkel kleiner ist, als der berechnete zuléssige
AbschluBfehler, dann wird die an den Winkeln laut der Formel 16 vorgenommene
Verbesserung an den Seitenlingen eine innerhalb des zuldssigen g-ten Teiles
bleibende Verinderung hervorrufen, die Verbesserung ist also auf die angegebene
Weise durchfithrbar, anderenfalls aber stehen wir einem groben Messungsfehler
gegeniiber, bezw. wurde die Winkelmessung nicht mit der ndtigen Sorgfalt durch-
gefiibrt und miissen wir in diesem Falle zwecks Durchfiihrung der Verbesserung
— allenfalls vermittelst neuerlicher Messung — die Erreichung eines innerhalb
des berechneten bleibenden Abschlufifehlers anstreben.

- Falls die -gemessenen Winkel unter einander ganz oder nahezu gleich
sind, also
«=f=y=00" und
sin ¢ = sin j = sin p» = sin 60" = 0°866025
wird der zuldssige Abschlufifehler
B = 0 3. 0:866025 = 2102097 299 8075 _ 335891-94" sein.
q q q

Die zuldssigen maximalen WinkelabschluBifehler lassen sich sowohl in
gleichwinkeligen wie auch in verschieden grofle Winkel besitzenden Dreiecken
im voraus berechnen und in Tabellen zusammenzufassen, von wo sie im Gebrauchs-
falle entnommen werden konnen. :

Natiirlich ist bei Anwendung des besprochenen Ausgleichungsverfahrens
zuerst laut Formel 19 der zuliissige maximale AbschluBfehler zu ermitteln, dieser
ist dem laut Formel 6 zu herechnenden AbschluBfehler des gemessenen Winkels
gegeniiberzustellen; an die Berechnuny der Verbesserungen laut Formel 16 wird
erst dann herangetreten, wenn der Abschlufifehler des gemessenen Winkels
kleiner ist, als der zulissige, oder diesem nahezu gleich kommt.

Beispiel.

Zur Erliuterung der besprochenen Verfahren diene folgendes Beispiel:

« = 249 306" 25"

f=05"48" 45"
7 =189"35'50" sind die Messungsresultate in einem Dreiecke
und 180" 01" 00* ist die Summe der gemessenen Winkel; der

Abschluf3fehler ist also:
6). . . . . =180~ (180°01'00") = - 1'= — 60",
Der zuliissige Fehler der Seitenlingen sei:

|

1 7 o
7 80000 also ¢ == 8000,
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Dle Sinuswerte der gemessenen Winkel sind:
sin ¢« = 0416391
sin i = 0912209
sin g = 0999976 -und deren Summe
esin» = 2-328576.

Der zuliissige maximale AbschluBfehler wird laut Formel 19 betlagen
206265" -3 ’%0837()

] = - :2\'(\-,_,'\2. == LY :’“.
19) . . dpe= - 8000 5378 8076 = (03¢

Da also der tatsichliche Abschluifeliler kleiner ist, als der berechnete maxi-
male, kann die Verbesserung erfolgen; diese wird laut den Formeln 16
6014

loy. . . . . dva= 2338570 04106391 = — 10728
16 V= .. 60" - 0912209 = 23:506"
) B piagsye =T 5
lob)y . . . . vy=- o 60, - 0999976 = — 25°766" wund deren Summe

2:328576

,,,,,, 0 = — 60000, -

Diese Verbesserungen weichen bei besonders kleineren und gréferen Winkeln
erheblich von dem Drittel des AbschluBifehlers, also einer Verbesserung von je
20“, ab und besitzen bei groBeren Winkeln groBere Werte, als bei kleineren,

Nach Durchfihrung der berechneten Verbesserungen, wird der relative
Fehler resp. die Aenderung der Seitenlingen nach Formel 12

12— e o gaaT = — 00001249 = o
120+ - = g5 0912209 = — V0001249 ={5¢
120 = s 0 099976 = 0000"’49—3’655
oder nach Formel
L o626 2asssTe = —00001249= 80015’

es sind also bei der angewendcten Verbesserung die relativen Veralldexuugeu der
Seitenliingen unter sich gleich grofl und ergeben nahezu 1/8000 der Seitenliinge,

Die Seitenlingen des Dreieckes ergeben, wenn wir Seite « als bekannt
annehmen:

o SuBwp) _ 0912163 o0
b=a S][lr(ra—v(/) =a 0'.416344——21908&8""”
_sin (y —oy) 0999975

= =2401800....a

sin ((/ — t‘/) =T 0416344
Die rechtwinkeligen Koordinaten von Punkt 7,, wenn Punkt £ mit dem
Mittelpunkte des Axensystems zusammenfiillt und Seite PP1 =a auf der - A-
Axe liegt, sind:
Yp=rc sin(f—vf)=2401800-0912163 - a=2-190733 -2
ANp,=rc-cos (3 —vf)==2401800 - 0409828 - @ = 0'984325 - &
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Werin wir dagegen die Winkel mit !/, des Abschlu@fehlers, also mit je 20
veriindern, betragen die relativen Acenderungen der Seitenlingen:

da. — 20" —
S .= _00002320 = -

Ta 200265 - 0416391 00002329 = -,
db — 20" — 1
5T 2062657 0912200 = — 00001063 =" 5y50
de — 204 ) _ — 1
2062657 - 0999976 = —00000970 = 10311’

sind also von einander abweichend und bei den den klcineren Winkeln gegen-
iiberliegenden kiirzeren Seiten gréBer, als bei den den groBeren Winkeln gegen-
iiberliegenden lingeren Seiten.

Die Lingen der Breieckseiten 4 und ¢ sind:

sin (5 — 20") 0912170

V=a- - sin ((/ “20“) =a - 0416#%02 =2:191130...n
: sin (; — 20") 0-999975 -
'—a- =a- - oo =2402037 ...

= s (¢ — 20" 70416303 037 “

es zeigt sich wlso in dem angenommenen Falle eine ziemlich erhebliche Ab-
weichung zwischen den auf Grund der vermiitelst zweicrlei Verbesserungs-
verfahren erhaltenen Winkel berechneten Seitenlingen, da wir — die Seite «

mit. nur 1000 Einheiten angenommen — bei der letzteren Verbesserung die
Linge. der Scite & um 0242 Einheiten, der Seite ¢ hingegen um 0237 Ein-

heiten gro3er erln]tcn, als wenn wir dic kaelvmbesselung der gleichen rela-
~tiven Aenderung der Seitenlinge enlsplechend vornehmen.
Die auf dasselbe Axensystem bezogenen rechtwinkeligen Koordinaten sind:
Vi =c¢ - sin(f —20") =2402037 0912170 -« = 2191066 - @
X'y =¢" - cos(f — 20") = 2402037 - 0409813 - @ = 0984385 - a
wir erhalten also bei der Verbesserung vermittelst eines Drittels des AbschluB-
fehlers auch die rechtwinkeligen Koordinaten von. Punkt 2, des angenommenen
Dreieckes grif3er.
Diege aus den Verschiedenheiten des Verbesserungsverfahrens flieBenden

Ab\\exchungen entbehren der Begriindung und sind also auch nicht annehmbar.
(Fortsetzung folgt.)

Géodﬁti‘sche Fach- und Standesfragen bei den
Agrarischen Operationen.

Von Agrarobergeometer Josef\Degn in \WVien,

Die Agrarischen Operationen sind die Gesamtheit der staatlich organisierten
MaBnahmen, die die Hebung der land- und forstwirtschaftlichen Produktion be-
zwecken. Als solche MaBnahmen kommen in Betracht: die Zusammenlegung
zersplitterten Grundbesitzes; die Teilung gemeinschaftlicher Grundstiicke; die
Regelung des Servitutwesens; endlich kulturtechnische Arbeiten zur Verbesserung
der Bodenbeschaffenheit, als da sind: Bewisserungs: und Entwiisserungsanlagen,
Alpen- und Weidemeliorationen, Nutzteichanlagen, Wegbauten. Neuestens ist den



«Beulens (kiirzere bleibende Wellen) entstelen, welche die Bandldnge beeinflufien;
deshally ist auch zum Aufrollen und fiir den Transport ein Ring von mdéglichst |
grofem Durchmesser anzuwenden.?)

Die Ausgleichung von Abschlufifehlern, die’ Bestimm'ung‘ der
zuldssigen maximalen Abschlufifehler in Dreiecken und ge-
schlossenen Polygonen,

Studie, VerfaBt“von™ Alexantler Jenké, ung. Oberforstrat, Selmeczhinya¥(Ungarn).
A. Die Ausgleichung der Winkel in Dreiecken.
(Fortsetzung und Schluf}.)

Ili. Die Verbesserung in schlefwmkellgen Dreiecken.

Das im vorigen KapitelZbeschriebene Verbesserungsverfahren ist’ olmc alle
Schwierigkeiten und Zweifel immer anwendbar, solange kein Winkel des Drei-
eckes den rechten Winkel iiberschreitet. Wenn aber ein] Winkel des Dreieckes
grofler ist als 900 dann miifite zur Verbesserung™ der Sinuswert des [rginzungs-
winkels des iiber 90" betragenden Winkels herangezogen werden, wogegen aber
verschiedene” Zweifel und berechtigte Einwinde erhoben werden kénnen,

So ist in erster Reihe anfechtbar, daB3 nicht der gemessene Winkel selbst,
sondern ein anderer — der Ergénzungswinkel — bei den Berechnungen beniitzt
wird; weiters ist anfechtbar, dafl — die Sinusfunktion der beiden anderen
kleineren Winkel in Rechnung gezogen -— :heim dritten, erheblich gréBeren
Winkel nicht die entsprechende erheblich gréfere Sinusfunktion, sondern die
kleinere Sinusfunktion des kleineren Erginzungswinkels in Rechnung kommt,
infolgedessen bestiinde zwischen den berechneten Verbesserungsgréfien nicht
jenes Verhiltnis, welches zwischen den der Grofle der Winkel entsprechenden
Sinusfunktionen Dbesteht, und schlieflich der schwerwiegendste Einwand wire
der, daBi wir die vermittelst der Sinusfunktion des Ergiinzungswinkels berechnete
Verbesserung nicht am [rgdnzungswinkel, sondern an dem viel gréfleren, 900
tibersteigenden Winkel durchfithren. Zur Verbesserung des [irgidnzungswinkels
aber konnen wir die mit Hilfe dieses Winkels berechnete Verbesserung auch
nicht verwenden, denn im Falle einer solchen Verwendung miiiten wir — wihrend
wir die beiden anderen Winkel verkleinern, infolgedessen auch den Erginzungs-
winkel ‘verkleinern miissen — den diitten, {iber 90° betragenden Winkel des
Dreieckes vergréflern, es wiirden also zwei Winkel des Dreieckes verkleinert
und der dritte vergréBert, bezw. umgekehrt, wenn der AbschluBlfehler die Ver-
grofBerung der Winkel verlangen wiirde, o

Infolge dieser berechtigten Einwidnde miissen wir also zur Belcchnung der
Verbesserungen in Dreiecken, die iiber 90-gradige Winkel haben,, em_solcl'les

'y Die in den Vereinigten Staaten (Coast and Geodetic Survey) gebrauchten, von J. H. Agar-
Jaugh (London® gelieferten drei Invarbiinder werden beispielsweise fiir den Transport auf cine
Aluminiumtromme! von rurd 40 e Durchmesser aufgerolit. Eine merkliche Liingeniinderung hat. sich
pickt gezeigt, obwohl z, B. das einc [nvarband mebrere hundertmal auf- und abgerollt worden !st, .
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_,,Vufahlen suchen, \\clches diese M'mrre] vermeidet . und dabei -die Berechnung
”mcht erschwert, sondeln .ebenso emhch macht, wie es in den vorhergchenden
Kapiteln bezwhch der spltz\\mke]mcn Dreiecke beschricben war.

Um zu einer solchen L#sung zu gelangen, nehmen wir ein theoretisches
rrlelchschenkhgcs Dreieck an, dessen Spitze in das Unendliche fillt, der dort
befindliche Winkel also' 0. Grad betriigt, die beiden anderen aber je 90°, bezw.
auf Grund den an diésen anstellbaren Messungen nahezu 909, der Winkelabschluf-
fehler sei d.

Da nun sine=sin 0°=0

' sin f§ == sin y == sin 902 = [.000000 sind,
werden die Verbesserungen der einzelnen Winkel laut Formel 16 folgende sein:

: ) _ d0-0
Y e d-sinp sy O TOFT0OLT0
3l ﬂ —_ é . . 8in ﬁ — v_—(?L — V(é“
sin & —+ sin i + sin ¢ O4+10-4+10 2
"0 - : . o-10 )
UV = S-Sty = )

[g8]

! sin & -+ sin f§ 4 sin y 0104107
d. h. bei dem 0° groBen Winkel wird der Verbesserungswert das Minimum,
bezw. 0, bei den beiden anderen 90-gradigen Winkeln aber je die Hilfte des
unverindert bleibenden Abschlufifehlers' betragen.” Bei den Berechnungen dieser
“Verbesserungen kommt ‘beziiglich des 0 Grade groBen \Winkels das Minimum
der Sinusfunktion, bei den rechten Winkeln aber das Maximum dieser Funktion,
d. h. 1000000 in Reclmuhg.
Stellen "wir -wis® jetzt die- beiden, sich im Unendlichen kreuzenden Schenkel
mit glelchem Winkel nach einer Seite verschwenkt vor, so ‘daB
' <900 ~und 7> 900 sei.
Infolge des Umsl’mdes daB dxe GroBe der Verbesserangen sich mit der
GroBe dér Smusfunktlon der Winkel und damit auch mit der GroBe der Winkel
(mdert und bel elnem Orrl'ldlgen \\’m]\el auch auf O sinken kann, muf} die auf

den fruhereu 90- gl'ldlgen Winkel f entfallende Verbesserung g— jetzt sinken
und- ergibt did aul ‘{3" entfa]lendé Verbesserung =, dagegen wird die auf den
fruheten rAe,chten Winkel 7 ;,entfallen,de -Verbeisserung“ g um denselben Wert
st’eigen um dte dem kael 7"3‘ entﬂn‘echeude Verbesserung oy’ ergeben 2u

kénnen. Dlese Ab\\elchungen von . miissen, da ja beim dritten Winkel keine

Verbesserung -eintritt, bei un\'erﬁn_der.tem AbschluBlfehler unter einander gleich
sein, damit die Summe der Verbesserungen in beiden Fillen den unverinderten
AbschluBifehler ergeben kénne, also:

=)L
?p oyt = (g- ~ 1) |- ( 3« -+ 1) = 4.
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Diese mit . bezeichnete Veriinderung der Verbesserungen kéanen wir nach
Figur 2 mit Hilfe des Sinus jenes Winkels in unsere Berechnungen einstellen,

/ —— ‘f{ﬁ\\\ _
T "I//' e ).’ - o : ‘\\\\/
snnS{f{.'~-'!'OODO gsih(7<~90)

;
]
+
H
|
]
|
! .
o
i 7
H .
: )

S e

Fig. 2.

mit welchem Winkel wir die [riiheren Winke! 8 ==y ==90° veriindert haben, also
mit Hilfe des Sinus (p*— 909, und zwar auf folgender Grundlage: Wenn wir

frither zur Bestimmung der Verbesserung vy = 5 die Winkelfunktion sin 900 =

1'000000 gebraucht haben, brauchen wir jetzt zur Bestimmung der Verbesserung
»9' die Funktion: sin 90° -} sin (* — 90°) = 1-000 - sin (' — 909), wo die Funk-
tion sin (' —90") die Grundlage der infolge der Winkelveriinderung eintretenden
Veriinderung der Verbesserung des . bildet. Diese Folgerung entspricht der
schon friither bewiesenen GesetzmiBigkeit, wonach die Grofie der Verbesserung -
im geraden Verhiiltnisse mit den Sinusfunktionen der dazu gehdrigen Winkel
steht; die iiber 90¢ habenden Winke! kérnen diesem Gesetze nur auf diesem
Wege entsprechen.

Und daB die Verdinderungen der auf diesem Wege gewonnenen Verbesse-
rungen sowohl bei Winkel B’ wie auch bei Winkel v* unter einander tatsichlich
gleich sind, ist mit der Bildung der auf Winkel B’ und y’ entfallenden Ver-
besserungen und mit der Gegeniiberstellung der auf die Winkel B beaw. v ent-
fallenden Verbesserungen zu bestitigen; es wird also (laut Formel 20): '

0 -sinf .
sin & -} sin g 4 sin 900 4 sin (¥ — 900)
0-sin f3'

= sin # 4- 1-0000000 + sin (' — 907

i — ¢ -[1'000 -}sin (' —909)

“7 T sin &' + sin 8" 4 sin 90° 4 sin (' — 90v)
. 0-[1000 + sin (' —909)]. -
= sin "+ 1:000000 - sin (' — 90Y) °

v =
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- Doch-anderseits : Cup == op e '
' ' I vy =wp -4, woraus:
0 0 - xln/
— o — o= o
PP TR 0T Sin g 1000 < sin ( — 909
_ o OOQ_})“‘ P =900 ——sin gt
T2 sin P 1000 - sin (pf — 9oy UM¢ ebenso
o O-[1:000 -} sin (' -— 909)] 0

~sin g - 1°000 - sin (' — 90%) 2 -
LRk OOO - sin (" — 90%) — sin "
2 sinp’ 4 1000 - sin (' — 909)°

d. h. bei den hier angenommenen (heorelischen Dreiecken ist dic Veriinderung
der Verbesserungen bei beiden Winkeln unter cinander gleich und ist die Lisung
als richtig zu bezeichnen. —

Auf dieser Grundlage ist bei den schicfwinkeligen Dreiccken zwischen den
Verbesserungen und den Sinusfunktionen der dazu gehdrigen Winkel laut Formel 13
folgendes Verhiltnis aufzustellen:

‘

(13 2% _ v [ S oy .
sine sing’" sin 90° < sin (' — 90% . 1:000 - sin (3’ — 909)
Tnd \Vevl'l die Summe der Verbesserungen auch in diesem Falle mit dem Ab-
schluBfehler gleich sein muf,
150 ..o v -} v

‘Wwerden- die . Verbesserungen bei schiefwinkeligen Dreiecken folgende sein:

. o
v ‘r — O)

20) S ve =~ ‘ Sin o/ ——
S sin o' -} sin B’ —f— 1:000 - sin (v — Y0v)
) B - sin 3’
, sma +9mB —+ 1:000 + sin (y' — 90v) -
v = _-,ﬂ 000 +sin (y'—909)] -

‘sin &’ -+ sin '+ 1:000 + sin (y' — 90°)

o sIn dem.. friiher erwidhnten Dreiecke also, in welchem o'=0" folglich
sm o =0, werden die Verbesserungen sein :

L - sin o _
o = i SO0 i (70 =
. : ~8-0 ' .
= sin '+ 1:000 + sin (y' — 90°)
of = 8 - sin B‘7 I
~ sina’ + sin ' 4 sin 90° + sin (' — 90Y)
o o - sin B/
~ sinB' + 1°000 + sin (y' — 90°)
. 8- [1:000 - sin (y' — 90Y)]

= oo + sinf3' 4 I 000+ sin (v —909)
’ [1 000+sm(( ——9.“)]

- smﬁ +1°000 - sin (y— 90°)
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Die auf die spitzwinkeligen Dreiecke beziigliche. 1. I\egcl entsplechend er-
ginzt, wird also die- ‘ . e

1. Regel lauten: Bei sc/u'gfzw'/z/l'f/z;gw und " im allgemeinen _[)rg" jm’wu,:
Dredecke erkalten wir die Verbesserung der cingebwen Winkel, wenn. wir  den.
suldssigen Abschlufifeller durch die Suwmme der den. gemessenen  VWinkeli - eng-
sprechenden Sinusfunkiion  leilen und das I gebuis mit der den gemessenen,
Wankeln  entsprechenden  Sinusfunltion  mayltiplizieren,  Vom, Standpunkte der
Winkelzerbesserung  aus sind unter den der Winkelgriffe entsprechenden’ Sinus:
Sunktionen bei <pitzen Wonkeln die  aus der Stnustabelle unmittelbar zi ent-
nelimenden Zahlemwerte zu wverstehen, bei schicfen (iiber gogradigen) Winkeln
aber die Summe von sin 900 = 1'000 wnd der Stpusfunktion des wm 9o Grad
verminderten. Winkels, :

/um"Bewelse dieser Theorie und der dwraus abnelelteten Ergebnisse. nehmen
wir ein Dreieck an, dessen zwei Winkel o= =0° haben, der dritte aber
v ==180"; es werden also nach der fiir spitzwinkelige Dreiecke aufgestellten
Formel 16 die auf die einzelnen Winkel entfallenden Verbesserungen unbestimm-
bar sein, weil: sin « = sin § = sin 0°=0, sowie auch siny ==si
Verbesserungen also:

3

,i/a=5‘—0« 71[3.=B-~8' uy =08

0 0

nach der fiir iiber 90gradige Winkel enthaltende Dreiecke giiltigen I*ormel 20
dagegen werden die Verbesserungen sein:

o 5-0 0 0
v =90 = GG 1000 sin (1800 — 90% — 1:000 -f- sin 900
5 [1°000 -} sin (1800 — 900)] o141
0 0 4 1:000 - sin (1809 — 909 =~ 1-F1 =

Die Verbesserungen werden also bestimmte Gréfle haben, u. zw. bei den beiden
0-gradigen Winkeln 0, infolgedessen entfillt auf den nahezu 180-gradigen Winkel
der ganze Abschluifehler als Verbesserung, ' __

Und wenn wir ein gleichschenkeliges Dreieck nehmen, dessen gemessene
Winkel «=§3=4°59"'58", y=169°59'04", der Abschluifehler also gleich
&= 1'=60". ist, dann wiirden die Verbesserungswerte der einzelnen Winkel
laut der auf spitzwinkelige Dreiecke beziiglichen Formel 16 berechnet folgende:
va=vp=15" 30, wihrend bei Anwendung der auf schiefwinkelige
Dreiecke beziiglichen Formel 20 die Verbesserungswerte folgende sind:

vo=v3 =275" vy = 55"

Der Unterschied zwischen den Ergebnissen der beiden Verfahren ist auf-
fallend, da im ersten Falle die Verbesserung des im Verhiltnisse' zu den’ beiden
spitzen Winkeln sehr groflen Winkels -y nur das Zweifache der Verbes*serung
der spitzen Winkel betriigt, hingegen bei Anwendung der auf die -schiefwinke-
ligen Dreiecke beziiglicheniFormel 20 erhalten wir eine entsprechende Abweichung
zwischen den auf die spitzen Winkel und auf den erheblich groBeren schicfen
Winkel entfallenden Verbesserungen. -
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Zur Bestitigung der Richtigkeit der auf die schiefwinkeligen Dreiecke
beziiglichen Formel 20 ist auch noch der Umstand anzufiihren, dafl aus dieser Formel
auch die auf die spitzwinkeligen Dreiccke beziigliche Formel abgeleitet werden
“kann, wenn wir z. B. als Uebergang ein rechtwinkeliges Dreieck als schief-
winkeliges wihlen und den grofBten Winkel in diesem Falle mit v = 90° be-
zéichnen; die-in der Formel 20 beniitzte Sinusfunktion desselben wird:

- sin 90° - sin (¢ —- 90Y) = sin 90° + sin 0% = sin y;
dessen Wert an Stelle von sin 90° -}~ sin (y — 90°) in dic Formel 20 cingesetzt,
erhalten wir die Formel 16.

Im Verfolge des Gesagten ist also bei den tiber 90 Grade groBe Winkel
enthaltenden schiefwinkeligen Dreiecken bei der Berechnung der Winkelveibes-
serungen die Formel 20, bei spitzwinkeligen Dreiecken dagegen die Formel 16
anzuwenden.

IV. Die Bestimmung des zuldissigen maximalen Abschiuifehlers in

. ~schiefwinkeligen Dreiecken.

Der zuldssige maximale Abschlufifehler wird auch in den schiefwinkeligen
Dreiecken nach denselben Grundsitzen bestimmt, welche im Kapitel 11 angefiihrt
waren: Der Abschluflfehler darf maximal nur so groB sein, dal} seine Verbes-
serung an den entsprechenden Seiten nur eine innerhalb der zuldssigen Greazen
bleibende Lingenverinderung hervorrufe.

Die relative Aenderung der Seitenldngen wird im schiefwinkeligen Dreiecke
nach .den Formeln 12, 12a und 12b sein:

de v

@ e-sine

adb vp

6 o-sing

de vy

T o Tr00 I sin (p — 909 ! |
in diese Formeln die unter 20) enthaltenen Verbesserungswerte eingesetzt, werden:

da ) i) ‘

@ T g [sin @ + sin f -f- 100 F sin (3 — 909)]
db _ 9

5~ o -[sine+ sinfi 4 1:00 4 sin (y — 909)]
dec 0

¢ o [sin« - sin g - 1:00 - sin (y — 909’
dies sind also unter sich gleiche Werte. Und wenn wir die relativen Aenderungen
der Seitenldngen mit dem zuldssigen maximalen Fehler der Seitenlingen, mit 1g¢,
gleich annehmen, wo der Wert ¢ gleich 1000, 2000, 5000, 10000, 50000 oder
100000 ist, je nachdem wir groBere oder geringere Genauigkeit anstreben, an
Stelle des AbschluBifehlers 0 aber das Zeichen d,,. des zuldssigen maximalen
AbschluBfehlers setzen, werden wir folgende Formeln erhalten:

E{(l (zé“dﬁ_ 1 _ - _()lnmx B

F——1 — o—

a = BT e TG T g [sina+ sin pF 100  sin (7 — 909))”
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hieraus folgt die Formel des zuldssigen maximalen AbschluBfehlers” in» Schlef
winkeligen Dreiecken: L

G oy = —] “|sin P -k sin g 4 1:00 +sin ‘(7' — 90")]. ‘

Nach Berechnung dieses Fehlers vergleichen: wir denselben” mit" dem' Ab-
schluBfehler der gemessenen Winkel - und vollfiihren ‘die Ausrrleichungsr‘ec'hnun‘g
nur in dem Falle, wenn der letztere kleiner als der- exstere ist, -

Auf Grund der Formel 21 kinnen wir die ‘

IV. Regel aufstellen: W erhalten den sulissigen’ mzmumzlm /Msc/z/z//a’
Jehler i schicfwinkeligen und im alleemeimen in - allen D;mc/u/ wenn. wir
206265 durcl die Verhdiliniszahl des fiir die Sumz/mlvm III(ZSSZOLII ffa///us
teilen und das Ergebnis nack Regcl A et dei Swmme der den” ffcmessumz
Winkeln entsprechenden Setniisfunkiionen mulliplizieren. e

Beispiel. e
Nehmen wir die gemessenen Winkel eines 'sclnef\\ml\ellrren Dreleckes
folgend an: ' = 12028"45" : e
p= 5301625 :
Ty o= 11401350 delen Summe’ -
1790 59 00” der Abschluﬁfehler belldfrt 'IISQ

6_ R Ou
" Die zur Bes'fxmmunfT der Vexbesselulwcn nol\\endlfren Smusfunktlonen der
Winkel sin @ = 0216083 '

sin # = 0801500
sin 90° == 1000000
sin (y —90%) = 0410409
«sin» = 2427994,
Die verlangte Genauigkeit der Seitenlingen’ sei-

}l 410400 deren Summe

1
g~ 8000’
dann wird der maximale Abschlufifehler laut Formel 21 sein:.
206265
\ — — ’7 .
()HIHK - 8000 2 4 7994’ 6 ()

da der Abschlufifehler der gemessenen WmLe] (60") klemer ist, kann die Aus-
gleichung erfolgen. ‘

Die Verbesserung der einzelnen' Winkel wird also nach Fouuel ’70 Sem

60" 07216085 i s
Vo= 5427994 = .5 3398 3
i q ' C
vh = 003238;409_ [9°8065" = 198 . . ‘
oy =2 0‘410‘;198:09 — 34:8337" - 349" L

Summe der Verbesserungen = 60 0000" = = 600" = c)
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Bei Anwenddng dieserr Verbesserungen werden die Seitenldingen folgende
relative Verdnderungen erleiden: -

da 5-3398" ' I

7 = 2062657 0316085 — 0 V001198 =gu6s

db 19:8065

"4 T 2062657-0'801500 =G-0001198 = '8346 8

de 3485374 .

o = 2062657 1510400 — 0 $00T IO = gy

sind also unter sich alle gleich.

Bie Linge der Seite 4 und ¢, wenn- wir @ als bekannt annehmen:

_ sin(f4op) __ 0801538 \
b=a sin (¢ + ve) 02161 09 7 = 37090317 -2
- .sm (v I‘T/?’) 0911832 2193012 .
c=a sin (« {—ua) 0216109 ﬂ_&i

Die Koordinaten des Spitzpunktes des Winkels «, wenn dic Spitze des
Winkels # im Mittelpunkte des Axensystems, Seite « dagegen in der - .X-Axe
liegt, werden: h

Vi=c-sin (f+op) =421
Ny=c¢-cos (-} vf) =421

3012-4-0801558 = 23820135 -«
3012-a-0397916 =2-5227937 - a.

T

19
9

Bei den Verbesserungen der Winkel mit 1/, des Abschlufifehlers dagegen,
mit je 20", werden die relativen Veréinderungen der Seitenlingen folgende:

{nz = %W%%i@i’eﬁé?s‘ — 00004487 = 5
, o
= EeE suTsg = 00001210 = ‘szsl‘ T
, i
= guszes 110k =000 = s
Die Linge der Seiten /) und ¢:
[,f:a%::gg$§—8:;_3 /(J784(}( a |
c=n§%§f{;:—t§8; 42180805 - a.

““Die Koordinaten des Spitzpunktes A des Winkels «, auf dasselbe Axen-
systems bezogen: '
V,=33810374 -2 und ;= 23220605 -«

die Abweichungen, dic_ sich}inlolge der beiden verschiedenenVerfahren ergeben,
sind also, wenn 7 = 10{0}Einheiten ist:
6 — & =} 1191 Einheiten ¢ — ¢ = - 1221 Einhciten
Y, — ¥y = - 0976 Einheiten .Y, — X = -}- 0°773 Einheiten.



39

Die Abweichungen sind also noch griBer, als bei dem friiheren Beispicl,
auBlerdem zeigen auch die Verbesserungen der Winkel, besonders beim kleinsten
und beim gréBten Winkel erhebliche Abweichungen von dem Drittel des Ab-
schluf3fehlers, die relativen Verinderungen der Seitenliingen aber, wenn wir ein
Drittel des Abschlufifehlers zur Verbesserung beniitzen, zeigen sich bei der dem
kleineren Winkel gegeniiberliegenden .kleineren Dreiecksseite als viel grefier. (im
angegebenen Beispiel fast 7-mal grefier) als bei der dem gréfieren Winkel gegen-
iberliegenden lingeren Seite.

V. Kritische Betrachtungen iiber die besprochenzn Verbesserungs-
-verfahren, ' o

Dem besprochenen Berechnungsverfahren gegeniiber kann "eingewendet
werden, dal dasselbe nicht so cinfach und bequem ist, wie die Zuhilfenahme
eines Drittels des AbschluBfchlers; wenn wir aber die Richtigkeit des Satzes,
da3 die Verbesserung des Abschluifehlers an den Dreiecksseiten unter sich
gleiche relative Lingeniinderungen hervorrufen soll, anerkennen, missen wir
von dem einfachen und bequemen Verfahren abweichen und ein anderes, ‘weniger
‘bequemes withlen, um der an die Vermessungsarbeiten anschlieBenden Forderung
zu entsprechen, dafl die Genauigkeit der Ergebnisse maglichst zu steigern ist.
Wenn wir iibrigens bedenken, dafl ja die Sinuswerte der Winkel zur Berechnung
der Dreiecksseiten ohnedies unerliifflich sind, dann auch in Betracht ziehen, daf}
bei genaueren Messungen die AbschluBfehler nur gering sind und - auf je einen
Winkel nur einige Sekunden Verbesserung entféllt, kénnen wir diec Arbeit ver-
einfachen, indem wir beim Aufsuchen der Sinuswerte auch die dazugehdrigen
partes proportioncles herausschreiben, um diese, mit der entsprechenden Ver-
besserung multiplizierend, mit dem Resultat die Sinuswerte zur Berechnung der
Dreiecksseiten abindern zu konnen, so daB das neuerliche Heraussuchen der
Sinuswerte der ausgeglichenen Winkel unterbleiben kann. Fiir die iiberdies ver-
bleibende Melrarbeit bietet das genauere, verlifllichere Ergebnis geniigende
Entschidigung.

Jedenfalls besitzt das besprochene Verbesserungsverfahren den Vorteil, daf
es auf einem positiven Grundsatz, auf der Sicherung der Gleichheit der relativen
Seitenlingenverinderung, fuBlt; dieses Ergebnis ist auf dem Wege des Minimums
der Quadratsumme der Verbesserungen nicht sicherzustellen.

Natiirlich kann das Verfahren nur bei einzelnen Dreiecken (einfache Punkt-
einschaltung, einfacher Vorwirtseinschnitt) zur Anwendung kommen, sowie auch
bei Netzeinschaltung, wenn wir die Winkel mit Satzbeobachtung gemessen haben,
und in jedem Falle nur dann, wenn die Winkelmessung mit gleicher Genauig-
keit erfolgte; wenn jedoch die Winkel desselben Dreieckes mit verschiedener
Ganauigkeit gemessen wurden (der eine mehrmals, der andere weniger oft, der
eine mit einem genaueren, empfindlicheren Instrument, als der andere), wenn
wir bei den Verbesserungen auch anderen Anspriichen geniligen miissen, wie
z. B. im Falle eines vollstindigen Netzes der um einen Punkt gelagerten Drei-
ecke dem Polygon-Winkelabschlufl und den Seitengleichungen, wo auf die Ver-
besserung der Winkel schon auch andere Faktoren Einflul haben und auch diese
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Faktoren in Rechnung zu ziehen sind, kann das Verfahren in der vorgefiihrten
einfachen Form schon nicht mehr entsprechen, doch haben wir keine Ursache,
das Bestreben, auch in diesen Fillen mit den anzawendenden Winkelverbesserungen
an den Seitenlingen mdéglichst gleiche relative Verdnderungen zu erreichen, als
unbegriindet zu betrachten, also mit Riicksicht aul die Groien der auszugleichen-
den Winkel den behandelten Regeln nach Moglichkeit Geniige zu tun.

_VI. Die Ausgleichung der Winkel im geschlossenen Polygon.

Das in den vorhergehenden Kapiteln besprochene Ausgleichungsverfahren
1iBt sich ohne weitere Schwierigkeiten auch auf die Ausgleichung der AbschluB3-
fehler im geschlossenen Polygon ausdehnen, wenn die Winkel alle mit gleicher
Genauigkeit gemessen waren.

Auch bei der Verbesserung der Polygonwinkel ist von jenem Grundsatze
auszugehen, daf} die Verbesserungen, als Winkelverinderungen an den ent-
sprechenden Seitenliingen unter sich gleiche relative Veriinderungen hervorrufen
miissen; dabei muf} natiirlich die Summe der Verbesserungen gleich dem Ab-
schluBfehler des Polygons sein, welchen wir erhalten, wenn wir dic Summe der
gemessenen Polygonwinkel von der theoretischen Winkelsumme des Polygons
abziehen:

222 L A=(n—2)- 1800 — (& + g+, fuw, . 0 Fw)=

= (n—2) 180° — |w],
worin s die Zahl der gemessenen Polygonwinkel, bezw. der Seiten des Poly-
gons ist. »

Zur Bestimmung der Verbesserungen des Polygons nehmen wir laut Figur 3
gegeniiber den gemessenen Winkeln zwischen den Winkelschenkeln, bezw. den

w\, //
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[indpunkten der benachbarten Seiten verbindende Diagonalen an, deren Linge
wir der Reihe nach mit ay, a,, ag, a, ... a, etc. bezeichnen, die diesen gegen-
iiberliegenden gemessenen Polygonwinkel ‘dagegen mit w;, w,, w5, 04 ... @,
die Linge der die Winkel begrenzenden Polygonseiten mit sy, sq, S, & o . 8,

-Auf diese. Weise erhalten wir bei jedem Polygonwinkel ein Dreieck,. in
welchem die Schenkel und der gemessene Winkel zugleich elementare Bestand-
teile des Polygons sind, nicht nur des Dreieckes.

Ausgehend von dem Grundsatze der Verbesserung, daB die Werte der in-
folge derselben als Winkelverdnderung hervorgerufenen relativen Seitenverdnde-
rung unter sich gleich bleiben -sollen, konnen wir beziiglich jedes einzelnen
Dreiecks laut Formeln 4 und 12 folgende Verhiltnisse aufstellen:

23). . L A A s v
a, S St 0 - sin @,
day Ao _ds _ _voy
ag Sy Sg 0 - sin wy
day _ dsy _ds _ VO
a Sy Sy 0 - sin oy
da ds ds 20)
4 3
=== 8 == M———{i—— ] m———;—i» - u. S, w,
a, S5 Sy 9 - sin vy

Auf Grund des zwischen diesen Gleichungen bestehenden Zusammenhanges

. ds : . dsy . . . .

(- L kommt in der ersten und zweiten, ~;?— in der zweiten und dritten Glei-
1 2

chung vor u. s. f) sehen wir laut der Formel 13, daf

v vhy  vRy vy

Weil aber die Summe der Verbesserungen bezw, Winkelverinderungen
v, YWy, vy v, .... mit dem AbschluBfehler A gleich ist, wird die Grofle
der einzelnen Verbesserungen auf Grund der Formeln 14, 15 und 16 folgende sein:

- /\-sin @, [\ sin oy
YOU= g o, + sinw, fsinw, +sinw, ...  «sinwor
A A\ sin o, _ \-sin,
YO = i o O Sin @ - sin o, - sine . siner
A Vi L L T _ Qrsine,
" sinw; + sin o, - sinwy +sino, ... «sin @»
o [\sinwg '

vy = et
Dy, = _A_ﬂn_io’,
«sifn 6»

L R L L T T L T S )

Wie also aus diesen Erdrterungen ersichtlich, kommen bei der Bestimmung
der zur Ausgleichung des Abschlufifehlers dienenden Verbesserungen auch bei
den mehr als drei Seiten besitzenden Figuren alle jene SchluBfolgerungen zur




Geltung, die wir beim einfachsten Polygon, beim Dreieck, gefunden haben,
vorausgesetzt, daB wir gelegentlich der Verbesserungen eine gleiche relative
Aenderung der Seitenlingen anstreben,

- Die obigen Ergebnisse zeigen, dafl zwischen der Verbesserung und der
Sinusfunktion auch im Polygon ein dircktes Verhiltnis besteht; mit der Auf-
stellung dieser Proportion haben wir den ersten Schritt zur Bestimmung der
Verbesserungen getan.

In den Polygonen kommen jedoch nicht nur spitze Winkel, sondern auch
zwischen 90 und 180 Grad liegende schiefe (konkave), dann zwischen 180 und
270 Grad liegende stumple und zwischen 270 und 360 Grad liegende konvexe
Winkel vor, weshalb vor der Bestimmung der Verbesscrungen noch festzustellen
ist, wie dic Sinusfunktion der iiber 90-gradigen Winkel in Rechnung zu zichen sei.

Beziiglich der zwischen 90 und 180 Grad liegenden Winkel kamen wir
schon bei der Besprechung der schiefwinkeligen Dreiecke im Kapitel I zu dem
Schlusse, dafl bei solchen Winkeln der 90-gradige Teil von dem iiber 90 Grad
verbleibenden Teile abgetrennt werden muff und die Summe der Sinusfunktionen
beider Teile in Rechnung zu ziehen ist bei der Bestimmung des auf den Winkel
entfallenden Verbesserungswertes.

Aus den die’; Begriindung dieses Verfahrens begleitenden Erérterungen
(siehe Seite 36 _und 37) ist ersichtlich, dafi die Sinusfunktion des grofiten Winkels
im Dreiecke, wenn dieser Winkel 180 Grad hat, aus den der Summe der Funk-
tionen zwecier rechter Winkel zusammengesetzt wird und so in Rechnung kommt;
wenn also der Polygonwinkel iber 180 Grade hat, wird der Winkel, um zu
ciner der Grefle des Winkels entsprechenden Sinusfunktion zu gelangen, auf zwei
rechte Winkel und den noch verbleibenden Teil (w — 180°) gespalten und die
Summe der Sinuslunktionen der beiden rechten Winkel und des verbleibenden
Restes gebildet; es wird also:

25) . . sin 909 -} sin 90° -} sin (v — 1857 =2 - sin (@ — 180°),

Aehnlich verfahren wir mit den Winkeln von 270 bis 360 Grad, nuw wird
hier natiirtich die Sinusfunktion des rechten Winkels dreimal genommen und
dann noch der Sinus des verbleibenden restlichen Winkels hinzugegeben; also
wird die Sinusfunktion des iiber 270-gradigen Winkels:

20) . . sin 90" -k sin 90° - sin 90° - sin (w — 276 = 3 -} sin (@ — 270°).

Auf Grund des Gesagten ld3t sich die allgemeine Regel aufstellen, dafl
bei den Bestimmungen der Verbesserungen von iiber 9™-gradigen Winkeln die
entsprechende Sinusfunktion derart gebildet wird, dafi wir die Sinusfunktion so
vieler rechter Winkel nchmen, als 90 in der fraglichen Winkelgréde enthalten
ist, dann noch die Sinusfunktion des verbleibenden restlichen \Winkels hinzu-
geben; die allgemeine Form dieser Sinusfunktioubildung ist:

27y . o o o oo - sin 900 - sin (@ — 1 - 900),

wo der Wert 2 zwischen O und 3 wechselt, je nachdem die Sinusfunktion von
spitzen, konkaven, stumplen oder konvexen Winkeln bestimmt werden soll,



Die allgemeine: Form der Verbesserung der Polygonwinkel wird also:

' A [y = sin (o, — - 90%) S ‘
m, —Fsin (0, — n, + 90°) <k, - sin (0, — ey - 909 - i, - sin (0, — 7y “ 909 -
A [y sin (o, —mg 0909
m - sin (0 — - 90

DN (11 sin (0, — - 909

28) 7/(!)1 =

vy = -m - sin (o —m 90
N ma - sin (w3 — m, - 909)]

YO =T —+ sl (0w — m - 9()0;

: < [mg - sin (g — g+ 909

[ T + sin(w — m - 909>

o, — A Dy (o0 — 090

e < sin (0 — m + 90°)»

Es 146t sich also folgende Regel aufstellen:

V. Regel. e gescldossenen Polygonen crliddten wwir die Verbesserung cin-
selner Winkel, wenn wir den suldssigen Abscllufifellcr dwrch die Summe der
deit Grisffen der gemcesscnen Polygonwinkel cntsprechinden Susfunktionen terlen
und dicses Erocbnis mit der der Grifie der su verbessernden Polygomwinkel cnt-
sprechender Sinusfunktion multiplizicren. Unter der der Gigfse der Polygonwinkel
editsprechenden Sinusfunktion ist won S/mm’/)wM,/e der Terbessering bei spitsen
Winkelhe der aus den Sinus-Tabellern: unniitielbar  zu entneluncnde Wert, bet
Wirkeln diber 9o Grad aber stets so oft sin 909 = 1:000000 su versichen, als
90 in dewm gemnessenen Polygonwinkel cuthalicn ist und dazu //ar/z der Sinuswert
des verbletbenden spitzen Winkels.

VII. Die Bestimmung des zuldssigen maximalen AbschluBfehlers im
geschlossenen Polygon.

Auf Grund des Vorhergehenden kann auch der zulidssige maximale Ahschlu3-
fehler im. Polygon bestimmt werden, wenn wir die Verbesserungswerte nach
Formel 28 in die Werte der relativen. Aenderungen der Seitenlingen nach
Iformel 23 einsetzen und dann die Gleichung ordnen, die Grofe -der relativen
Verdnderungen der Seitenlingen mit der bei den Lidngen geforderten Genauig-

i

keit (7]) gleich nehmend, in welchem Falle der zulissige Abschlufifehler im

Polvgon wird:
. 0 .
200 oo N = - i sin (0 o— - 909)»
q

Infolgedessen wird also:

VL Regel. In geschlossenen Polygoncen crhalten wir den sulissieer mayi-
malen A/iyb////gﬁ’ﬁ/z/u, wenn wer O == 206265" durch die Verhéiltniszahl des bci
dei Seilenlangen f/i//("issa'oz'/.l Felders leilen wnd das Reswltat wat der Suniine der
Griffe der den gemessenen I o/voo;u(fz/z/ el nack Regel 'Voentsprechenden Sinas-
Junktionen mzf/z‘/plz weren, ~ o S

Auf Grund dieser Regel und auf Grund- der l*oxmel 29 berechnen wir in
erster Reihe den zuliissigen -AbschluBfehler und gehen pur dynn zur Berechnung
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der Verbesserungen iiber, wenn der AbschluBfehler der gemesscnen Winkel
kleiner ist, als der festgestellte maximale Fchler, '

'Be‘isp‘iel‘..

Fig. 4.

Nehmen wir die Winkel des in' Figur 4 dargestellten Polygons folgend an:
= 29%55'10"
= 95°01'40"
wy = 42914’ 30"
= 292" 35'50"
w, = 36928 10"
0, = 223"41'40"; die Winkelsumme also ist:
[@]=719°57' 00" und der Abschlufifehler:
A\ = 7200 — 7190 57" 00" = | 3' = -}- 180",

Die zu den Winkeln gehdrigen Sinusfunktionen sind folgende:

m dem Winkel w,: sin 290 55/ 10" = 0'498782

» » wy: 1. sin 90°00' 00" = I'OOOOOO}
. . - 1'087638

, ‘ sin 5%901'40" = 0087638

> ’ » @y sin 42914/ 30" = 0672260

' . ’ : H (J A “__n2.

i > ogf 3. sin 90900700 =3 ooooog} 3354250

sin 22935'50" = 0384250

’ » »ow, sin 36928/ 10" = ®'594394

y s oo, 2.8t 90900 00Y = 2-000000

B ) }‘2‘690812\
sin 43041/ 40" = 0'690812/ " :

zusammen: <in -f-sin (@ — m - 909)» = 8928136

Nehmen wir an, dafl wir bei_ den Seitenlingen eine Genauigkeit von
' . o 1 ' ' '
gt 10000
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‘anstreben miissen,” dann kann der /ulds&ge ma)\lm'lle Abschluﬁfehler sem
206265”

=" 8928136 =184'1562"
Awe = 10000 2"

Da der Abschluffehler der gemessenen Winkel (-—— 180" —) kleiner ist
sind die Verbesserungen zu berechnen und ergeben folgende Werte:

80" 0'498782 10°0559" 10"
o == ———— - ("4 == *0¢ ==
Y1 = 5928136
180
g . 1°087638 = 21°9279" .. 22"
Y02 7= 61928136 : = 22
V@, = 1807 0672260 = 1355344 == [4"
378928136 - o
v 180" 3:384250 682298 68"
W, == = cmeem e o 37 50 = : RIS !
17 8928136 :
o, 180" 0'594394 == 11:9836" 12
D)y == e = (€ = : R !
57 8928136 Co
180” B A . " " <
Ty =gy ag 2 690812 = 542494 .- ?4' und
[i}(:)'] = =1800000" = 180" =A.

Die relative Verdnderung der Seitenlingen wird im Falle der Durchfithrung
der berechneten Verbesserungen folgende werden: ‘

da, . 100559 , 1

e e == (0000977 == ey
ay 206265 - 0498782 . ! 10230'9
day 21:9279" 1
e 0T 200000977 = o
ay 206265" - 1'0,87638 7 102309
diry 135534 00000977 — L
g 206765” 10672260 102309
day 68:2298" 1
A= 00000977 = . s f,
_ @y 2062653384250 102309, " °
oder auch ' ' ,
By s s s,
L A “—-‘ &
. 180" 1
= S ==0'0000977 = -,
206265" 8 928136 77 102309
Demgegeniiber wurde — den zulassxgen bezw mdxnmlen AbschluBfehler

des Polygons nach der gebmuchhchen Formel mit ‘
Do = 1°5" Y = 90" - Y6 = 220-43408"

angenommen — der maximale Abschluﬁfehler der’ Seltenlwngenveranderung bezw.
dem Seitenldngenfehler .
2 0]% CoL
A Z20MBA08T 001197 = b
q’ 706265" s 928]36 83535

entsprechen, welcher bedeutend groﬁer 1st als der dem berechneten maxlmalen

AbschluBfehler 184:1562“. entsprechende Seitenfehler w—l»(-)&)—o»f.z 0-0001,
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Wenn wir, den . Abschlufifehler unter den Winkeln . gleichmidBig verteilt
- hiitten, so entfiele auf je einen Winkel 30" Verbesserung, wihrend in dem an-
genommenen Beispiele, welches Winkel aus allen Quadranten enthilt, auf die
einzelnen Winkel je nach ihrer GréBe bezw. nach der GreRe der entsprechenden
‘Sinusfunktionen Verbesserungen von 10" bis 68 enthalten sind, also von einem
Drittel der 30“-igen bis zur 2'3-maligen GreBe derselben, mit welchen in dem
gegebenen Falle die einzelnen Winkel vzu vergréfern sind, um eine richtige,
der gleichen relativen Veriinderung cler Seitenlingen entsprechende Winkelgrefie
zu erhalten,

Beim gleichmiBig verteilten Abschlufifehler werden die mit der Verbesserung
zusammenhingenden relativen Anderungen der Seitenlingen folgende Werte geben :

1 . 30" , I
= o =0'0002916=— ———
J T 2062657 07498782 34294
L - 307 = 0:0001337 = — |
g5 206265"-1°087638 TT4Is
L 30 00002164 =
75 206265"-0672260 ST w221
B . $0° = 00000430 ==

¢’y 206265"-3384250 T 252084
- 30 00002447 = —
g5 2062650594394 - '405,57
1 ) %Otl B 1
i = 00000541 = -~
75 2062657 2690812 18500°8

Es erscheinen-also so erhebliche Abweichungen unter einander ebenso wie
gegeniiber der richtigen relativen Aenderung, die nicht zu begriinden sind und
die Richtigkeit dieses Verbesserungsverfahrens umstoBen. (

Ebenso kann auch die zur Bestimmung des zuldssigen oder maximalen
AbschluBfehlers im Gebrauch befindliche Formel A= 15" \/}z- nicht als richtig
anerkannt werden, da diese keine Riicksicht auf die bei den Seitenlingen gefor-
derte Genauigkeit nimmt und nur die Anzahl der gemessenen Winkel in Betracht
zieht, weshalb sie in den gleiche gemessene Winkelanzahl besitzenden Polygonen
stets denselben zuldssigen AbschluBfehler ergibt, ganz gleich, ob wir greflere
Genauigkeit der- Seitenlingen verlangen oder mit geringerer vorlieb nehmen;
dies bedeutet aber, dafl wir — ohne Riicksicht auf die angestrebte Genauigkeit
— uns mit solchem Messungsverfahren oder solchem MeBinstrumente begniigen
kennen, welches einen kleineren maximalen-AbschluBfehler sichert, als der nach
der erwihnten gebll‘iuchliphen Formel berechnete ist.

Demgegeniiber aber erfordert der nach Formel 29-.zu berechnende maxi-
"male AbschluBfehler beim Streben nach gréferer. Gemauigkeit prizisere, empfind-
lichere MeBinstrumente und ein genaueres Messungsverfahren, was mit der all-
gemeinen Forderung genauer Messungen im innigsten; harmonischen ZuS'tmmen
hange steht:



