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Nr. 1. Wien, im April 1920. XVIII. Jahrgang. 

Die Ausgleichung von Abschlußfehlern, die Bestimmung der 
zulässigen maximalen Abschlußfehler in Dreiecken und ge­

schlossenen Polygonen. 
Studie. Verfaßt von Alexander Janko, ung. Oberforstrnt, Selmeczh<inya (Ungarn). 

A. Die Ausgleichung der Winkel in Dreiecken. 
I. Spitzwinklige Dreiecke. 

Zur Ausg'leichung cles Abschlußfehlers rY -- insofern derselbe innerhalb der 
zulässigen Grenzen bleibt und wir bei dem l\Iessen der Winkel die gleiche Ge­
nauigkeit eingehalten haben - benützen wir ein Drittel des Abschlußfehlers a 
auf Gruncl des Satzes, daß die Quadratsumme der benützten Verbesserungen 
kleirrer sei, als die Summe der Quadrate aller möglichen Verbesserungen, stets 
vorausgesetzt, daß die Summe der Verbesserungen gleich dem Abschlußfehler sei. 

Die bei der Ausgleichung des Ahschlußfehlers dreimal beniitzten 1/3 iJ sind 
tatsächlich jene Korrektionen, bei welchen die Summe der Quadrate kleiner is-t, 
als das Quadrat irgend welcher drei Verbesserungen, welche insgesamt dem 
Abschlußfehler gleichkommen. 

Doch ist dieser Ausgleich vermittelst eines Drittels des Abschlußfehlers 
bei der Verbesserung der Vhnkel des Dreieckes - mit Riicksicht darauf, daß 
diese verbesserten, also veränderten Winkel zur Berechnung der SeitenHtngetr 
wie auch der Koordinaten dienen - nur dann als eimrandfrei zu betrachten, 
wcnl! die relativen l+'{'tic dt'!' damit vabmzdcncn Seitenliingntvt'!'ii!lderzmgen unta 
sich gleich silld, ja man soll cbm aus dm angtfii/1ric!l Grii11deu ab oz10 von dmt 
Satze ausgdtcn: es ist bei der Au.1glcichung der Drciukszoinkd t'tlt solelres Ver­

faltrm ci11zusc!tlagm, iuc!cltcs bei der Ausglfic!tung· bezw. Verändei7mg der lVinkel 
ei11e unter sielt g-Zdche re!atiz>e Verli11dcnmg der Scitmlii11/(t'll bcdz'.11gt. 

Untersuchen wir nun, inwiefern jenes Ausgleichungsverfahren, bei welchew. 
ein Drittel des Abschlußfehlers benützt wird, also alle Winkel. eine gleich große 
Veränderung erfahren, diesen Anforderungen entspricht. 

Bezeichnen wir zu diesem Zwecke die Winkel eines beliebigen Dreiecke� 
mit a, ('3 und y, die den Winkeln gegenüberliegenden Dreiecksseiten mi·t· q, b 
und c; da, d b und d c sollen die absoluten Längenänderungen der Dreieclis-
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r) 
seilen bedenteH, wenn die \Vi11kel alle mit demselben Werte h = . ge�i1tllcrt 3 
werden; es soll ·zugleich: 

(( + (J + ?' - 180 = 0, 

(( < /3 < )' 

und angenommen noch, daß 
wird also 

1) 

2) 

17 < b < (. 

Nrtch dem Sinussatze ist: 

··im 

Sill Ci 

( Sill j' 
Falle einer Vedinderung· der Winkel also: 

sin (e+t'\,) a+da 
. . . . . . . . sin (J' + 6)- c +de' 

und weil die Winkelvedlnderung· 6 des kleineren Winkels u eine gTößere Ver· 

änderung 111 der Siqusfunktion desselben hervorruft, als die gleiche Winkelver­
änderung· i1\ der Sinusfunktion des größeren Winkels )', kiinnen \Yir schreiben: 

sin (Ci + 6) sin r-: 

-·· ··· ··· · · ·· "' bezw. 
sin (J' + 6) / sin ;" 

3) . . . . . 

17 -f- da a 
---- > oder 
c -1-- d( " 

a·c+c·da>a·c 
da de 

> - ) a c 

a·dc und hieraus 

also die gleiche Veränderung des Winkels verursacht keine unter sich gleiche 
relative Veränderung der Seitenlängen, ja im angenommenen Falle ist sogar die 
relative Veränderung der dem kleineren Winkel gegenüberliegenden kürzeren 
Dreieckseite größer, als jene der dem größeren Winkel gegenüberliegenden län­
geren Dreieckseite. 

Wenn wir die Winkelgröße um denselben \Vinkeh\'ert 6 verkleinert hätten, 

\\'llre das Resultat der obigen Erörterungen: 
da de 

3a) . . . . . . . . a < c ) 
d. h. die dem kleineren Winkel gegenüberliegende kürzere Dreieckseite hlitte 
eiüe geringere relative Längenveränderung erlitten, als die dem größeren Winkel 
gegenüberliegende längere Dreieckseite, aber unter sich wären diese Ver­
;inderungen auch in diesem Falle nicht gleich. 

Eine gleiche relative Veränderung der Seitenläng·e würde nur durch eine 
gleiche Veränderung von untereinander ganz oder wenigstens annähernd gleichen 
Winkeln hervorgerufen, also in gleichseitigen Dreiecken. 

Eine Winkelausgleichung aber, welche nur in einem speziellen Falle zu 
uhler ei!lander gleichen relativen Veränderungen der Seitenlängen führt, in 
jedem anderen Falle aber nicht, im Gegenteil, an kürzeren Dreieckseiten eine 
relativ größere Ve1·änderung· hervorrufen kann, als an den Hlngeren Dreieck­
seiten, ist in Anbetracht des vorher aufgestellten Satzes lind der weiteren Ziele 
der Ausgleichung nicht als richtig- und gerecht zu betrachten. 



Wir rniissen also ei1i /\usglcichungsverf'ahren suchen, welches. ermög'[icht, 
daß bei de1' Verbesserung ci11c unte r sich relativ gleiche Verändenrni;; cler Seiten­
fängen eintrete , also der 13eding·ungsg·leichung: 

da db de +) . . . . . . . . rr - /} e entspricht . 

Die einzelnen Glieder dieser Bcdingungsg·leiclntng· siml die auf die Längen· 
einheit der Dreieckseiten entfallenden Veränderungen . Die Gleichung· bedeutet 
auch, daß unter den absoluten Ulngenänderungen der Dreieckseiten dasselbe 
Verhältnis besteht, wie zwischen den entsprechenden Seitenlängen : 

'ta). . rla:db:de=a:b.:c. 
Und da 

�) da a S\11 e da 
c/(1 h -

r1 
' de Sill 

a Slll e -
e siti )' 

auch richtig·e Verhältnisse sind, bedeutet die Greichung auch, daß die absoluten 
Veränderungen der Seitenlängen in demselben Verhältnis zu einander st'eI1e,n, 
wie die Sinusfunktionen der entsprechenden \Vinkel. 

Um nun eine diesen Bedingungen entsprechende Ausgleichung finde'n zu 
können, bezeichnen wir die gemessenen Winkel eines Dreieckes mit C(, /3 und y, 

mit '::; (!__ und ::._ die den gemessenen Winkeln gegenüberliegenden Dreieckseiten ;  
v cc, v (i und 11 /' sollen die a n  den gemessenen Winkeln vorzunehmendeo Ver" 

besserungen bedeuten, da, db und de die infolge der Winkelverbesserungen ein" 
tretenden Veränderungen der Seitenlängen und ä den Abschlußfehler, desseH 
Größe laut der Formel 

6) . , . . .  , . . . 180° � (c1 + (:l + ?') = ä 
bekannt ist. 
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(NE. kh be11(ilztc hier abweichend von dem allgemeinen Gebrnuc11 
die obige 6. Formel zur Bestimmung des Ab::;chluf.lfehlers, weil auf diese Weise 
die Verbesserungen das gleiche Vorzeichen bekommen, wie der Abschlußfehler.) 

Die Längenveränderungen der einzelnen Dreieckseiten - da die diese 
· hervorrufenden Winkelverbesserungen geringe ·winkelwerte besitzen - können 

wir mit den Bogenlängen (Arcus) der Verbesserungen ausdrücken, u. zw. laut 
Figllr 1 derart, daß wir die auf die einzelnen Winkel entfallenden Verbesserungen 
als aus zwei Teilen bestehend betrachten, von welchen der eine- mit dem einen, 
der andere Teil mit dem anderen Schenkel jene zwei Arcus liefert, welche zu . 
. sammen die Veränderung der eiern zu verbessernden Winkel gegenüberliegenden 
Dreieckseite erg·eben; es wird also infolgedessen jede der Winkelverbesserungen 

7) C/N - "l (Y +·-•N ' • • ( l'� - ( ·h l v�,. l 'lJ1' - 'lJV __ l_ 1J111 ' - '� 1 ' j  

aus zwei neben den anderen beiden Schenkelrr liegenden Teilen bestehen; hin 
·wieder wird sich auch die Seitenlängenveränderung aus die::ien den beiden Winkel­
verbesserungsteilen gegenüberliegenden Teilen zusammensetzen: 
8) dt1=daf.+da;1., Sa) db=db/.+db/1., Sb) dc=dci.+dc;/· 
worin 

9) . 

9 a) 

, 1J Ct1i · b . da,. = ---.--1 � • s1n i' 
d. 17 1 

_ 11[J,,_-_ a 
• ('!• � • ' Q·SlllJ' 

l' ((e · C da,,'/. = ·-· - ··--· ­
Q · Sin /) 
·u{30·C db/;. = !J · Sill fl 

9 b) . dc1'. = _!!J\·. a� dc.1,/. =. V.J'1o.� b_. · · · · · Q·St n {) Q·si n c< 
Vorläufig setzen wir zum Zwecke der Bestimmung der Verbesserung des 

Winkels e die unter 9) angegebenen Werte in die Formel 8) ein; dies ergibt: 
. 11r:h . b 11((„ . /; 10) . da= -__,.---·· -� ----',. ··-, !! . sm ?' !! . srn (3 

wo �) = 206264•806" = 20626511• 
Ein gerades Verhltltnis zwischen den durch die einzelnen Teile der Winkel­

verbesserung hervorgerufenen Seitenlängenveränderungen und den dazugehiirigen 
Schenkeln, ·als H.adienHingen angenommen, kiinnen wir schreiben: 

!!.!L_ = !!__ bezw. _c!irJ:_ = da/l_ da//. c' b c ' 
also mit den unter 9) angegebenen Werten 

1 1) . 

11 <X11 • b i1 ((„ • c ---- - woraus Q · sin ?' · b - !! · sin j-J · c ' 
11 c1.1o _ sin __ Y oder v r:" 

- sin {'i 
vc(1i + 110:, 11a sin ('i +· sin ?' 

----- � � also vc<,, sin['3 
sin ('i va.=vo: · ------sin ß + sin y und ebenso 

sin y vub = vu · ------ weiter noch sin ß + sin y ' 
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und 
. sin ?1 c=a · -·.-· -- . Sll1 a 

Diese Werte in die unter 10) angeführten Formeln eingesetzt, wird - nach 
Durchführung ller sich darbietenden Kürzungen -

12) . . . .  

11a · a da=�--.­
Q · Sill (1, ' 

da iie 

a Q . sin a 

Dasselbe Verfahren ergibt für den Winkel {J: 

bezw. 

, . sin }' 
l l a) 11/J.1 = 111) · ---.- - .  -. SJ11 f•; + Sill j' und 

Sill lc 11(ic = ·u{i · · _„ --- · sinc< + sin ?' 

({ = b . S�I'. (( Sill {J 
sin }' 

c = b' --�- .. ... Slll ß 
welche Werte, in die Formeln 
der Abkürzungen: 

8 a bezw. 9 a eingesetzt, ergibt nach Vornahme 

bezw. 

12 a) . . . .  
db -b - ------

Q · si1i /i · 

Schließlich dasselbe Verfahren auf den dritten Winkel !' 
de ·z1y 

12h) . ' . .  ' ' . .  ' . 
C Q·Siny 

angewende t: 

Weil aber laut der Bedingungsgleichung unter 4) die relativen Werte der 
Seitenlängenveränderungen unter sich gleich sind, in den Formeln 12, 12 a und 
12 b aber die relativen Veränderungen der Seitenlängen ausgedrlickt sind, folgt 
aus der Gleichheit derselben, daß 

11a 11ß 11y 
l 3) · · · · · · · · · sin e - -sl i1 ß - sin 71 

zw i sch e n  d e n  \/\/i n k e l v e r b e s s e r u n g e n  u n d  d e n  d a z u  g eh ö r ig·en 
S i n u s f u n k t i o n e n  d e r z u  k o r ri gi e r e n d e n  Wi n k e l  e i n  di r e ktes 
V c r h ä 1 t n i s b e s t eh t, was zugleich soviel bedeutet, daß das Gewicht der 
einzelnen Winkel beim Winkelausgleich in der Sinusfunktion des betreffenden 
Winkels zum Ausdruck kommt; ";ir erhalten also hier zugleich das Gewicht, das 
�Ioment, mit welchem jeder \Vinkel an der Korrektion teilnimmt. 

Auf Grund der obigen Formel 13) können wir schreiben: 
sin {j sin ?' J 4) . , . . , 71 (i = 71 Cl · ;· Ull d 'ZI )1 = 11 (( · · ---
Sill a sin c;, 

Weil jedoch die Summe der Winkelverbesserungen mit dem Abschlußfehler 
g-leich ist: 

15) . . 
, sin /3 sin ?' r)' = iia + i'{J + 7;71 = 11a -+- va . .  -. - · + 11c1,. . . _ 

Sill a Slll e 

sin Ci -f- sin {i + sin y 
== 7,.1((. .  -- ----;-- - , ·-- -

Slll f( 

infol�·edcssen ist die Verbesserung· des Winkels e: 
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16). 

und die 

16 a) 

16 b) 

0 
. . . . . . va = · s111 a 

sin a + sin ["3 + sin J' 
Verbesserung der Winkel ß und )', mit Hilfe der 

0 
· vß 

= 
sin cl + si1i .rJ f sin y · sin (3 

0 'V)'= · Sill)' 1 
sin c< + sin () + sin J' 

Formel l ·l) 

welche Werte mittels des Abschlußrehlers und der Sinusfunktion der gegebenen, 
nodl nicht korrigierten Winkel zu berechnen sind. 

Wenn wir die mit Hilfe der so abgeleiteten Formeln berechneten Werte 
J.er Winkdverbesserungen betrnch ten, sehen wir, claJ.l die Größe der Verbesse· 
rung·en bei demselben Abschlußfehler und bei denselben Winkelangaben von der 
Größe der Sinusfunktion der zu verbc';sernden Winkel abhängt; je gröiler die 
Sinusfunktion des zu verbessernden Winkels, um so größer die hierauf entfallende 
Verbesßerung; da zu einem g-rößeren Winkel (bis 90°) eine gröflere Sinusfunktion 

gehört, hängt die Größe der Verbesserung· von der Winkelgröße ab, und mit 

der Zunahme des Winkels \\'�ichst auch die Verbesserung; bei ganz oder an· 
nähernd gleichen Winkeln, also in gle ichseitigen D reiecken, \\'erden die Ver· 
besserungen unter sich· gleich groll sein und ein D rittel des Abschlußfehlers 

ausmache n. 

Es läßt sich also folgende l\egel aufstellen: 
1. Reg·el. !11 spit:::111i11h·l/go1 Dl't0iNlo1 olwltc11 wir die Vobcsscn111gm der 

cim:c!11m IVinlrd, 1C'l'ft11 wir dm ;.:11/ässigm ,'lbsclt!11ßfclt!cr d11rc!t die S11111111c der 
Sinusst' der ge111r·sst11e11 IVi11kd tcilc11 1111d das !Trgd1J1is 111it dem Si1111s dtr ci11-
zc!ncn gcmcssc11ot TVinkd 11111!tip!i:;·iac11. 

Wenn wir nun .die laut den obigen Formeln 1 G, 16 a und 16 b erhaltenen 
Werte in die Formel 12 einsetzen, sehen wir, daß 

da rY 
1 7) . . . . . . . ( . 1 . .  - {) 1 . -- ) fl Q Slll (( · - S l ll J - - SI n J' 

db ä. 

de 

c 

die relativen Vedinderungen 
auch untereinander g-Jeich 
sprochen haben. 

Q · (sin (! + sin f) + sin )') 
ä 

Q (sin fi sin /) + sin )') 
der SeitcnEi.ng·en alle mit demselben Werte, also 
sind, wir also unserer Bedingungsgleichung; ent· 

Wenn wir die nach Formel 1 G, 16 :t und 1 (J h berechneten Verbesserungen 
laut ihren Vorzeichen zu den l>elreffendvn Winkel n gehen, erhalten wir die ver· 
besserten Winkelwerte. 

Anmerkung. 
Wenn wir behufs Bestimmung des Winkelausgleiches die Formel 

tl Sill t! 

b sin f) 
rHtlert111zieren und iiacli der (;!eicliheit dC'r rel:diven Seite11Einge11;i11dr�rungen 
ord.1w11, erhal teu wir zur V nbesser1111g der einzelnen Winkel folg·cnde \V t•rte; 



0 
vc = 

tl1g ri Til1p; ffTtng 
y · tng e 

()' 
z·() = t1ig a -Ftngß + f;1g7;- · tnµ; (l 

r'J' ·11y = - -- - - - -- ---- - · tng 7' 
tng c1 + tng () + tng 7' 
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Die mit Hilfe dieser Formeln berechenbaren Verbesserungen sind aber nicht 
richtig, denn sie ergeben für die nahe an <J0° betragenden Winkel zu große, für 
die a11derc11 beiden \\'inkel dag·egen zu kleine Verbesserungen , und Wenn der 
eine -Winkel ein rechter ist, sein Tangenswcrt also unendliche Größe hat , erhalten 
"ir für die beiden anderen Winkel eine Verbesseru n g von 0, für <len rechten 
Winkel hingegen den Abschlußfchler selbst; diese Verbesserungen ergeben also 
keine gleichen relativen Veränderung·en der Seitenlängen. 

II. Die Bestimmung- des zulässigen, also maximalen Winkel­
abschlußfehlers. 

Die Grundlage der Genauigkeit mittelbarer oder unmittelbarer Messungen 
ist die Genauigkeit der Länge der abgemessenen oder abgeleiteten Entfernungen, 
und den illaßstab der Genauigkeit g·ibt die Größe des bei der Länge der Ent­
fernungen gestatteten Fehlers. · Aur dieselbe Grundlage mi.issen wir auch die 
Genauig·keit der Winkelmessungen zurückführen, d. h. bei den Winkelmessungen 
kann nur ein solcher maximaler Fehler gestattet werden, welcher an der Uing;e 
der mit dem Winkel im Zusammenhange stehenden Dreieckseiten nm einen 
innerhalb cler gestatteten Grenzen bleibenden Fehler nach sich zieht. 

Wenn wir also auf dieser Grundlage in der Bedingungsgleichung 4) die 
unter sich gleichen relativen Uingenveränclerungen dem bei den Dreieckseiten 

gestatteten maximalen Fehler 1 gleich stellen 
q 

18) da db de 
also -

b q' {{ c 

da= a db = - b 
und de= c 

q' q q 
wo q je nach der gewünschten Genauigkeit gleich 1000, 2000, 5000, 1 ooUö, 
r 1 . . F l 7 S 11 da d b l d c 1 
J0000 or er l 0000() ist, dann lll 'orme 1 an tc e von -- , 1 unc = -a o c q 
Ullll an Stelle des Abschlußfehlers ä den Wert r)"'" stellen, wird: 

1 cYlll!lX 
q <j - (sin c.: -f- sin /3 + sln J') 

und hieraus der zulässige maximale Abschlußfehler: 
() 19) . . . . . . . rY„,"' = ' - (sin e -f- sin /) -f- sin y). !} 

Die zweite Regel wird also lauten: ' 1 

11. l�eg'CI. Bei ,1jJit.'..zuillfrl1:i;ä1 D1·ci1·ckm cr!ta!tcn wir dm 111axi111a!m TVinkd­
(!{1sdt!11J(/di!tr, wm11 7,1ir dl'!I 8mlia11!c11 (�111 = 20()2(>5") dl(rcli die Vnl1iil!llis:'.:a/t! 
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des bei der .Sritcnläng·c geslatlden Fcltlcrs teilr1t r111d das Erg-rb11is 111il der S11Ntmc 
rft:„ S'inus dt·r gemcssmm TFi11kcl des Dreiecks 11111!tiplizicrc11. 

Den laut dieser Regel und laut Formel 19 berechneten, zulässigen Winkcl­
abschlußfehler .dem Abschlußfehler ä der gemessenen Winkel gegenübergestellt, 
ersehen wir, ob wir einen bei der Winkelmessung erhaltenen zulässigen, also 
korrigierbaren, oder einen groben .illessungsfehler vor uns haben. vVenn der 
Abschlußfchler V' der gemessenen Winkel kleiner ist, als der berechnete zulässige 
Abschlußfehler, dann wird die an den Winkeln laut der Formel 16 vorgenommene 
Verbesserung an den Sei tenHlngen eine innerhalb des zulässigen q-ten Teiles 
bleibende Ved\.nderung hervorrufen, die Verbesserung ist also auf die angegebene 
\Veise durchführbar, anderenfalls aber stehen wir einem groben J\fessungsfehler 
gegenüber, bezw. \\'Urde die Winkelmessung nicht mit der nötigen Sorgfalt durch­
geführt und müssen wir in diesem Falle zwecks Durchführung der Verbesserung 
-- allenfalls vermittelst neuerlicher .illessung - die Erreichung eines innerhalb 
des beredrneten bleibenden Abschlußfehlers anstreben. 

Falls die gemessenen Winkel unter einander g·anz oder nahezu gleich 
sind, also 

11 = {J = )' = 60° und 

sin e = sin /-J = sin ?' = sin 60° = 0·866025 

wird der zulässige Abschlußfehler 

" 20626511• 2 · 59807 5 53589 1 · 94" <>,,," = __ (! . 3 · 0·86602.:i = · - = - - ----- - sein. . (/ q q 
Die zulässigen maximalen Winkelabschlußfehler lassen sich sowohl rn 

gleichwinkeligen wie auch in verschieden große Winkel besitzenden Dreiecken 
im voraus berechnen und in Tabellen zusammenzufassen, von \\'o sie im Gebrauchs­
falle entnommen werden können. 

Natürlich ist bei Anwendung des besprochenen Ausgleichungsverfahrens 
zuerst laut Formel 1 9  der zullissige maximale Abschlußfehler zu ermitteln, dieser 
ist dem laut Form,el 6 zu berechnenden Abschlußfehler des gemessenen Winkels 
geg·enüberzustellen; an die Berechnung der Verbesserungen laut Formel 16 wird 
er�t da1m herangetreten, wenn der Abschlußfehler des gemessenen \Vinkels 
kl�iner ist, als der zuliissige, oder diesem nahezu gleich kommt. 

B e i s p ie l. 

Zur Erl1iutcrung der besprochenen Verfahren diene folgendes Beispiel: 

C{ = 24° 361 2511 
ti = 65° 48' 4511 
)' = 89° 35' ,SO" sind die �lessungsresultate in einem Dreiecke 

und 180° 0 I' 00" ist die Summe der gemessenen Winkel; der 
Abschlußfehler ist also: 

. 6) r)' = 18011 --- ( t 80° () 11 00") = -- 11 = - 60". 

Der zuHlssig·e Fehler der Seitenlüngen sei: 

l 1 1 -
'i � ·scwo' a 

so <j = 8000. 



Die Sinuswerte der gemessenen 'vVinkel sind: 
sin a = 0·416391 
sin () = O·CJ 1 2209 
sin ?' = 0·999976 und deren Summe: 
«Sill" = 2•328576. 

Der zuHlssig·e maximale Abschlußfehler wird laut Formel 19 betragen: 

9) 
y _ 206265" · 3·32857G _ 7 •. 783. 2 328, 76 _ ('()'()3811 1 . . ( """ - 8000 - ,._,/ ' ' ,) - ). ' ( . 

Da also der tatsächliche Abschlußfclder kleiner ist, als der berechnete maxi­
male, kann die Verbesserung erfolgen; die se \\'ird laut den Formeln 16 

-6011 
1 G) . . . . . <}(< = 0'41 ()391 = - 10·72811 

2. 3285 7 () 

16 a) 

1 () b) '{J )' ===: 

-(i0" . 0·912209 = -23· 50611 2•328576 

2,32��;6 · ()·<)CJ997() = -25·76611 
- rY = -- GO·OOO". 

und deren Summe 

Diese Verbesserungen weichen bei besonders kleineren und größeren Winkelq 
erheblich von dem Drittel des Abschlußfehlers, also eirier Verbesserung von je 
20·:, ab und besitzen bei größeren Winkeln größere Werte, als bei kleineren. 

Nach Durchführung· der berechneten Verbesserungen, wird 
Fehler resp. die Aenderung der Seitenlänge1i nach Formel 12 

der relafüre 

12) 

12a) 

da - 10·72811 -· 1 
a 2öK26s11·:0·4-16391 =-O·OOOl249=scfö5 
db -23·50611 - 1 

··--· .... -· = -o·ooo 1249 = ... . b 20626511• 0•912209 . 8005 

12 b). de -25·76611 -· l 
- 206265". 0 999976 = -0·0001249 = 8605 c 

oder nach Formel 
da _ db _ de _ ·- 60" 

_ . c _ ..:....... l l 7) a - b - c - 2Q()z65"- i3i85i6 - -0 0001249 = 8005' 
es sind also bei der angewendeten Verbesscrnng die relativen VeränderungetJ der 
Seitenlängen unter sich gleich groß und erg·eben nahezu l /8000 der Seitenlfü1g·e, 

Die Seitenlängen des Dreieckes ergeben, wenn wir Seite � als bekannt 
annehmen: 

b=a· 
s��n_Q3=vf)) =a · o·.91��163 . 2·190888 . .. . a 
s111 (a -vo:) 0·4.16344 

c = a. s'.n (y�_'IJ_l'L = a. O 9.9-�??5 = 2·401800 .... a sm (a - v c<) 0·416344 
Die rechtwinkeligen Koordinaten von Punkt P2, wenn Punkt P mir de111 

l\Iittelpunkte des Axensystems zusammenfällt und Seite PP1 = a auf der -j- X" 
Axe liegt, sind: 

. 

YP, = c · sin (IJ -v(3) = 2·401800 · 0·912163 ·a=2·190733 · ll 
XP,= c · cos ((3-vß) = 2·401800 · 0·409828 · a = 0·984325 · a 
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Wctin wir dagegen die Wi11kel mit 1;:1 des. Abschlußfehlers, also mit je 20" 
vedn<lern, betragen die relativen J\enderungen der Seitenlängen: 

da. -20" - l 
a 200265". o�4T639 I = - o·ooo2329 = 

4294 
db - 20" -1 

·;;-
= 20626511 . o 912209 = - o·ooo 1063 = 9408 

de -2011 _ - 1 
( 2062()5" 0·999976 = - o·oooo9 io = 10311 ' 

sind also von einander abweichend und bei den den kleineren Winkeln g·egen­
iiberliegenden kürzeren Seiten größer, als bei den <leti größeren Winkeln gegen­
überliegenden längeren Seiten. 

Die Längen der Dreieckseiten !:_ und ::_ sind: 

1 sin ((i - 2.011) 0·912170 
b = a . -sin (e _:__.2üll) = a . 0:416303 = 2' 191130 · · · 11 

1 sin ()' - 20") 0·999975 ·- 0.40103-c = a · sin(c«-20") =a· 6416303· -� - . l  . . . a, 

es zeigt sich also in dem angenommenen Falle eine ziemlich erhebliche Ab­
weichung :;mischen den auf Grund der nrrni·telst zweierlei Verbesserungs­
verlahrcn erhaltenen Winkel berechneten Seitenfängen, da wir - die Seile '.!. 
mit nur 1000 Einheiten angenommen - bei der letzteren Verbesserung die 
Uinge der Seite .!:_ um 0·242 Einheiten, der Seite ::_ hingegen um 0 237 Ein­
heiten größer erhalten, als wenn wir die Winkelverbesserung der gleichen rela­
tiven Aenderung der Seitenlänge enlspre�hend vornehmen. 

Die auf dasselbe Axensystem bezogenen rechtwinkeligen Koordinaten sind: 
Y'1·, = c' · sin ([3 -2011) = 2·402037 · 0 912170 · a = 2·191066 · a 

X'I', = c' · cos (('i - 2011) = 2 40203 7 · 0·4098 l 3 · a = 0·984385 · a, 
wir erhalten also bei der Verbesserung vermittelst eines Drittels des Absch\uß­
fehlers auch die rechtwinkeligen Koordinaten von. Punkt P� des angenommenen 
Dreieckes größer. 

Dies·e aus den Verschiedenheiten des Verbesscrungsverfahrens fließenden 
Abweich'ui1-gen entbehren der Begründung und sind also auch nicht annehmbar. 

(Fortsetzung folgt.) 

Geodätische Fach„ und Standesfragen bei den 
Agrarischen Operationen. 

Von Agrn robergeometer Josef�egn in Wien. 
Die Agrarischen Operationen sind die Gesamtheit der staatlich organisierten 

M�ßnahmen, die die Hebung der land- und forstwirtschaftlichen Produktion be­
zwecken. Als solche Maßnahmen kommen in Betracht: die Zusammenlegung 
zersplitterten Grnnclbesi'tzes; die Teilung gemeinschaftlicher Grundstüc ke; die 
Regelung des Servitutwesens; endlich kulturtechnische Arbeiten zur Verbesserung 
der Bodenbeschaffenheit, als da sind: Bewässerungs- und Entwässerungsanlagen, 
�lpen· und Weidemeliorationen, Nutzteichanlagen, Wegbauten. Neuestens ist den 
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dkulen• (kürzere bleibende Wellen) entsleh'eu, welche die Bandlänge bceinflußcn; 
deshalb ist auch zum Aufrollen und für den Transport ein Ring von möglichst . , 
großem Durchmesser anzuwenden .1) 

Oie Ausgleichung .von Abschlußfehlern, die'._Bestimmung der 
zulässigen maximalen Abschlußfehler in Dreiecken und ge­

schlossenen Polygonen. 
Studie. Verfaßt-von- Alexander Jr.nkö, ung. Oberforstrat, Selmeczb;\nya�(Ungarn). 

A. Die Ausgleichung der Winkel in Dreiecken. 
(Fortsetzung und Schluß.) 

m. Die Verbesserung in schiefwinkeliget(Dreiecken. 

Das im vorigen Kapitel:beschriebene Verbesserungsvcrfahren ist ohne alle 
Schwierigkeiten und Zweifel immer anwendbar, solange kein Winkel des Drei­
eckes den rechten Winkel iibersch r citet. \Venn aber ein:Winkel des Dreieckes 
größer ist als 9ll0, dann müßte zur Verbcsserung-:der Sinuswert�des Ergänzungs­

winkels des über 90° betragenden Winkels herangezogen werden, wogegen aber 
verschiedene- Zweifel und berechtigte Einw;inde erhoben werden können. 

So ist in erster Eeihe anfechtbar, daß nicht der gemessene Winkel selbst, 
sondern ein anderer - der Ergänzungswinkel -- bei den Berechnungen benützt 
wird; weiters ist anfechtbar, c\aß - die Sinusfunktion der beiden an deren 
kleineren Winkel in Eechnung gezogen --- �beim dritten, erheblich größeren 
Winkel nicht die entsprechende erheblich größere Sinusfunktion, sondern die 
kleinere Sinusfunktion des kleineren Erglü1zung-swinkels in Rechnung kommt, 
infolgedessen bestünde zwischen den berechneten Verbesserungsgrößen nicht 

jenes Verhältnis, welches zwischen den der Größe der Winkel entsprechenden 
Sinusfunktionen besteht, und schließlich der schwerwiegendste Einwand wäre 
der, daß wir die vermittelst der Sinusfunktion des Ergänzungswinkels berechnete 
Verbesserung nicht am Ergänzungswinkel, sondern an dem viel größeren, 90° 
übersteigenden Winkel durchführen. Zur Verbesserung des Ergänz1111gswinkels 

aber können wir die mit Hilfe dieses Winkels berechnete Verbesserung auch 
nicht verwenden, denn im Falle einer solchen Verwendung müßten wir - während 
wir die beiden anderen Winkel verkleinern, infolgedessen auch den Ergänzungs­
winkel verkleinern müssen - den d1itten, über 90° betragenden Winkel des 
Dreieckes vergrößern, es \rtirden also zwei Winkel des Dreieckes verkleinert 
und der drilte vergrößert, bezw. umgekehrt, wenn der Abschlußfehler die Ver­
größerung der Winkel verlangen \\'Ürde. 

Infolge dieser berechtigten Einwände müssen wir also zur Berechnung der 
Verbesserungen in Dreiecken, die über 90-graclige Winkel haben, ein solches 

1) llie in den Vereinigten Staaten (Coast and t]eodelic Survey) gehrauchlen, von J. H. Agar -
n "II g h (London' geli'elerten drei Jrn'nr biinc\er we1 den beispielsweise für den Transport a11f eine 
Aluminiumtrommel \'On rnr.d 40 011 Llu1ch;r.csser aufgerollt. Eine merkliche L:ingeuiiaderung hat sich 
picl,t gezeigt, obwohl z. B. das ejnc !nv<!rband mehrere )luntlertmal auf· _und ahgerollt worden Ist, 
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.Verfa)1re11 suchen, wc\ches diese �länge! ''enneidet und dabei die Berechnung 
·nicht 'erschwert„ s�pdern ebenso einfach macht, "·ie es fo den vorhergehenden 

Kapiteln bezügll�h d�r spitzwinkelig�n Dreiecke beschrieben war. 
Um zu einer solchen Lösung zu gelangen, nehmen wir ein theoretisches 

gleichschenkJigcs Dreieck an, dc�sen Spitz e in das Unendliche fällt, der dort 
befindliche Winkel also 0 Grad betrligt, die beiden anderen aber je 90°, bezw. 
auf Grund den an diesen anstellbaren i\Iessungen nahezu 90°, der \Vinkelabschluß­
fehler sei o. 

Da nun sin a = sin 0° = 0 
sin {J = sin y = sin 90° = 1.000000 sind, 

werden die Verbesserungen der einzelnen Winkel laut Formel 1 G folgende sein: 
o . o·O 

V a = --·---------- -- · Slll a = -------- = Ü 
sin r1. + sin ß + sin }' 0 + 1 ·o + I ·U 

" o . ä . 1 ·o o 11p = - -„·----�---- --- -- ·Sill ß = -sin rl + sin ('i + sin ?' · U + I ·O + I ·O 2 
ä . ä. J ·O ä 

Z')' = sin a + sin ß + sin I' · 8111 J' = (J'fTo-f-To 2 
d. h. bei dem 0° großen Winkel wird der Verbesserungswert das J\linimum, 
bezw. 0, bei den beiden anderen 90-gradigen Winkeln aber je die Hälfte des 
mtverändert bleibenden Abschlußfehlers betrag·en. Bei den Berechnungen dieser 
Verbesserungen kommt 'bezüglich des 0 Grade großen Winkels das Minimum 
der Sinusfunktion, bei den rechten Winkeln aber das Maximum dieser Funktion, 
d. h. I ·000000 in Rechnung. 

,Stellen wir u1is jetzt die beiden, sich im Unendlichen kreuzenden Schenkel 
mit .gleichem Winkel na-ch einer Seite verschwenkt vor, so daß 

ß' <90° und 7·1 > 90° sei. 
Infolge d�s UmslanJes, daß die Größe der Verbesserungen sich mit der 

Größe der Sinusfunktion der Winkel und damit auch mit der Größe der \Vinkel 
ände.rt und bei· einem 0-gradigen Winkel auch auf 0 sinken kann, muß die auf 

. 
den frül;eren 90-g:radigen Winkel {J entfallende Verbesserung -� jetzt sinken 
und ergib't die au f ' (31 entfallel1de Verbesserung ''['!', dagegen wird die auf den 

fr.U.her�n. re,chten Winkel )' . entfallende Verbesserung · �· um denselben Vl ert 

steigen;· um die de!l1 Winkel ) '; entsprechende Verbesserung "'J'' ergeben zu 

können. " niese Abweichungen von
. �· müssen, da ja beim dritten Winkel keine 

Verbesserung eintritt, bei unverändertem Abschlußfehler unter einander gleich 
sein, damit die Su111111e der Verbesserungen in beiden Fällen den unveränderten 
Abschlußfehler ergebe11 könn_e, also: 

ä 0 
'l'ß + ,,�- = ·2 +·�2·= i'i 

·- . c)' ' ) . i'i ' V/3' + ii�)l1 ....:_ hz -· ;r + ( 2 + .r) = 0. 
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Diese mit x bezeichnete Veränderung <ler Verbesseningen könnet1 wlr nach 
Figur 2 mit Hilfe de� Sinus jenes Winkels in unsere Berechnungen einstellen, 

rig. 2. 

mit welchem Winkel \\'ir die friiheren Winkel ß ' y · 90° verändert haben, also 
mit Hilfe des Sinus (?'' - 90°), und zwar auf folgender Grundlage: Wenn wir 

früher zur Bestimmung der Verbesserung 1Jy = � die Winkelfunktion sin 90° = 

J ·000000 gebraucht haben, brauchen wir jetzt zur Bestimmung der Verbesserung 
11y1 die Funktion: sin 90° -f- sin (F' - 90°) = l ·OOO + sin (?" - 90°), wo die Funk­
tion sin (11' - 90u) die Grundlage der infolge der Winkelveränderung eintretenden 
Veränderung der Verbesserung des ,1: bildet. Diese Folgerung entspricht der 
schon früher bewiesenen Gesetzmäßigkeit, wonach die Größe der Verbesserung 
im geraden Verhältnisse mit den Sinusfunktionen der dazu gehörigen Winkel 
steht; die über 90° habenden Winkel können diesem Gesetze nur auf diesem 
Wege entsprechen. 

Und daß die Vedinderungen der auf diesem Wege gewonnenen Verbessc· 
rungen sowohl bei Winkel ß' wie auch bei Winkel ·r' unter einander tatsächlich 
gleich sind, ist mit der Bildung der auf Winkel ß' und y' entfallenden Ver­
besserungen und mit der Gegenüberstellung ,der auf die Winkel � bezw. y ent­
fallenden Verbesserung·en zu bestätigen; es wird also (laut Formel 20): 

o · sin ß' · 

11 (31 = - -. ------ -:---- --;- -----·- ------:-- --------- -
Sill a' + Slll ß' + Sill 90° + Sill (')'' - 90°) 

rJ' · sin ß' 
= sifl ß' + 1 ·0000000 + sin-(r' - 9011) 

1 r)'. [1 ·ooo + sin (y' - 900)] 'ZJ"J == -- ---- "�------------------- ---·--·-- = ' sin a' + sin (3' + sin 90° + sin (r' - 9011) 
. o. [l ·OOO + sin (r' - 900)J _ 

= sin w +-roooooo-fsfo (}-;; ·- g(jtf 



Döchc Hti'der,<;eits.: 'li(i'_:__u(i· 
· 11 y' = i'J' �!- :r; woraus· 

<Y ö' · sinß' 
.t: = 'i! (J '--;- 'ii fi'_.= 2 sin /j' +· i ·U(l0 +Stil fr•=<jou) = 

r)' 1 ·000 + sin (?" - 90°) - sin (J' = - - -- · - ----„-· -· - .„ „_____________ und 2 sin /)' + l ·OOO + sin (11' - 90°) 

.;r:== ·u' -- 'l':::::::: 
iS. r J ·ooo + sin (!'' - 900)] 

sin- i)' -f- l ·OOU �!- sin (111� 9-0°) 
<l' J ·OOO + sin (?'' - 90°) - sin (1' 

2 

2 sin /)' + l ·OOO + sin (J'' -90'') ' 

ebenso 

d. h. bei den -hier angenommenen theoretischen Dreiecken ist die Verfü1derung 
der Verbesserungen bei beiden Winkeln unter einander gleich und ist die Lösung 
als richtig zu bezeichnen. -

Auf dieser Grundlage ist bei den schiefwinkeligen Dreiecken zwischen den 
\' erbesserung·en und den Sinusfttnklionen der dazu gehörigen Winkel laut Formel J 3 
folgendes V crlüil tnis aufzustellen: 

'i'et.' vrl' '1')'1 "'i 
( t 3) ;;i1];,1 = sin /1'- sin 9011 +- sln-()"- 90°) J ·ooo + sin (;" -- 90°). 
'Cn'c! weil die Summe der Verbesserungen auch in diesem Falle mit dem Ab-
schlußf�l;lcr gleich sein muß, 

• 

1 5) . 'il(J,1 -1- ·u[)' -1- vy' = o, 
:'i\;ci·den die, Verbesserungen bei schiefwinkeligen Dreiecken folgende se111: 

'20) ;' 
.... • 1 0 · Sll1 Cl. (JfX' � - ---- --�----------- ------ - -�-�. -

- sin et.' + sin ß' + 1 ·OOO + sin (y' - YOll) 
, , _ . o · sin ß' 

11 r� _ ... ·-· · -- - - --- - - � --- --. 
si i1 a' + sin ß' + 1 ·000 + sin (y' - 90°) · 

, 
. 

o · [1 ·000 + sin (y' - 900)) 11 y = - -· „----·' · ___ ._. - . - --- „ „ .. ·-·-- - - - - -- ---
sin a' + sin ß' + 1 ·000 + sin (y' - 90°) 

. . .Jn dem . friiher erwähnten Dreiecke also, in welchem ci,' = oo, folglich 
sin a = 0, werden die Verbesserungen sein: 

, 8·sinci,' V Ct. = -- -·-- - ··· - . -··--- - --- . - „ · -- - •. ·- . --· = 
sin a' + sin ß' + sin90° + sin (y' - 90°) 

' . 0 - 0 
- ------· . . - ·- --- - „„ • .. -· . - ------ = 0 

sin (l' + I ·OOO + sin (y' - 90°) 

' 1 ' a. sin ß' 
·v ß .- sin (J,,' + sin rf + sin 90° +·sln(r' =-900) -

o · sin ß' 
� Sin ß' + 1 ·000 + sin (y' - 90°) 

, ; o · [ I ·OOO + sin (y' - 90°)] 1! y = --�-. . „--·----- = · sin et.' + sin ß' + l ·000 + sin (y' - 90°) 

___ i_ll'QOOc±_sin _('('=j2o�L __ 

sio w + i ·ooo + sin (y' - 90°) 



Die auf die spitzwinkeligen Dreiecke bezügliche I. Regel· ·entspl'echepd er­
gänzt, wird also d ie  

III. Regel lau ten: Bri scl1iefwi11keligcn 11111 · il1t (l//gmteinm bd Jedem, 
Drci'ccke erhaltm wir die Vi:rbcsscrzmg der t:inzcbrm TVi11k�I, wc1m wir tit:J1, 
z11!iisst�P,"Clt Absch/1(/.lfclt!c1 durc/1 die S1tm11u der dm gcmessmcn · TVinkcl!i m(­
sprrclte11dc1l Si1111s/11uktion teilen 1111d das E1 gcbnis mit der d('ll gC11tessmcn. 
TVi11!ccl11 e11tsprcr!1c11dm Si1111s/1m!.�tion 1mtltip!izt'crc11. Vom. Standp1111ktc der 

Wi11kch•crb1'sscm11.r;. aus sind w1ti!I' den der H/i1ikt(P,Ti!ßc cr1tspreclte11dcn· Siims� 
/1t11ktio11c11 bei .rpitzc11 TVi11kd11 die aus der Si111rstabclle 1t1tmittelbar :::.t 01t­
. 11elu1,1c11rlc11 Zrrlt!o1wcrte :::n vcrstd1ri1, bei sc!tirfe11 (iibcr 9ogradigc11) lVillkc/11 
aber die S11111111c z1on sin 90° = J ·OOO und dl'I' Sirwsf1111!.:tio1t des um 90 Grad 
·vcr111i!ldcrtm TVinkds. 

Zum!Beweise dieser Theorie und der daraus abgeleiteten Ergebnisse nehmen 
wir  ein Dreieck an, dessen zwei Winkel o: = ß = 0° haben, der dritte aber 
y �- 180°; es werden also nach der für spi tzwinkelige Dreiecke aufgestellten 
Formel 16 die auf die einzelnen Winkel ent fallenden Verbesserungen unbestimm­
bar sein, \\'eil: sin o: = sin ß = sin 0° = 0, sowie  auch sin y -� sin 180 _._ 0, die 
Verbesserungen also: 

� 0 
'i/C/,=0 ·--

0 

nach der für über 90gradigc Winkel enthaltende Dreiecke giiltigen Formel 20 
dagegen werden die Verbesserungen sein : 

o-0 0 
'i} o: - ·11 r:; - . -- -·-- - - ---- __ __ -- - -- ----- :.___ o 

' -- - 0 + 0 + t·OOO + sin (180° - 9011) l ·OOO + sin 90° 
o . [ l ·OOO + sin (180° -· 90°)] o · ( 1 + 1) � 

·z; )' = - - ---- -- ----- ---- -- -· ·----- - - ------ --- = -· = Ci, 
0 + 0 + 1 ·ooo + sin ( 180° - 90°) 1 + 1 

Die Verbesserungen werden also bestimmte Größe haben, u. zw. bei den bei den 
0-gradigen. Winkeln o, in folge dessen en tföllt auf den nahezu 180-gradigen vVinkel 
der ganze Abschlußfehler als Verbesserung. 

Und wenn wi r  ein g·leichschenkeliges Dreieck nehmen, dessen gemessene 
Winkel o: = ß = 4° 59' 58", y = 169° 59' 04", der Abschlußfehler also gleich 
o = !'  = 60", ist, dann würden die Verbesserung;swerte der einzelnen Winkel 
laut der auf spi tzwinkelige Drei.ecke bezüglichen Formel 16 berechnet folgende: 
'i!O: = "'� = 15" und vy = 30", \rährend be i  Anwendung der auf sch iefwinkelige 
Dreiecke bezüglichen Formel 20 d ie  Verbesserungswerte folgende sind: 

ZIC/,=V ß=2·5" '' '( = 5 51.1• 

Der  Unterschied zwischen den Ergebnissen der beiden Verfal1ren ist auf­
fallend, da i m  ersten Falle d ie  Verbesserung des im Verhältnisse· zu den be iden 
spitzen Winkeln sehr großen Winkels y nur das Zweifache der Verbesserung 
der spitzen Winkel betdigt, h ingegen bei Anwendung der auf d ie  ·sch ie fw111ke­
ligen Dreie cke bezüglichen1Formel 20 erhalten wir eine entsprechende Abweichung 
zwischen den auf die spitzen Winkel und auf den erheblich größeren schiefen 
Winkel entfallenden Verbesserungen. 
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.Zur Bestätigung der Richtigkeit der auf die schief\\'inkeligen Dreiecke 
bezüglichen Formel 20 ist auch noch der Umstand anzuführen, daß aus dieser Formel 
auch die auf die spitzwinkeligen Dreiecke bezügliche Formel abgeleitet "'erden 

. kann, wenn wir z. B. als Uebergang ein rechtwinkeliges Dreieck als schief­
winkeliges wählen und den größten Winkel in diesem Falle mit y = 90° be­
zeichnen; die. in der Formel 20 benützte Sinusfunktion desselben wird: 

. sin 90° + sin (y -- 90°) = sin 90° + sin 0° = sin y ;  
dessen Wert an Stelle von sin 90° -j- sin (y- 90°) in die Formel 20  eingesetzt, 
erhalten wir die Formel 16. 

Im Verfolge des Gesagten ist also bei den über 90 Grade große Winkel 
enthaltenden schiefwinkeligen Dreiecken bei der Berechnung der Winkeh'cthes­
serungen die Formel 20, bei spitzwinkeligen Dreiecken dagegen die Formel 16 
anzuwenden. 

IV. Die Bestimmung des zulässigen maximalen Abschtußfehters in 
schiefwinkeligen Dreiecken. 

Der zulässige maximale Abschlußfehler wird auch in den schiefainkeligen 
Dreiecken nach denselben Grundsätzen bestimmt, welche im Kapitel II angeführt 
waren: Der Abschlußfehler darf maximal nur so groß sein, daß seine Verbes­
serung an den entsprechenden Seiten nur eine innerhalb der zulässigen Grenzen 
bleibende Längenveränderung hervorrufe. 

Die relative Acnderung der Seitenlängen wird im schiefwinkeligen Dreiecke 
nach den Formeln 12, 12 a und 12 b sein: 

da 11 a 
-

-
--

- -----
--- -

a (1 · sin a 

db vp 
o Q-·sin{r 

de 111) 
-c- = (1 • [ 1 ·00 + sin (i;=--9o0)]; 

in 'diese Formeln die unter 20) enthaltenen Verbesserungswerte einge�etzt, werden: 
da iJ 
--;- = Q-:- [si 11-<0.fsfilff��FTlTo +·s-i11-(}; ·.=-90 °� 
db rJ 
b = (1 - [sin a + siöH-+1i)o+-sili-(r-.::.::.·900)-J 

de o 
c = fj-. [sinc{-+sin/T+:0öö'-:+ sin Tr·=-9cYöj]; 

dies sind also unter sich gleiche Werte. Und.wenn wir die relativen Aenderungen 
der Seitenlängen mit dem zulässigen maximalen Fehler der Seitenlängen, mit 1 q, 
gleich annehmen, wo der Wert q gleich 1000, 2000, 5000, 10000, 50000 oder 
100000 ist, je nachdem wir größere oder geringere Genauigkeit anstreben, an 
Stelle des Abschlußfehlers o aber das Zeichen om•x des zulässigen maximalen 
Abschlußfehlers setzen, werden wir folgende Formeln e1·halten: 

da db de 1 O'""" 
-i = l = c = -;;- = Q-: r sfn-u + 51;17:1 +-ffö-+sin .(y =9oii)]; 
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hieraus folgt die Formel des zulässigen maximalen Abschlußfchlers in· schief­

winkeligen Dreiecken: 

O'mnx = (L · [sin a + sin ß + 1 ·00 + sin (?' - 90°)]. ' 
q . . . . . . . ,· 

Nach Berechnung dieses Fehlers vergleichen. wir denselben mit dem Ab­
schlußfehler der gemessenen Winkel · und vollführen 'die Ausgleichungsrechnting 
nur in dem Falle, wenn der letztere kleinei· als der erstere'· ist, 

Auf Grund der Formel 21 können· wir die 
IV. l{egel aufstellen: TVir t'r!wltm dm zulässigt�t ')iw:rilimlm Ab:.'chli(ß­

jdtler in sdtilfwi11!.�c!igm 1111d im al�r;-emcinm II/. allm Drcicckei1," wt;1in wir 
20626511 durch rlit' Verl1iill11iszaltl des fiir rNe Sc/tmlii11xcn z1tliissig·{·1t l,�ihrs 
tcilm u11d das Ergebnis 11acli Regel lfl mi't · dcl S1/m111e der de11 get1/css,;l1elt 
Wi11J:cbt c11tsf rec/1c11dm Simtsf1111ktio11cn 1mr!tip!izicrm. 

. 

Be i s p i e l. 
Nehmen wir die gemessenen Winkel eines schiefwinkeligen Dreieckes 

folgend an: (( = 12° 28' 4511 

deren Summe j. 00"; der J\ bschltißfehler beträgt alsp i1 . 6011• 
Die zur Bestimmung der Verbesserungei1 notwendigen Sinusfunktionen der 

Winkel sin o: = 0·2 J 6085 
sin ß = 0·801500 

sin 90° �·= l ·000000} 1.410400 
sin (y - 90°) = 0·4 I 0409 deren Summe 

«Sill>= 2·427994. 
Die verlangte Genauigkeit der Seit.enlängen sei· 

I 1 
q = 8000' 

dann wird der maximale .Abschlußfehl.er laut Formel 21 sein: 

O' - �Q��65�'. 2-.p7994 - 6?·6" .. max - 8000 � - � '· . 

da der Abschlußfehler der gemessenen Winkel (6011) kleiner ist, kann die Aus· 
gleichung erfolgen. 

Die Verbesserung der einzelnen Winkel \\·ird al$o na:ch Formel ZO seiü :.-

"e = ()_O�'-· o:21608i = 5 •3398" =.:c� 5 ·311 2•427994 . . . 

V (3 = 
60'��4°;��_!9��Q = 19·806511 • • 19:2" 

' -60". 1'410to9 . 0 
• •  • • 

vy = - 2·42i9-94- = 34·8.:i37" cc',� 34·9" 

Summe der Verbesserungen = 6Q·OOOO" � 60·011 = r)',, 

·:' .: :, . 

· ,  ·I··· ·:' ·:.,.1. /', 
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ßei Anwendung d ieser Verhesserungeil werJen  d i e  Se i t en l ängen folgende 
re la t ive Veränderungen erl e iden : 

da 
a 

db 
b 

5 · 3 398" . 1 
206265" . 0 ·2 1 60E.-S = o ooo 1 1 98 = 33-;�6�8 

19·8065" 
206265" . o·8oisoo· = c ·ooo 1 1 98 

= s·346·8 
de 3 4 · 8 5 3 7 "  1 . 
c - -20626511-:i�:n 04 09 · = 0 000 1 1 93 = 8346 ·8·· 

sin d  also un ter s ich a l le  g le ich .  

Die Länge d er Se i te !:_ und  c ,  wenn wir  a a ls  b ekann t  annehmen : 

s in (f3 + 1,f3) 0 · 8 0 1 5 5 8  ,., b = a · --- -- --- -- ------- = „. --�-· - a = Y 70903 1 7  · a 
s in (a + va) u ·2 1 6 1 09 

s in  (y + VJ') 0 ·9 1 1 83 2  c = a ·  = -- -- ---- - a = 4·21930 1 2 · a . 
si n (a + 11a) U·2 1 6 l ü9 

Die  Koord inaten des Sp i tzpunktes des Winkels a, wenn  d ie Spi tze des 
vVi nkels (3 im Mi t telpunkte des Axensystems, Se i te  a dagegen in d er + XAxe 
l i egt, werden : 

-

1�, = c .  sin ((3 + <1[3) = 4 •2 1 930 12 . a . 0·80 1 5 5 8  = 3 · 3 8 20 1 3 5 . a 
x:, = c · cos ((3 + vf3) = 4 · 2 1 930 1 2  · a - 0 · 5 9 7 9 1 6  = 2 · 5 2 2 7 9 3 7  a. 

Be i  den Verbesserungen der Winkel  m i t  1/:3 des Abschlußfehlers dagegen, 
mit je  20", werden die relativen  Veränderungen der Sei tenHingen folgende : 

da' 2011 1 
a = 20626511·0�2T6tJ85„ = o · oo044s7 = 2228 · 5-

d b' 2V' 1 
b - ·:z-06265'1 • u�solsuu = o·ooo 1 2 1 0  . 8266�T 

de' 20" l 
c - 20Ki6���,--:T 4-:-ru4c.9 = 

o ·oooo537 = 14545·'6' 
Die  Länge der Sei ten b und c :  

/, '  = a . 8�11 W ± _20'') = 3 · 7 07 M06 - a 
Sll1 (tx + 2U'') 

1 sin (y + 20") · · 
c. = a · --;---�----- = 4·2 1 80805 · a. 

S l l1 (IX + 2U") 
· · Die Koordinaten des Spi tzpunktes A des Winkels ((1 auf dasselbe J\xen­

systems bezogen : 

1'�� = 3 ·3 8 1 0 3 7 4 · a  unJ  X� = 2 · 5 '.?.::?0G05 · a, 
d i e  Ab\\'eichungen,  d i<si ch; i n fo lge der  be iden verscl1 i edencn Verfahren ergeben ,  
s i nd  a lso ,  wenn  a = 1 0( Ol.Einhe i ten  is t : 

h -- b1 = + 1 · 1 9 1  E i nhei ten 
Y„ - 1� = + 0 976 Einhe i ten 

c - l' = + I · 22  I Einheiten 
XA - X� = +  0 ·773 Einheiten. 
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Die  Abweichungen sin<l ah;o noch griißer, als be i  dem früheren Beispiel ,  
außerdem zeigen  auch die Verbesserungen der Winkel ,  besonders beim kle i nsten 
und  beim größten Winkel  erhebli che Abwei chungen von dem Drittel des' Ab­
schlußfehlers, die relativen Veränderungen der Sei tenHingen aber, wenn wi\· e in 
Dri ttel <les Abschlußfehlers zur Verbesserung benützen ,  zeigen s ich bei der dem 
kle ineren Winke l  gegenüberliegenden . k le ineren Dreiecksseite als viel größer ( im 
angegebenen Beispiel fast . 7-mal größer) als bei  der dem größeren Winkel gegen­
überl iegenden H ingeren Seite. 

V. Kritische Betrachtungen über die · b e spro chen � n  Verbesseru ngs� 
· verfahren. · 

Dem besprochenen Berechnungsverfahren g·egeniiber kann · eingewendet 
\l'cr <len ,  daß dasselbe n i ch t  so e i n fach und bequem ist , wie <l ie  Zuh i l fenahme 
e i nes Dri ttels des Abschlußfch lers ; wenn wir  aber <l i e  Ri chtigkeit des Satzes, 
dal3 d ie  Verbesserung cles Abschlußfeh lers an den Drei ecksse i t en  unter sich 
gleiche relative Längenlinderu ngen hervorrufen sol l ,  anerkennen ,  müssen wir  
\'On dem e i n fJchen und bequemen Verfahren ab\\'e ichen und e in anderes, · weniger 

' bequemes \\'�ihlen , um der an d ie  Vermessungsarbei ten anschli eßenden Forderung 
zu en tsprechen ,  daß die Genauigkeit  der Ergebnisse möglichst zu ste ig·ern ist .  
Wenn wir übrigens bedenken, daß ja die Sinuswerte der Winkel zur Berechnung 
der Dreiecksse i ten ohnedies un erHißl i ch s ind,  dann auch i n  Betracht z iehen , daß 
bei genaueren  Messu n gen d ie  Absch lußfehler nur ger ing s ind und auf je e i nen 
Winkel nur e in ige Sekunden Verbesserung entfäl l t ,  können wir  d ie  A rbeit  ver­
einfachen ,  i n dem wir  beim Aufsuchen der Sinuswerte auch die dazugehörigen 
partes proport ion eles herausschreiben, um diese, mit der en tsprechenden Ver­
besserung mul tiplizierend ,  mit dem Resultat die Sinuswerte zur Berechnung der 
Dreiecksseiten abändern zu können,  so daß das n euerl iche Heraussuchen der 
Sinuswerte der ausgeglichenen Winkel  unterble iben kann. Für die überdies ver­
ble ibende l\Iel1rarbeit b ietet das genauere, verfäßlichere Ergebnis genügende 
Entschädigung. 

Jedenfalls besitzt das besprochene Verbesserungsverfahren den Vorteil ,  daß 
es auf einem positiven Grundsatz, auf der Sicherung der Gleichheit der re lativen 
Seiten längenveränderung, fußt ; d ieses Ergebn is ist auf dem Wege des Minimums 
der Quadratsumme der Verbesserungen n i cht sicherzustel len .  

N ati.irl ich kann das Verfahren nur  be i  e inzelnen Dreiecken (einfache Punkt­
e inschaltung, e in facher Vorwärtseinschnitt) zur Anwendung kommen ,  sowie auch 
be i  Netzeinschaltung, wenn wir d ie  Winkel mit Satzbeobachtung gemessen haben ,  
und in  j edem Fa l le  nur dann ,  wenn d ie  Winkelmessung mit  gleicher Genauig­
keit erfolgte ; wenn  jedoch die Winkel desselben Dreieckes mit versch i edener 
Ganauigkeit gemessen wurden (der e ine mehrmals, d er andere weniger oft, der 
e ine  mit einem genaueren, empfindlicheren Instrument, als der andere), wenn 
wir  be i  den  Verbesserungen auch anderen Ansprüchen genügen müssen,  wie 
z. B .  im Falle e ines vollständigen Netzes der um einen Punkt gelagerten Drei­
ecke dem Polygon ·Winkelabschl uß und den Seitengleichungen , wo auf die Ver­
besserung der Winkel schon auch andere Faktoren Ein fluß haben und  auch d iese 
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Faktoren i n  Rechnung zu ziehen s ind ,  kan n das Vedahren i n  der vorgeführten 
e i n fachen Form schon nicht  meh'r entsprechen ,  doch h ab e n  wir  keine 

·
Ursache ,  

d as Bestreben, auch i n  d iesen F�l l len m i t  d e n  anzuwendenden Winkelverbesserungen 
an den Seitenlängen m öglichst gleiche relati ve Verän d erungen zu erreichen,  als 
u nbegrün det zu b etrachten,  also mit  R ücksich t auf d ie  Größ en der auszugle ichen­
den Wi nkel den behandelten Eege l n  n ach Möglichkeit Genüge zu tun . 

VI. Die Ausgleichung der Winkel im geschlossenen Polygon. 

Das i n  den  vorhergehenden Kap i tel n besprochene A usgleichungsverfahren 
läßt sich ohne weitere Schwierigkeiten auch auf  d ie  Ausg·leichung der Abschluß­
fehler i m  geschlossenen Polygon ausdehn e n ,  wenn die 'Wi n kel  al le  mit  gleicher 
G enauigkeit  gem ess e n  w aren .  

Auch b e i  der Verb esserung der Polygonwinkel i s t  vo n j en e m  Grundsatze 
auszugeh en , daß die Verb esserungen,  als Winkelveränderungen an den e n t­
sprech enden Sei lenHlngen u n ter sich gleiche relative Vedln deru n gen h ervo rrufe n  
m ü ssen ; dabei m uß n atürlich d i e  S u m m e  d e r  Verbesserungen g·l e i ch dem Ab­
schlußfehler des Polygons sei n ,  \\'e ichen wir erhalten,  wenn wir die Sum m e  der 
gemessenen Polygonwinkel  von d er theoretischen vVinkelsu m m e  des Polyg·ons 
abziehen : 

22) . 6 = (1t - 2) · 1 80° - (fil1 + CJ2 + fil;; + lll 1 + . . . . + tun) = 

= (11 - 2) ·  l SO O � [w], 
worin / 1  die Zahl der g·em cssen en Polygo nwi nkel, bezw. der Seiten des Poly­

gons ist .  
Zur Best immung der Verbesserungen des Polygo ns nehmen wir laut Figur 3 

gegenüber den gem essen e n  Winkeln zwischen den Winkelschenkeln,  b ezw. den  

· ��a:i. 
�---<_ �- · 

s:-i-4-.;""7 
Fig. 3. 



Endpunkten der benachbarten Seite n  verb indende D i agonalen an, deren Länge 
wir der Reihe n ach m i t  a1 , a2,  a3, a4 • • •  a0 etc. b ezeichnen, d i e  d iesen gegen­
überl i egenden gemessenen Polygonwinkel  dagegen m i t  w1 , w2, (J)8 , ro4 • • •  w,„ 
die  Uinge der d i e  Win kel begrenzen den Polygonsei ten m i t  s1 , sll, ss , si , . .  sn. 

Auf diese.  Weise erhal ten wir bei  j edem Polygo nwi nkel ein Dreiec�, i n  
wel chem d i e  Schen kel u n d  d e r  gemessene Winkel zugleich elementare Bestand­
tei le des Polygons s ind ,  n i ch t  nur des Drei eckes. 

Ausgehend von dem Grundsatze der Verb esserung, daß die Werte der i n ­
folge derselben a l s  Winkelveränderung hervorgerufenen relativen Seitenverän de· 
rung un ter s ich gleich b leiben sol len ,  können w i r  b eziigl ich j edes einzelnen 
Dreiecks laut Form eln  4 u n d  12 fol gende Verhäl tn isse aufstellen : 

23) . . . . . . . 

!1'1 Sn 

, ds1 
( . 

S1 

da2 ds1 dss 11 w2 ---"---- == --�--· = -�-- = -�-----

a 2 s1 s2 Q - s in  ca» 
da3 ds2 ds8 Z' (J):i . - aa = s:;;· - = -��- = ��fnro� 
da,1 ds3 ds4 v w4 

----------- --

Q · sin (J),1 u .  s. w .  

A u f  Grund d e s  r.wischen diesen Gleichungen bestehenden Zusammenh an ges 

1 · d d . ds2 
d d . GI -rnm m t  1 n  er ersten un zwei ten,  - -- i n  der zwei ten un n tten e1-

s2 
chung vor u .  s. f )  sehen wir lau t der Formel 1 3 , daß 

V ftJ1 71 OJ2 7J M3 V C.J.1 -�---- ------ --- ------ -·------- -- - ----- - - -

Q si n Ul1 Q sin 0)2 Q Si ll W;i Q s in  ü.J.1 

Weil aber d ie  Summe der Verbesserungen bezw. Winkelverän d erun ge n  
<1 ml >  11 w2,  " '  c..18 ,  v w4 • • •  , m i t  dem Abschlußfehler 6, gleich is t ,  w i r d  d i e  Größe 
der e inzel nen Verbesserungen auf Grun d der Formeln 1 4, 1 5  und 1 6  folgende sei n : 

6. ·  s in  ct11 6.· sin w1 V (!) = .. „„ . .  „ „  .. - -· - ·- --- --- - ------! sin w1 + sin w2 + sin  w3 + sin m4 + . . . • S i ll m >  

6. - s i n  w2 6. ·  s in  w2 V ClJ = - -- --- - --------- -- - -- -- - - -
---- ------2 s in  w1 + sin w2 + sin w3 + s i n  m4 + . , . • Sill eo »  

6. · s in  ct13 6. - sin w:i Zl (tJ, = ----- ---- „-·- ·---- - -·--- --- �---· -------�- - -�--- --H s i n  1i11 + sin  ct12 + sin m3 + sin w.1 + . . . « Sill M •  

6. · s in  M.t 
V (tJ 1 = -·------- C„. ' 

c si n  (j) > 

6. · s in  w, 1.J C00 = �--. --- -·� -­

<Si ll OJ > 

Wie also aus d iesen Erörterungen ers icht l ich , kommen be i  der Bestimmung 
der zur Ausgleichung des Abschlußfeh lers d ienenden Verbesserungen au ch bei  
den mehr als drei  Seiten besitzenden Figuren al le jene Schlußfolgerungen zur 
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Gel tung,  die wir bei m ei n fachsten Polygo!l , beim Dre ieck ,  g e funden haben ,  
vorausgesetzt ,  daß wir  gelegen tl ich der Verbesserungen e i ne  g le iche rela t i ve 
Aenderung der Se i tenlängen anstreben .  

D i e  ob igen Ergebnisse ze igen ,  daß zwischen der Verbesserung  und der 
Sinusfunk t ion  auch im  Polygon e i n  d i rektes Verhä l tn is  b esteh t ; m i t  der  Auf· 
s te l lung d i eser Propor t ion  haben wir den  ersten Schr i t t  zur Bestim mung der 
Verbesserungen getan.  

I n  den  Polygonen kom men  j edoch n i ch t  n ur spi tze Winkel ,  sondern auch 
zwische n  90 u n d  1 80 Grad l i egende sch i e fe (konkave), dann z\\' ische n  1 80 u n d  
270  Grad l i egende stump fe u n d  zwischen 2 70  und  3 6 0  Grad l i egende  ko1wexe 
Winkel  vor, weshalb vor der Best immung der Verbesserungen noch festzustellen  
i s t ,  w i e  d i e  Sinusfunkt ion der über 90-grad igen \V i nkel i n  Rechnung zu  z iehen �e i .  

Bezügl ich der zw ischen 90 und 1 80 G ra d  l iegenden  Winkel kamen w i r  
schon be i  d er Besprechung der  sch i e fwinke l igen Dreiecke i m  Kapi tel l lI zu dem 
Schlusse, daß be i  so lchen \Vi nkeln der  90-grad ige Tei l . von dem ü ber 90 G rad  
verb le ibenden  Te i l e  abge tren n t  werden muß und  d ie Summe der Si nusfunkt ione n  
b ei der Te i le� i n  Rechnung z u  z iehen i s t  b e i  der Best immung des a u f  den  v\l i nke l  
en t fa l l enden  Verbessern ngswertes. 

Aus den d ie.� Begrii ndung d i eses Verfahrens begl e i t e nden Eri irterungen 
(s ieh<Sei t e  36  _ un d  3 7) i s t  ersi ch t l i ch ,  daß d i e  S inus funk t i on  des größten Wi nkels 
im Dre iecke ,  wenn dieser Wi nkel 1 80 Grad hat ,  aus den  der Summ e  der Funk­
t i onen  zweier rechter Winke l  zusam mengesetzt  w i rd und_ so i n  J� eclrn u ng komm t ;  
wenn also der Polygonwinke l  über 1 SO G rade  ha t ,  w i rd der Winkel , u m  zu  
e i ne r  der Größe _  cles V.' inkels  en tsprechenden Sinusfu n k li on  zu gelangen ,  au f  Z\Ye i  
rech te  Winkel  " un d_.den  noch Yerble ibenden Te i l  (l•J - 1 80 °) gespal ten und  d ie  
Sum m e  der S inus funkt ion e n  de r  be iden rech ten  Winkel und  des verblei benden 
E estes geb i lde t ; es wird also : 

25) . . s i n  900 + s i n  90° + s in  (w - l 8S0) = 2 + s in  (oJ - 1 80°) .  

Aehn l i ch  verfahren w i r  m i t  d e n  Winke ln  von 270  b i s  3 6 0  Grad , n ur \Yird 
h i er n atür l ich d i e  S inusfunk t i on  des rech ten  Winkels dre ima l  genommen  und  
dan n noch de r  S inus de s  verb le ibenden res t l i ch en  Wi nkels h i nzugegeben ; also 
w i r d  die Sinusfunk t ion  des ü ber  270 -gradigen \Vi nkels : 

26) . .  s i n  90° + s i n  90° + s in  90 °  + s in  (w - 2 70°) = 3 + s in  (m - 270°) . 

Au f Grund  des G esagten läß t  s ich d i e  a l lgeme i ne  l� eg·el au fs l el le n ,  daß 
be i  den Best immungen der Verbesserungen  von iiber 9 :'-gracl i gen  Winke ln  d i e  
en tsprechende  Sinusfunkt ion  derart  g·eb i l cl e t  w in l ,  d a l.\  \\'i r  d i e  Sinusfunk t i on  so 
v ie ler rech ter W inkel nehmen ,  als 90 i n  der fragl i chen  Winkelgri51:\c en tha l t en  
i s t ,  dann  n och d i e  Si nusfunk t ion  des verb l eibenden  restl i chen  \Vinkc ls  h i n zu­
g·eben ; d i e  a l lgeme ine  Form d i eser S i 11usfunk t i o t, b i l du 11g  i s t : 

27 )  . . . . . . . . m . s in 90° �+ s i n  (w -·- 111 . 90°), 

,\·o der  �Wei t 111 zwischen  0 uncl 3 wechsel t ,  je n achdem die S inusfunk t i on  von 
spi tzen ,  konkaven ,  s tumpfe n  oder konvexen Winke ln  bes timmt wer d en soll , 



28)  

Die  allge m e i n e  Form der Verbesserung der Polygo1m i 11 k c l  w i r d  also : 

6 ·. [m, + sin ((1)1 -- 1111 • 906)] 
7; w, = m1 + sin  (w1 - 111 1 -. 9-0-0) ___ t_-,�11,· + sin (t!12 - m, · 90°) + ;,�--f" sTi1-(�!l3 � /,;3 ·:··90°) 

6 · [1111 + sin (w, - 1111 • 90°)] 
«m -+ s in ((!) - 111 • 906) > 

V 0)2 == 
6··.· [1112 + �in (r•J2 - 1112 • 90°)] 

-« 111 + sin ((!) - m · 90°p 

6 · [m3 + s in  {(1)3 - 1113 • 90°)] 
7' (1)3 === - 1 · - ----

-

-

_

ö_
____ 

-
« lll l Slil (Ol - 111 • 9(J ; ·' 

· 6 · [m4 + sin (014 - 1114 • 90°)] 
11(1}·1 = 

--.",-+810((,1 ...:.:: ;;;-� -90° );- -· 

6 • [m„ +- � i n  (wn - //In · 90°)] o' üln = - <VI si il ((1) - III • 90°) > _ _ _ 
Es läßt  s ich also folgen d e  R egel aufs te l le n : 
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V. Regel .  l1t gcsclt!ossmm Polj1go11c11 crlwltm <uir die Vcrbcsscn111g cin­
r.:d11cr H71i1kcl, wc111t wir · dm z11/iissigm Absclt/1(/Jfeltlll' d11rc!t die S11111mc der 
dm Gri!flc//. der go11cssme1t Polygomui11kd mtsprecl1mdm 5i111tsf1111kt1011e1t teilm 
u11d dieses Ergeb11is 111it der der Griißc der r.:u 'iHrbcsscr11de11 Pol:J1go11wi11kcl e11t­
sprccl1c11dm Si111t�f1t11ktio//. 11111/tipbzicrm. U11ttr der der Gri!flc da Polj1go11wi11kd 
clitsprccl1c11dm Si1111sj1111/d1on ist 11om Sta11dp 1111ktc der T,rcrbcssen111g· bei spitzm 
i·Vi11kc!1t der aus den Si1111s- Tabcllot· 1m111ittclbar zu mt11elt111c11dc TFcrt, bei 
TVi1.�kcl1t iibcr 90 Gmd aber stds so oft sin 90° = I · 000000 ,c;u 7 ·astcl1c11, als 
90 i1t dclll ge111cssmc1t I'ol:J1go11wi11!.'c! cn!/ia!tm ist 1111d do:c1t 11odz der Si1111s7c •crt 
des 710 bleibmde1t spitzm f.Vl!l!.'cls. 

VII. Die Bestimmung des zulässigen maximalen Abschlußfehlers im 
geschlossenen Polygon. 

Auf Grnnd d es Vorh ergehe n d e n  kann auch der zulässige m aximale Abschluß­
feh ler  im Polygon besti m m t  wer d e n ,  wenn wir  die Verb esseru ngswer te  nach 
Formel 2 8  i n  die Werte d er relativen A e n derungen der  Seiten längen n ach 
Formel 23 einsetzen  und dann di e G l e i chung o rd n e n ,  die Größe der re lat iven 
Veränderungen der  Seiten längen mit  der  bei  den  Längen geforderten Genau ig-

ke i t  (__!,) gleich nehmend,  in welchem Falle der zultlssige Abschlußfehler  im 
q 

Polygon wird : 

29) . Ürn'" = !!_ - « 11/. _I_ si n (<u -- 111 · 90ll) " . 
q' r 

Infolgedessen wird also : 
VI. H.egel .  111 gtsdt!ossowt Po�vgo11c1t er/111/tc11- 'ic>ir dc11 :;11/iissigoi 111axi-

111a!c11 Absclt!11ßfdt!l'I', u•c1111 7[!z/· !?" = 206265 ' ' d11rdt die Vcr/1iill11is:Ja!t! des bti 
dctt Scitm!ii11-gm :'fu!!issigm }?dtlcrs tcilot 1111d das Rcs11!tat 111/t der S111m11c der 
&'1 ijßc der dnt gcmcssc11m Polj1gm1z(li11kd1t 11aclt Rl'g1·! V c11tsprccl1mdm Sin11s-

f1111kt1011c11 11111 lt iplt:·::ic1·e11 . 
Auf G r u n d  d ieser Regel  und au f G r u n d  der Formel  2 9  berech n e n  11 1 r  1 11 

erster I\ c ihe  d e n  zuHissigen ·A l)schl t!ßfehler und gehen 11 ur dann zur Berec h n u n g  
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der Verbesserungen iihcr, wenn der Abschlußfehler der gemessenen W1nk el 
kleiner ist, als der festgestel lte in aximale Feh ler. 

B e i s p i e l . 

Nehmen wir die Win kel des in Figur 4 dargestellten Pol ygons folgend an : 
cv1 = 29° 55' 1 O" 
ru� = 95° 0 1 '  .J.O "  
(i)ll = 42° 14' 30" 
OJ.� = 292 11 35' 50" 
ru5 = 36° 28' 10" 
rui; = 223 ° 4 ! ' 40" ; die Winkelsum m e  also i s t : 

[ru] = 7190 5 7' 00" und der Abschlußfehler : 
t:, = 7200 - 7190 57' oo" = + 3 '  = -+- 1 so". 

Die zu den Winkeln gehörigen S inusfunktion en sind folgende : 
zu dem Winkel w 1 : sin 29° 55' 1 O" = 0 ·498782 

mi :  1 .  sin 9oo oo ' OO" = _J ·OOOOOO} 1. 08763 8  sin 5° 0 ! ' 40" = 0·087638 
Ws ;  sin 42° 1 4' 30" = 0'672260 
Ct.l,1 : 3 .  sin 900 00' 00" = 3 ·000000� 

sin 220  35' 50" = 0 ' 3 8 4 2 5 0J 3 • 3 8 4251) 
m,., : sin 3(J o  28' 1 0" = ö ·'.\94394 

„ .  (06 : 2. S i ll 900 001 00" = 2 000000} 
sin 4 3 0  4 1 '  +O" = 0'690812 ;? ·690812 

zusamm e n : dn +.sin (eil --:-:: m · 90°) » = 8 '92 8 1 36 
N ehmen wir an ,  daß wir bei�·dcn Sei tenlänget(cine G e n auigkeit  von 

1 l 
q' 10001) 



anstreben m iissc n ,  · dan
'
n knnn der  züHissige maximale Absch iußfehler sein : 

• '. "  .• • 
' • • . · : : j � 

2062(i 5 "  A = -- - --- · 8 '928 1 .3 6  = 1 84 ' 1 5 62 11 , L:; max . 
1 0 000 

„ 
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Da d e r  Abschlußfehler d e r  gem essenen Win kel (- 180" -) kleiner i s t  ' 
si nd die Verbesserungen zu b erechnen und ergeben folgende Wert e : 

1 8011 , . 
Z/ Cll1 = -- ---· · 0 ' 4 9 8 7 8 2  = 

8 ' 9 2 8 1 3 6 

1 8 0 1 
V Cu2 = -··---- ��-

8 ' 9 2 8 1 3 6 

1 80" ·v w = ·· · - - -- -� 
8 ' 9 2 8 1 3 6  

l ' 0 8 7 6 3 8  = 

. 0 6 7 2 2 6 0  = 

1 80"  V W,1 = - - - - - �-- - . 3 ' 3 8 4 2 5 0  = 
8 '9 2 8 1 3 6  

1 80 11 
7) (1)[) = - - -· - - · · - ' 0 · 5 94 3 9 4  -

8 ' 9 2 8 1 3 6 

1 80' '  
Z' (tJ . = - ----- - ·  - -" 8 • 9 2 8 1 3 6 

· 2 '6908 1 2 = 

1 0 ' 0 5 5 9 11 o_'.__, 1 0" 

2 1  · 9 2 7 9 11 =+= 2 2 "  

l 3 ' 5 5 3 4 11 -c°= i.+ 11 

6 8 ' 2 2 9 8 11 -"-= 6 8 11 

l l ' 9 8 3 6 "  "'�= 1 2 11 

5 + · 2 4 9 411 -� -- 5 4 11 u n d  

[v c.1] = = 1 8 0'0000" = 1 8 0 11 = ,6 .  

D i e  rela t ive Veränderung der Seitenlängen wird i m  Fal le  <ler Durchführung 
der berech n e t e n  Verbesserungen folgende werden : 

od er auch 

da 1 • 1 0 · 0 5 5 9 11 1 - - - -- - - --·· ---- - - - = 0 · 0 00 0 9 7 7  = · - · . _,, ll1 2062 6 5 "  - 0 •49 8 7 8 2  1 02 3 0 • 9  

da2 2 1  · 9 2 7 9 11 1 
- . . - - ··-· - - ·- = 0 000097 7 = ----� 

t72 2062 6 5 11 • l • 0 8 7 6 3 8  1 02 3 0 ' 9  

da� 
-

-
-

_ 

l 3
'_!)�� 4-�- - - -- = 0 ·0000 9 7 7  = 1 

a3 2 0 6 2 6 5 11 • 0 ' 6 7 2260 1 02 3 0'9  

dtr4 6 8 • 2 2 9 811 - . 1 
- - = · - ---·� ·- -- -= - - -- - - -- --- .  = 0 ·000097 7 = --�-----. u. s. f, 

a! 206265"  · 3 · 3 8 4 2 5 0  1 0 2 3 0 ' 9  

s� S� S.1 S11 
1 8 0"  

. 
1 

- -- - -- - - . '. = 0 · 00009 7 7  = ------ . 
206265 " . 8 ' 92 8 1 3 6  1 02 3 0 ' 9  

Demgegenüber würde - d e n  zulässigen bezw. maximalen Abschlußfehler 
des Polygons nach . der gebräuchlichen Forme_l mit 

· 

t::,·� •• = t · 5 ' . i/ti = 90" . 1/6' = 220 •45 408" 
angenommen - der maximale Abschlufüehler der Seitenlängenveränderung bezw. 
dem Seitenlängenfehl er . 

l 2 20 '4 5 408" . . . ·• . . 1 • ·. · 
·-- = ·---· --- - - �--· -- -- = o·ooo t 1 9 7 = --- -- - - . 
q' 206265" . 8 ' 9 2 8 1 3 6 . . .. . . 8 3 5 3 •5 . 

entspreche n ,  welch e r  bedeutend größer ist, als der dem berechnete.n maximalen 

Abschlußfeh ler 1 8 4 ·  l 562"  enü;prechende Seitenfeh ler ·- ---·_!__-�· = o·ooo 1 
1 0000 

. 
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Wen n  !Vi r , den . Absch lußfehler t1 11ter den Winkeln .- gleichmäßig verteilt  
h �itten, so en tfiele auf j e  e inen Winkel  30" Verbesserung, währen d  i n  dem an­
genom menen Beispiele,  welches Winkel  aus al len Quadran ten en thält ,  auf d ie  
einzelnen Winkel j e  nach i hrer Größe bezw. n ach der Größe der entsprech e nden 
Sinusfu-nkt ionen Verbesserungen von 1 0" b iq  68" en thalten sind,  also von e inem 
Drittel der 30"-igen bis zur 2· 3-maligen Größe derselben ,  m i t  welchen i n  dem 
gegebenen Fal le die e inzel nen Winkel · :zµ vergrößern s ind,  um eine rich tige, 
der gleichen relativen Vedtnderung rler Sei tenlängen en tsprechende Winkelgröße 
zu erhalten. 

Beim gleichmliß ig verteil ten Abschlußfehler werden d ie  mit der Verbesserung 
zusammenlüingenden relat iven Änderungen der Sei tenlängen folgende Werte geben : 

q\ 
1 

q'z 
-

1 
-

q'3 
1 

q' l 
1 

(/5 
-

l 
q'G -

3 0 "  . 1 
- - - - - -�- -- - - -- = 0 · 0 0 02 9 1 6  = - - --
2 0 6 2 6 5 11 - 0 · + 9 8 7 8 2  3 4 2 9 · +  

3 0 " 1 
--- - -�------� = o · o oo 1 3 3 7  = --

2 0 6 2 6 5 " . l ' 0 8 7 6 3 8  7 + 7 8 ·  I 
3 0" 1 

- ·c- - --- -- ---- - =· 0 · 0 0 0 2 1 6 + =  - -
2 0 6 2 6 5 " . 0 ' (i 7 2 2 6 0  4 6 2 2 '  1 

3 0 "  1 
= 0 · 00 0 0 -1 3 0  = - --

2 0 6 2 6 5 " .  3 ' 3 8 4 2 5 0  2 3 2 6 8 · +  

3 0" 
= 0 · 0 0 0 2 + + 7  = 

2 0 6 2 6 5 "  - 0 · 5 9 4 3 9 4 4 0 8 6 ' 7  

3 0 "  l 
= () · () () 0 0 5 4 1  = -

2 0 6 2 6 5 " - 2 ' () 9 0 8 1 2  1 8 5 0 1) ' 8  

E s  erscheinen also so erhebliche Abweichungen unter  e inander ebenso wie 
geg·eniiber der richtig·en relat iven Aenderung, d ie  n icht  zu begrii nden s ind  und 
die füchtigkei t dieses Verbesserungsverfahrens umstoßen. 

Ebenso kann auch d ie  zur Bestim mung des zulässigen oder max imalen 
J\bschlußfeh lers im Gebrauch befindl iche Formel 6 'mux = 1 · 5 '  · 1//1 nicht als r icht ig 
anerkann t  werden, da diese keine Rücksich t auf d ie  bei den Sei tenlängen gefor­
derte Genauigkeit nimm t  und  nur die Anzahl der g emessenen Winkel i n  Betrach t 
z ieh t ,  weshalb sie ·  i n  den gleiche gemessen e  Winkelanzah l bes i tzenden Polygonen 
stets  denselben zulässigen Absch lußfehler ergibt, ganz gleich , o b  wir größere 
Genauigke i t  der SeitenHingen Yerlangen oder mit geri ngerer vorlieb nehmen ; 
d ies bedeutet aber, daß wir - ohne Rücksicht auf d ie  angestrebte Genauigkeit 
- uns mit solchem Ivlessungsverfahren oder solchem Meßinstrumente begnügen 
können ,  welches einen kleineren maximalen  Abschlußfehler sichert, als der nach 
der erwähl).ten_ geb�·äuchl id1en Formel berechn ete ist. 

Demgegenüber aber erfordert der n ach Formel 29 zu berechnende maxi­
male Abschluß fehler beim Streben n ach größerer Genauigke i t  p räzisere, empfind­
l i chere l\Ießinstrumente und e in genaueres Messungsverfahren ,  was mi t  der  all­
gemeinen Forderung genauer Messungen im  innigsten,  harmonischen Zusamrn�n­
h ange steh t. 


