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DEUTSCHÖSTERREICH!SCHE. 

ORGAN 
l>&S 

OEUTSCHÖSTERREICHISCHEN OEOME TERVEREINES. 
RcdaktiQI}: Prof. E. Dolehl u11d Baurat Ing. S. Wellisch. 

;.lJber eine Erweiterung der Punktbestimmung durch , l . 
.F �:�! � Gegenschnitt. 

� ·: „ Von Prof. A. Kllngatsch In Gr;il. 

' ·  { ; , h1 dieser Zeitschrift IX. Band 1911 wurde vom Verfasser eine aErweiterung 
, '·•-r,· . �s .. Rückwärtseinschneidens, behandelt, welche Aufgabe vorhe.r auch von anderer 

.. . �fit� Lösungen gefunden hatte. •Es handelte sich dabei um folgendes Orien� 
\i·e r.u n gsp ro b l e m. 

· \:,. 1 ; „·J p e1n�em rechtwinkeligen ebenen Koordinatensystem P sind die Dreiecks­
J"ef:·" P.oiygonpunkte · P1 P2 P:1 (Fig . l) durch ihre Koordinaten gegeben. Ebenso 
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�;: ,, , . �;::.si.nd in einem anderen KoMdinatensy::item Q Jic <lrei Punkte Q1 Q2 Q11 bekannt. 
'':J�:s ·sind imn die Koordinaten von Qi Qi Q3 im System P, oder die Koor­

. f.ciinaten von P1 P2 Pa im System Q zu fiaden1 so ferne die der Orientierung 

. ; '. � 



.. . �. : ' ' '.''::t�f �9; :J.;��::f.i 
; . "" . · , . . . : ·- . . , . . · ·· ''..;=-��,'i 

•1, . d(enen·a.e�. Messu„n·g�i11 ·welche sfch hei -der Orieptierun.gcin der gbene auf Hoi:i<,·· }-�� 
· ''. iot_italwinkefmessqnge·n beschränken, nur in ·ein��- Punktfelde, etwa P., vÖr· · . · ,  :��� 

ge1wm_mtn wer-d�n.:. · · ·· · · ' · · · i� 
: tr. · · '" . _, Diese· Messungen besti�men ebe:n die Lag�� der drei G�-

raden g1 lt, g9 ·im· _{g� ft;;'� 1, Syst�.111 P, also gegenüber. dem Dreiecke P1 P" F'3 Es .ist :dann die Lage eines· .·ir��''. 
. '. , ·:·�<�'d.urch' seine_ drei Seiten �e�ebenen Dreieckes Ql Q2 Q; so �u fiqd.en, daß die .,„ <\'. 
" .„ :;; ;9rei ,Ec·k�n · qesselben ,he�ügllch. auf g1 ?°" g3 liegen. Ist dies. �age gefunden, ··so··: :• i, '.:� 

„ ',:'.sind damit auch di·e Abstände. E·\ Q1, P" Q", Pli Q3 bekannt und könne·q ·daher. :>:) 
'die:· Ko(}rdh)aten von Q im System·, P und umgekehrt jene \'On P im System y(,t . · .. �:-?., 

, _b'erechnet. 'werden. Ist P das Operationsfeld, ·so handele es sich im ersten Falle';:; -::� 
;_·um die Bestirnmu.ng der Punkte Q d.urch äußere· H.ichtungen, im zweiten Falle. :;":::\'�a, 

-< .'�rn die Bestimmung von P durch in'nere Richtungen. . · �� 
, .:'.._ 1 , ,Die Orientier�ngsmessungen be.zwecken hier lediglich die gegenseitiji� ·;,·.: _ :�i} 

·H /. ··Ür�;entierui1g, der .beiden Koor<linatensyst��e P. und. Q, in Beiug auf welche die · ?·;..� 
�i(·::f� ,,'., ,}Pun1"te P·und Q be.reit,s.„besti'mrnt si11d1• · , . ··. • • 

· • . „:yi �,.A�i �i'·' · · . 't •, „ . -. r„ · �. • ��·\'(":;--: : : . · Die-'.��11g�pleine \äumliche Behandlung dieses Orientierungsproblems �urg�;, 
"'::;;ky · (Ur·: d.en bier�·vora\l'Sges�ti(en Fall einsei1iger Messungen vom Verfasse'r,, f�<.a ef;":, , �, , 

. ·:�:: · , ,: . unte�1· angeführten ·.·Abhandlung�)· ,gr-geben, woraus die Lösungen für. mehre_r.e ;:, ._. ._" j} 
� ·-�· . •· • , . . ·'A , .. ' -��'.;;:\�\_, .Sonderfälle, wie. beispielsweise 'für;.Jerien des räumlichen ·Rückwärtseinschneidens · ':»'�I�I\ �ff: : folgen. . „ . . d ;i'..r.::r ,= 

. 

Wir wollen nun in der vorliegenden Arbeit das ebene Oi-ientierungspfoblem ·rp;,i�!l; 
h'"f:.\:", l- ... .. • „ . ' .... . . }fl\., �. „: · unt_er der Voraussetzung behandeln, daß die betreffenden .Messungen in beideh . �,�;_;.;�,· Fe.Jdern vorgenommen werden. Das betreffende räumliche Problem ist � im · ..};\i-,< 
l°�:'�1�'. \ Ub�igen ohne Rücksi'cht auf geodätische Anwendungen - in der unten ange> ;·>:. � 
�tt;:t�J . fUhrten Abhandlung11) vom Verfasser gelöst ·worden. . . 

· ,„ ,.);�?�ft �;;�i�, '„ · . I)ie hier zu behandelnde Aufgabe ist folgende. In einem Sy:it_em P sind · 
· 

��;iif�:\,;: Jie l(oordinaten der drei Punkte P1 P� P0, ebenso in einem zwe_iten System Q:' 
�6J�:;,.j ,die drei Punkte Q1 Qi Q6 gegeben. In den Punkten P1 P9 sind die Richtungen . ;.\.· nach Q11 Q2 im Anschlusse an rrgend welche Punkte P, etwa P3, gemessen, 

.. �''' ;vodurch die Lagen v:on g1 g» im System P bestimmt sind. Die dritte Orien- · 

'" · tierungsmessung erfolge jedoch in Qll nach Ps im Anschlusse an einen der 
· Punkte Q, etwa Q1. Es ist dann die Lage von g:.., im System Q gegeben und 
. infolge dessen auch die Lage· von g3 zu dem durch seine Seiten und Winkel 

gegebenen Dreieck Q1 Q» Q9 bekannt. 
· 

Im Besonderen lassen sich daher auch die Lage des Schnittpunktes T yQrr 
g·8 mit Q1 Q�, sowie die Abstände Q.-T= a, Q,/f = b und der Winkel Q9 TQs 
::::;:: 1jJ berechnen. 

Wir denken uns nun die drei Punkt�. P1 P» P9 mit den beiden. durch P1 
und P" gehenden Geraden g1, g„ unbeweglich. -Oa!r Dreieck Q1 Q2 Q8 und mit . „ >>\i 

·.diesem die durch Q3 gehende Gerade g8 und somit auch das ganze System Q· 

') Die geodätische Orleo tfe r ung zweier Punlc.tfelder. Sitzungsheridtite der Alcademie d!!r ' . 
Wi•ienscha.ften. Ma h.-nat11rw. Kluse. Bd. CXX. Abr. II a. Wlt!D 1911. '" , 

1) Ueber die gegenseitige Orientierung zweier Fliuren. Siczungsberichte der Akademie der 
WlHenschaften. Math.·naturw. Kla„l'. Bd. CXXV. Abt. J[ a." Wien 1916. 
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ist 'nun ·SO zu verschieben, daß Q. auf gl, Q2 auf /{2 gleitet, wobei der Abstand 

Ot Q2 = a + b, ,;und auch die Abstände des Punktes T von (]1 und Q1 sowie 
der . Winkel 1jJ ungeändert bleiben . 

,,'., Es ist dann diejenige Lage des Systems Q zu finden, für welche g-:1 durch 
. .  den gegebenen Punkt /�1 hindurchgeht. Ist diese Lage gefunden, so sind mit 
. dieser auch die Abstände 111 Q1, P2 Q�, /�1 Q" bekannt und ist daher die Auf­

gabe gelöst. 

Wir haben diese Orientierungsaufgabe als eine �Erweiterung der Pun�,t­

bestimmung durch Gegenschnitt» bezeichnet, da im Falll� des Zusammenfüllens 

c;ler drei Punkte P1 P2 P11 in einen und denselben Punkt P die bereits von .Jordan 
gelöste und seither mehrfach behandelte1) Punktbestimmung durch (�egenschnitt 

: - vorliegt. 
Es wiirde zu weit führen, die vorbereitenden l�echnungen hier ausführlich 

anzusetzen und genügt es, da dieselben ganz elementarer Natur sind , auf die­
selben hinzuweisen. 

Es sei 0 der Schnitt von g1 und g·2. Wir nehmen 0 zum Ursprung eines 
rechtwinkeligen Koordinatensystems X 0 J'� wobei die V mit g� zusammenfallen 

soll. Dieses Koordinatensystem dien t lediglich als J�echnungsbehelf und ist dns. 
selbe natürlich verschieden von den beiden Koordinatensystemen P und Q. 

Da nun in dem Viereck 0 P1 P3 P2 die beiden Winkel ?'i r� ans der Mes­
.suilg, hingegen 'r11 aus den gegebenen Koordinaten von P1 Pv P3 im System P 
folgeq,, so ist auch der Winkel cp zwischen g-1 und g-� bekannt. 

· 

Man entnimmt ferner leicht, daß sich in dem Dreiecke P, P2 0 weg·en der 
. .:bekannten Entfernung P1 P� und der ebenso bekannten Dreieckswinkel J>s P, Fll 

und P1 P� P3 auch die Entfernungen Pt 0 und P-i 0 ableiten lassen. 
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1) V l K. 1 1· 0 g :lt s d1, Punkthe stimmurw durch Cieg-e11sd111irr. Zi::i1s\'lnih f'. V ,•rm. l 91 1. eri.u.a.: „ 
E g- g er t, Punktbestimmung durch Gel:'enschni11, Elwndas1ill1s1 191 2. 



. Man ·kann daher in XO Y die Koordinaten der' drei Punkte P1 P2 P.'l nach 
· den Regeln der Polygonzugsberechnung bestim.men. Diese Koordinate1� wKren 

_für die drei Punkte P b�züglich -t"1J'1, �t"i::;:::: 0, J'2, XsJ'3. 
Als Unbekannte wählen wir die Koordinaten x, y des Punktes T. ·Die. 

�,� - ·'Figur· 2 gibt di� für die Lösung der Aufgabe in Betracht kommenden Punkte 
··, • '\1nd Linien. . , ,1 

Gleiten nun die Punkte Q1, Q'i auf g1 und g2, so besch reibt T bekanntlich · '  · l f;. / � .ei11e Ellipse mit 0 als Mittelpunkt. I�re Gleichung erhält man, wenn s1 111, :· :. :·:.,' 
:��.; : �·� "....':;; .O , 1121 �n1Js die Koordinaten von Q1 Q� Q9 in XY bedeuten, wegen 

. · ·  

('· 

aus 

" ,1 + b t · 
a f;L = -b-- · x, also s1 - x = b x ' 1 ) 

a ,, --)' - 'Y/1 = -r vb2- „i-2, • . 2) 

tg cp ·_ 1.. , 
'h 

. . . . . . . . 3) 

. I;� sin 2cp. y'll-. b (n + b) sin 2<p · xy + ((a + h)2 cos 2rp ·+ a2 sin2 rp) ;i;2 --

•, 

a2 b2 sin 2rp = 0 . . . . . 4) 
Eine zweite G.leichung zwischen .r, y e.rg·ibt sich leicht folgendermaßen. 
Mit 1) und 3) läßt sich für 2) seizen' 

b y - (a + b) cotg cp · x y - 'li = -------z-. ----

Nennt man UQ2 == m, US= n, so erhält man wegen 
by - (a + b) co tg <pJ-i; 

m= --- ---

Aus. Figur 2 folgt weiter 

a 

Ys-Y lt= ·X Xa - ,t" 

1)/, 
tg 1f1 = -, X 

11 tg 1/J9 = -· 
X' 

Wegen 1/,1 = t/J1 + 'l/J2 wird daher 

. (m+n)x tg 1Ji = .i-1! . 111 1� 

. 2') 
1 )  und 2') 

. 5) 

. . . . . . 6) 

. 7) 

. 8) 

Ersetzt man in 8) m, n durch d'lc Werte aus 5) und 6), so ergibt sich 

nach kurzer f�eduktion die zweite Gleichung zwischen :t', y mit 

; sin �' y2 - [b (J's sin 1j1 + .1.-� cos 1/J) + (a + b) sin('�-= cp)_. x]y + 
/ 

· 

_s1n <p 

+ [ {..:.._ a: (y8 cos ·�1 - .r5 sin w) + (11 + b) (J':s sin 1j.1 + ;i:-8 
.
cos 1/J) cotg qJ} .'.!: -

- {a �in t/J + (a + b) cotg <p cos TP} x2 J = 0 � . . . . . 9) 

:� .·�1 
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Erwägt man, daß 
.-i-'a = J's sin tp + .:r3 cos �1, f� = y,1 cos ·1/; -·· .:r3 sin t/J 

die Koordinaten von P3 in Bezug auf ein mit 0 konzentrisches Achsensystem 
X1 0 Y1 bedeuten, wobei die X1 mit X den Winkel 1/J bildet, so kann 9) in der 
Form geschrieben werden, 

. 9') 
wo 

(12 = CC2 -� rt's .1:' 
zu setzen ist und wegen 9) 

_.,. 1 ,, _j II , ,1 "8 = a :1 · • -,- a. :1 . 1. - l 0) 

a1 = b sin 1/J, a� = - hx:1', ai' = -· �'1-�J�.�) .::�r� .. (�· ·- <p) 1 Sillrp ·II) 
a3' = - ay�i' -+ (1r + /1) cotg <p X:1', r<:i" = -- a sin 1/1 -- (a + b) cotg· rr cos 1/J J 
bedeuten. 

Nimmt man hiezu die Gleichung 4), die in der Form geschrieben werden kann 
bi.Y2 + b2y + h� = 0 1 • • • • • • ' ' • • 4') 

wo 
. 12) 

und. wegen 4) 
b1 = b2 sin <.trp, /)� = - (a + b) b. sin 2rpj {�3 = -- a� b� sin �cp, 

[j9" = (a + b)2 cos 2rp + a� sin 2rp . . . . . . . 13) 
f;ind, so ist die Lösung der Aurgabc in d'<.'n Gleichungen 41) und Q') enthalten. 

Die Elimination von J' aus diesen beiden liefert :zur Bestimmun�· von x die 
gleich Null gesetzte Resultante 

· 

a1 a2 rrH 0 
0 fl1 n2 t7n 
bl /J2 b:I Ü 
Oh1b2/!3 

= (a�1 !11 - n1 li:1F - (a2 /11 -- a1 h�) (a� b:; -- rr:1 /!�) = 0, . 1 4) 

C1.lso weg·c11 10) und 12) bezüglich x eine Gle.ichung vom vid-ten Grade. Fiir 
·jeden ans 14) folgenden Wert von x gibt die g·cmeinsamc Wurzel vnn 4') und 

. ' 9')· den zugehörigen Wert \"011 )'· Die Aufgabe h:lt daher im allgemeinen Vier 
Lösungen und werden die örtlichen Verhältnisse maßgebend sein, welche von 

diesen in Betracht kommt. 
�I_it :i:, y erhält man aus 1) g1, auq 2) ••der 2') 111, also die Koordinat�n von 

Q1 bezüglich XO Y. Da. 111, J, aus 5) und 6) folgrn, so ist somit auch die Lage 
von Q� durch 11� = y + m, �� =� 0 gegeben. l•:s ki.i1111ea • dann weg·en des 
bekannten Abstandes i IJn (Fig. 1) und des ebenso bekannten Winkels 1t1 auch 

die l\oordinaten �11 ·11.q. von Q�1 in X Y berechnet werden, wodurch die g-cgen­
seitig·e Lag:e der sechs Punkte P1 P� I':i Q1 Q'J 0:1 samt den Winkeln, wekhe die 
drei Geraden .(1 f{� K:i mit den Dreiecksseiten bilde1\1 gegeben bezw. leicht her· 
z11leit:e11 sind. 

Aus den im System P g·egebenen Koordinaten der Punkte 1'1 1-'2 P:1 
kiinneu dilher diejenigen der drei Punkte Q1 Q2 Q11 oder umgekehrt aus den im 

System Q gegcbt!nen Koordinaten von Q1 Q� Q:i diejenigen von Pi P� P3 in 



' ·1 letztere'n Koordinatensystem berechnet• we.rden, womit die gegens�itig;e� 
... Orientierung der beiden Dreiecke und im allgemeinen diejenigen der mit ihne1i„, . 

. t��ammenhängenden ebenen ��igure11 P, Q. in dem einen oder dem anderen 
. Koo,rdi natensystem festgelegt ist. 

Läßt man in Fig. 1 die beiden Punkte P1 P11 mit P2 und damit auch 0 
diesem letzteren. Punkte zusammenfallen,· so c1: liält ;rnn, wie oben bemerkt, 
einfache Punktbestimmung durch Grgenschnitt. 

Wegen -t'1 = .t'� = ,103 ='y1 = )'2 = y� = 0 \\'irJ aus 1 1) c<2 = 0, a:1'. = 0,. 
also wegen lO) n'!. ::;;;.c"/.r, an= au'',v2• 

· Die Gleichung 14) zur Bestimmung von .1: reduziert sich in uiescm Falle, . 
Wie auch ohne weiteres klar ist, auf eine quadratische. 

' \ - -

Das, wie bereits er\\'ähnt, a. a. 0. behandelte räumliche Orientierungs-
problem mit beiderseits gemessenen 1�.ichtungen g·ibt - abgesehen \'On dem 
hier behandelten Falle, zu mehrfachen Spezialisierungen Veranlassung. So folgt 
.daraus beispielsweise das räumliche RückwärtseinschneiJ�n mit Gegenschnitt, 
.wenn als� von dem zu bestimmenden Punkte P aus zwei durch Q1 un<l Q2 
gehende Strahlen, hingegen von Q!� eine an das Punktsystem Q angeschlossene 
Richtung nach P durch Horizontal- und VertikalwinkelmessunKen festgelegt sind< 

Bei allen diesen Orientierungsaufgaben "·urde11 nur die tür die g-egenseitige 
Orientierung notwendigen �lessungen vorausgeset.1,t und wun.len überschüssige 

. Beobachtungen und die ,sich hieraus ergebenden Ausgleichungsprobleme bisher 
nicht berücksichtigt. Wir behalten uns vor, gelegentlich darauf zurückzukommen. 

Anschauliche Ableitung der-Azimuf„Differentialformel. 
Von Dr. techn. Erich Liebltzky, llauadjunkt i11 P•a;. 

Zur Differentialformel der Azimute hahe11 die Herren W. L �L s k a, 

. S. We ll i sch und P. We r km�ister anschauliche.Ableitungen gegeben•). Da � 
: ' ' ':derartige Ableitungen zweifellos einen gewissen didaktischen Wert haben, dürfte 

\'iCJleicht die im folgenden mitgeteilte Ableitung, die den en\'ähnten an Einfach­
heit und Kürz.e zum mindesten nicht nachsteht, 11i<.>ht ohne Interesse sein. 

' ' ' 

Sie beruht auf folgendem elementaren Satze der Mechanik: 
c Das Moment der Hesul tierenden eines ebL�lH'n K räftesystcrns in Bezug auf 

irgend einen Punkt in der Ehcne i-;t gleich der 1.dgebraischen Summe der 
Momente der Einielkräfte., , 

· 
Bezeichnet in untcnstehendf,'lr Figur A einen gegebenen Festpunkt, P die 

richtige, P0 eir1e genäherte Lc�ge des zu bestimmenden Neupunktes, s0 die Ent­
fernung AP0, 'Po den genäherten Azimutwinkel der VisuriAP0, dcp die Azimut­

. änderung, welcher die Koordinatenänderungen dx und dj entsprechen, so läßt 
�... _.,.. 

sich die Str�ecke P0P einerseits als Resultierende der Kräfte P0 Q = tly und 

*) Sithe die Jahrgänge 1905, 191 Z und .1916 dieser Zeitschrift. 


