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:i"‘_""lvv‘.,.»,Uber eine Erweiterung der Punkthestimmung durch
Gegenschnitt.

Van Prof. A. Klingatsch in Graz.
In dieser Zeitschrift IX. Band 1911 wurde vom Verfasser eine «Erweiterung
des Ruckwiirtseinschneidens» behandelt, welche Aufgabe vorher auch von anderer
:"::-T':‘Seite Losungen gefunden hatte. ‘Es handelte sich dabei um folgendes Orien-
~tierungsproblem.
. In einem rechtwinkeligen ebenen Koordinatensystem /7 sind die Dreiecks-
" oder Polygonpunkte £, £, 7, (Fig. 1) durch ihre Koordinaten gegeben. Ebenso

X

n R

sind in einem anderen Koordinatensystem ¢ dic drei Punkte ) %, Oy bekannt.
~ Es sind nun die Koordinaten voen @ (, CO; im System /7 oder die Koor-
~ dinaten von A, Py Fy im System Q zu finden, soferne die der Orientierung




dienenden Messungen, welche sich bei der Orientierung:in der Ebene auf Hori-
zontalwinkelmessungen beschriinken, nur in einem Punktfelde, etwa 2, vor-
genommen werden, : ‘

Diese Messungen bestimmen eben die Lagen der drei Geraden g, g, g, im
- System 2, also gegeniiber dem Dreiecke £, £y /%y Es ist dann die Lage eines
durch seine drei Seiten gegebenen Dreieckes Q; Qy ()3 so zu finden, daB die
drei Ecken desselben beziiglich auf g, #, g5 liegen. Ist diese«Lage gefunden, so
sind damit auch die Abstinde 7, Q,, 7, O,, # Os bekannt und kinnen daher
die Koordinaten von ¢ im System # und umgekehrt jene von £ im System @
berechnet werden. Ist 7 das @perationsfeld, so handelr es sich im ersten Falle
um die Bestimmung der Punkte (2 durch dulere Richtungen, im zweiten Falle
um die Bestimmung von /2 durch innere Richtungen.

Die Orientierungsmessungen bezwecken bhier lediglich die gegenseitige
Orientierung der beiden Koordinatensysteme /* und @, in Bezug auf welche die
Punkte P und Q bereits bestimmt sind. :

Die allgemeine ridumliche Behandlung dieses Orientierungsproblems wurde
fiir den hier vorausgesetzten Fall einseitiger Messungen vom Verfasser in der
unten angefiihrten Abhandlung!) gegeben, woraus die Losungen fiir mehrere
Sonderfille, wie beispiclsweise fiir jenen des riumlichen Riickwirtseinschneidens
folgen.

Wir wollen nun in der vorliegenden Arbeit das ebene Orientierungsproblem
unter der Voraussetzung behandeln, daB die betreffenden Messungen in beiden
Feldern vorgenommen werden. Das betreffende riumliche Problem ist — im
tibrigen ohne Riicksicht auf geoddtische Anwendungen — in der unten ange-
fiihrten Abhandlung®) vom Verfasser gelost worden. ;

Die hier zu behandelnde Aulgabe ist folgende. In einem System P sind
die Koordinaten der drei Punkte P, £, P,, ebenso in einem zweiten System Q
die drei Punkte Q, O3 O, gegeben. In den Punkten A, 7, sind die Richtungen
nach O,, (2, im Anschlusse an irgend welche Punkte P, etwa P;, gemessen,
wodurch die Lagen von g, gy im System 2 bestimmt sind. Die dritte Orien-
tierungsmessung erfolge jedoch in (), nach £, im Anschlusse an einen der
Punkte O, etwa Q,. Es ist dann die Lage von g im System Q gegeben und
infolge dessen auch die Lage von gy zu dem durch seine Seiten und Winkel
gegebenen Dreieck Q, Qg Oy bekannt.

Im Besonderen lassen sich daher auch die Lage des Schnittpunktes 7" von
£y mit O, Oy, sowie die Abstinde 0,7’ =a, O;7 =& und der Winkel Oy 704
= ¢ berechnen.

Wir denken uns nun die drei Punkte 7, /7% mit den beiden durch A
und /»; gehenden Geraden g,, g, unbeweglich. Das Dreieck O, 0, Qs und mit
diesem die durch @; gehende Gerade g4 und somit auch das ganze System ()

Y} Die geoditische Orientierung zweier Punkifelder. Sitzungsberi¢hte der Akademie der
Wi-senschaften. Ma h.-naturw. Klasse, Bd. CXX. Abt. IIa. Wien 1911,

%) Ueber die gegenseitige Orientierung zweier Figuren, Sitzungsberichte der Akademie der
Wissenschaften. Math.-naturw. Klasse. Bd. CXXV, Abt. Ila. Wien 1916.
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ist nua so zu verschieben, daB O, wul g, O, auf g, gleitet, webei Jer Abstand
0,0y =a -+ 6 und auch die Abstinde des Punktes 77 von Jy und ¢y sowie
der Winkel % ungeindert bleiben.

Es ist dann diejenige Lage des Systems O zu finden, fiir welche g, durch
den gegebenen Punkt /% hindurchgeht. Ist diese Lage gefunden, seo sind mit
dieser auch die Abstinde /72, Q,, 70, /%, hekannt und ist daher die Aui-
gabe geldst.

Wir haben diese Orienticrungsaufgabe als ecine «Erweiterung der Punkt-
bestimmung durch Gegenschnitts bezeichnet, da im Falle des Zusammenfallens
der drei Punkte 7, /3 F; in einen und denselben Punkt /2 die bereits von Jordan
geléste und seither mehrfach behandelte!} Punktbestimmung durch Gegenschnitt
vorliegt.

£s wiirde zu weit filhren, die vorbereitenden Rechnungen hier ausfiihrlich
anzusetzen und geniigt es, da dieselben ganz elementarer Natur sind, aul die-
selben hinzuweisen,

Es sei () der Schnitt von g, und g,. Wir nehmen O zum Ursprung eines
rechtwinkeligen Koordinatensystems .Y O}, wobei die }” mit gy zusammenfallen
soll. Dieses Koordinatensystem dient lediglich als Rechnungsbehelf und ist das-
selbe natiirlich verschieden von den beiden Koordinitensystemen /77 und Q.

Da nun in dem Viereck O/ /2 7, die beiden Winkel y, y, aus der Mes-
sung, hingegen y, aus den gegebenen Koordinaten von /) 2 /% wm System /°
folgen, so ist auch der Winkel o zwischen g, und g, bekunnt.

Man entnimmt ferner leicht, daB sich in dem Dreiecke 2, /% () wepen der
bekannten Entfernung 2’ /% und der ebenso bekannten Dreieckswinkel /3 7% /)
und 2 £y #; auch die Entfernungen £, O und 7% (0 ableiten lassen.

Fio. 2.
') Vergl. u. a.; Klingatsch, Punkthestimmung durch Gegenschnit, Zeitschrift 0 Verm. 1911,
Eggert, Puakthestimmung durch Gegenschnitt, Ebendaseltst 1912,



8

Man kann daher in X OV die Koordinaten der drei Punkte 2, 7 7% nach
den Regeln der Polygonzugsberechnung bestimmen. Diese Koordinaten wiren
fiir die drei Punkte A beziiglich x; 7, #, =0, 7, 251,.

Als Unbekannte wihlen wir die Koordinaten =z, 3 des Punktes 7. Die
Figur 2 gibt die fiir die Losung der Aufgabe in Betracht kommenden Punkte

-

und Linien.

Gleiten nun die Punkte (J,, @y auf gy und g, so beschreibt 7" bekanntlich
eine Ellipse mit O als Mittelpunkt. [hre Gleichung erhdlt man, wenn § #,,
k; =0, n,, E yy die Koordinaten von Q; O, Oy in X'V bedeuten, wegen

d a6 . a
| == w7, also 5, —vr = G e 1)
und T
y—m=-pVer—at .. L2)
b
3 '
ol TR L et A M R A N IO G 0 v
J iy )
aus
S¢sin B - y¥——b (a4 b)sin2¢ -1y (((l -} 5)2 cos Fp - a¥sin? (p) a2
@¥eEsin Bp = St wn e oo o T o

Eine zweite Gleichung zwischen x, » ergibt sich leicht folgendermalien.
Mit 1) und 3) ldBt sich [iir 2) setzen
by -—— (@ b) cotgp - x :
i gt A (+b) 8 i e
Nennt man UQ, = m, US =n», so erhidlt man wegen 1) und 29
by —(a+-d)cotgpx 5)

W o=

a
i sk MR SN e R
Ty — X
Aus Figur 2 folgt weiter
‘ m | " -
[g drl — }—-—) tg Py = -; P e e Taod ettt 2Bk fim /)
Wegen v =1y, | ¢4 wird daher
(4 n) % :
e v Xt —mn )

Ersetzt man in 8) m, # durch die Werte aus 5) und 6), so ergibt sich
nach kurzer Reduktion die zweite Gleichung zwischen ., ¥ mit
& sin 1,;}/2 — [& ('}'5 sin Y + y COs u)) ._}_ ((l + i)) %”1_(({’ " (P_) g _r] ¥ +

sin

- [{= 2 O cos & — sy 5in 0) - (2 8) (g sin @ - 3 cos v) cotg g} 4 —

—{as;intp+(a+&)cotggocos¢}.r*]=0Q . o 2 L8




Erwidgt man, dafl
Xy =gqsin P -} ¥y COS Y, 3y =¥, COS I — 2y sin P
die Koordinaten von 7§ in Bezug aul ein mit () konzentrisches Achsensystem
A0 V' bedeuten, wobei die .U mit .Y den Winkel & bildet, so kann 9) in der
Form geschrieben werden,

My tagyfag=0. .. ... ....9
)
dy= @y - @y ¥, agg=e'yr -}y ., . . . .]10)
zu setzen ist und wegen 9)
) a-Fo)sin (¢ — ‘
ap=bsiny, «,=-—0bxy, «f = — < = + )._ (,/ ’)‘ ]
s ] U
oy = —ayy (a4 cotg g ay, ey = -——asin @ —— (@ -}]- 6) coly @ cos P }
bedeuten.
Nimmt man hiezu die Gleichung 4), die in der Form geschricben werden kann
/’1_'1’9 "}— /’;!_]" l" /’3 == 0, O RS S 4‘)
wo

e

Oy =P, by==flat B2, . . «  « ¢ .|
und wegen 4)
by =b¥sin #p, = — (@ - )b sinfgp, By = - a® b2 sin A,
Bo = (a -} b)2cos 2p -} adsin¥p . . . . . L 13)
sind, so ist die Ldsung der Aufgabe in den Gleichungen 4) und Q) enthalten.
Die Elimination von » aus diesen beiden liefert zur Bestimmuny von a1 die
y R
gleich Null gesetzte Resultante
ary gy 0
0 ay ydy
by by by 0
04, 6,5
also wegen 10) und 12) beziighch o eine Gleichung vom vierten Grade. IFur
jeden aus 14) folgenden Wert von a0 gibt die gemcinsame Wurzel von 49 und
9. den zugehirigen Wert von w. Die Aulgabe hat daber im allgemeinen vier
Lisungen und werden die Grtlichen Verhiilltnisse maligebemd sein, welche von

=SS (_'17“ /Fl — ay /75)2 = («{.‘5 /'] -y /)3) ((‘l;, /),, =y /).3) == U, . ]4‘)

diesen in Betracht kommt.

Mit #, » erhidlt man aus 1) §, aus 2) ader 2% 4, also Jdie Koordinaten von
O, beziiglich YO Y. Da e, v ans 5) und 6) folgen, so st somit auch die Lage
von (. durch yy=v +4-m, E, = 0 pegeben. s kinnen ‘d;mn wegen  des
bekannten Abstandes 7 ¢y (Fig. 1) und des c¢benso bekannten Winkels ¢ auch
die Koordinaten &y von (4 in A™) berechnet werden, wodurch die gegen-
seitige Lape der sechs Punkte £ Fy 1y O Oy ¢y sumt den Winkeln, welche die
drei Geraden ¢, ¢u gy mit den Dretecksseiten bilden, gegeben bezw, leicht her-
zuleiten sind,

Aus den im System / gegebenen Koordinaten der Punkte 74 2% /4
kinnen duher diejenigen der drei Punkte Q) (3 Uy oder umgekehrt aus den im
System () gegebenen Koordinaten von ¢, Oy Oy diejenigen von 2 2yl in
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diesem letateren Koordinatensystem berechnet werden, womit die gegenseitige
Orientierung der beiden Dreiecke und im allgemeinen diejenigen der mit ihnen
zusammenhidngenden ebenen Figuren 2, Q in dem cinen oder dem anderen
Koordinatensystem festgelegt ist.

Lilt man in Fig. | die beiden Punkte 7, 7 mit /%, und damit auch O
mit diesem letzteren Punkte zusammenfallen, so crhilt man, wie oben bemerkt,
die einfache Punktbestimmung durch Gegenschnitt,

: Wegen v, =, =1, =1, =3, = 1, =0 wird aus 1) ey =0, «'= 0,
‘also wegen 10) a, = e,' ¥, o, = ;" 2%

Die Gleichung 14) zur Bestimmung von v reduziert sich in diesem [alle,
wie auch ohne weiteres klar ist, aufl cine quadratische.

Das, wie béreits erwidhnt, a. a. (). behandelte riumliche Orientierungs-
problem mit beiderseits gemessenen Richtungen gibt — abgesehen von dem
hier behandelten Falle, zu mehrfachen Spezialisierungen Veranlassung. So folgt
daraus beispielsweise das riumliche Riickwirtseinschneiden mit Gegenschnitt,
wenn also von dem zu bestimmenden Punkte £ aus zwei durch Q, und @,
~ gehende Strahlen, hingegen von @, eine an das Punktsystem (0 angeschlossene
Richtung nach /> durch Horizontal- und Vertikalwinkelmessungen festgelegt sind..

Bei allen diesen Orientierungsaufgaben wurden nur die tiir die gegenseitige
Orientierung notwendigen Messungen vorausgesetst und wurden iiberschiissige
Beobachtungen und die sich hieraus ergebenden Ausgleichungsprobleme bisher
nicht beriicksichtigt. Wir behalten uns vor, gelegentlich darauf zuriickzukommen.

Anschauliche Ableitung der Azimut-Differentialformel.

Von Dr. techn. Erich Lisbitzky, Bauadjunke in Pras.

Zur Differentialformel  der  Azimute hahen Jie Herren W. Liaska,
S. Wellisch und P, Werkmeister anschauliche Ableitungen gegeben®). Da
derartige Ableitungen zweifellos einen gewissen didaktischen Wert haben, diirfte
vielleicht die im folgenden mitgeteilte Ableitung, die den erwihaten an Einfach-
heit und Kirze zum mindesten nicht nachsteht, nicht ohne Interesse sein.

Sie beruht auf folgendem elementaren Satze der Mechanik:

«Das Moment der Resultierenden eines ebenen Kriftesystems in Bezug auf
irgend einen Punkt in der Ebene ist gleich der ulgebraischen Summe der
Momente der Einzelkrifte.»

Bezeichnet in untenstehender Figur - einen gegebenen Festpunkt, /7’ die
richtige, 7, eine geniiherte Lage des zu bestimmenden Neupunktes, s, diec Ent-
fernung A2, ¢, den genidherten Azimutwinkel der Visur, A2, «¢ die Azimut-
inderung, welcher die Koordinateninderungen <1 und dy entsprechen, so lifit

; AL e —p . : : e, =
sich die Strecke 2, /> einerseits als Resultierende der Krifte /, Q= v und

*} Siche die Jahrginge 190§, 1912 und 1916 dieser Zeitschrift.



