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Uber das Legendre’sche Theorem.

Von Dr. Gerhard Kowalewski, o. &. Professor an der deuischen Cniversitit s Proig,

In der Zeitschrift fir Vermessungswesen habe el vor cmiger Zeit einen
Beweis des Legendre’schen Satzes verdtlentlicht, der mit gerimeem Formelaufwand
zum Ziele fiihrt. Durch einen hervorragenden Fachvertieter (Hevn Kov. Hammer:
wurde ich zu einer Modifikation meines Beweises angeregt, die ihn diber das
Niveau einer blofen Veritikation erhebt. Der Zweck vorliegender Notiz ist die
Darlegung dieses modifizierten Beweises, und zwar unter Ausdelinung aut den
erweiterten Legendre'schen Satz.

Herr Frischauf hat kiirzlich {in Nr. 5 des NIV, Jahrpunges dicser Zeit-
schritt) den Beweis von A. Winkler, den er fir den emtachsten hitlt, aul den
erweiterten Legendre’schen Satz iibertragen.

§ 1. Ziel und Gang meines Beweises.

Der Legendre'sche Satz bezieht sich aul ein kicines sphittisches Prejeck
mit den Seiten a, 4, ¢ und den Winkeln 21 A (0 Koustruiert man mnt des
selben Seiten ein ebenes Dreieck und nennt seine Winkel (wie Legendye
A B, () so ist in erster Anniiherung

A= B=H ("= (.
Es wird verlangt, A A (" genaucr zu approximicren,

Die hiermit gekennzeichnete Aufgabe {dus Legendreselie Problem:
ist gelost, sobald man A4 A" € nach Potenzen ciner Haupnonfinitesimale ent:
wickelt hat, und zwar werden wir wls solche den spliltischien Exzelh /2 bendizen
Die Herleitung von Z-Reihen fur oI /A ¢ st also das Ziel

Den Ausgangspunkt meines Beweises bilden die Glewhunygen
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durch welche die zu berechnenden Winkel A4, /', C' bestimmt sind. Der erste
Schritt besteht darin, die Seitenverhdltnisse 4:2 und ¢:a als Quotienten von
£-Reihen darzustellen. Ist dies geschehen, so suchen wir den Gleichungen (1),
(2), (3) dadurch zu geniigen, daB wir fir 4, A, C' passende £-Reihen einsetzen.

Laft man die auf solche Weise erhaltenen Reihen mit den Gliedern erster
Ordnung abbrechen, so erhilt man den einfachen Legendre'schen Satz. Geht
man bis zu den Gliedern zweiter Ordnung, so ergibt sich der erweiterte
Legendre'sche Satz.

§ 2. Durchfiihrung des Beweises.
Um 6:a und ¢:a in der gewiinschten Form darzustellen, stiitzen wir uns
auf die Arcussinusreihe

: e 1-3 ab
arcsin ¥ = a +-~2---5-‘—§—}—-2.-4 5 3
Danach ist
1 sinfz , 1-3 sinta )
a=(1+2 ---~é--~+2 oy ’sma
oder
a = Wsin a,

wenn wir zur Abkiirzung
1 sinz |, 1-3 sinta
I il SR e i e
PEECT Rl Y e v
setzen. Lntsprechend driicken sich 4 und ¢ aus, und man erhilt unter Beriick-
sichtigung des Sinussatzes
b sinB B c .. sinC B

) dTsnd W aTsind W
Wir brauchen jetzt nur
sindz, sin?s, sin¥,
aus deren Potenzen sich ¥, B, @ aufbauen, durch E-Reihen darzusteilen, um
AU, B, € selbst in solche Reihen verwandeln zu kennen.
Zu einer /i-Reihe fiir sin3z fiibrt uns in einfachster Weise die Schwester
formel des Kosinussatzes (d. h. der Kosinussatz fiir das reziproke Dreieck):
cos A — cos B cos €
R T EmAemt .
Setzt man hier
. A=n— B+ C—E)
und entwickelt cos (& 4+ C — £E) nach Potenzen®) von £, so ergibt sich nach
Einfiihrung der Abkiirzungen
(5) cotA=¢« cotB=48 cotC=y
zundchst folgende E-Reihe fiir cos @

cosa=l—E(ﬁ+y)+—E;(ﬁy—-I)...

*) Man kano sich dabei auf die Taylor'sche Reihe berufen qder auch auf die Formel
€08 (B4 C— E) = cos (B} C) cos £+ sin (B4-C) sin £
und die bekaanten Reihen flir cos £ und sin £,



Daraus folgt aber
(6) sinfa =2 /(f-}-y)— LE(@pt- 233y —1H) ...
Ferner wird
sintr =4 /723 )2,
wihrend die hoheren Potenzen von sina die zweite Ordnung, bis zu der wir
hier gehen, bereits iiberschreiten. Fiir ¥ erhalten wir demnach folgende /- Reihe:

o s o2 2.1 7
(7) =1+ B+t G438 45

2
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Entsprechend lauten die /Z-Reihen fiir 8 und ©.

Diese Ausdriicke denke man sich in (4) an Stelle von A, B, C ecingesetat.
Dann erscheinen 4:a und ¢:a als Quotienten von /:-Reihen, was wir erreichen
wollten, ~
- Nun kommen wir zum Hauptteil unseres I3eweises. Wir versuchen jetzt die
Gleichungen (1), (2), (3) dadurch zu befriedigen, dal wir fiir -V, A € passende
I~-Reihen schreiben. Wir machen also den Ansatz

A=A AL+ Al .
B=hr+ 5L+ b5E4. . .,
C'=C4 C I+ Gy f2
und sehen zu, ob sich die Koeffizienten
A, By, G, Ay, B, Gy -
so withlen lassen, dal den Gleichungen (1), (2), (3) Geniige geschieht.
Bei obigem Ansatz geht die Gleichuny (1) in folgende iiber:

I

(") A AB G D)2y By 4G) . . =0,
Die linken Seiten von (2) und (3) verwandeln sich in das, was die rechten schon
sind, in Quotienten von Z-Reihen. Es wird ndmlich*), wenn wir ' == .- 4

setzen und an die Abkiirzungen (5) denken,
b}
sin ' =sin A - fcos A —-~-sinAd L
: 4
= sin A (1} he—-5 ).
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Andererseits ist
he=A E4 Ay EL. ..,

also
—~— ] 22
}12—-—4 ldla PR

wihrend die héheren Potenzen von /4 die zweite Ordnung iiberschreiten. Dem-
nach wird
: . - -y I
(8) sin A’ = sin 4. {l - Edjad B Adye - ). }
: 2 .

und #hnliche Entwicklungen gelten tiir sin A" und sin ("
Die Gleichungen (2) und (3) nehmen jetzt unter Beriicksichtigung von {4),
(7) und (8) folgende Gestalt an, wobei wir noch die iibereinstimmenden Sinus-

faktoren fortgelassen haben:

*) Hier gilt eine ihnliche Bemerkung, wie wir sie io der Fuflnote auf Scite 2 machten.
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Eine weitere Vereinfachung wird dadurch erreicht, daB man die Nenner
fortmultipliziert. An die Stelle der Gleichungen (2‘), (3 treten dann folgende:

[ 115, Byff — 1 B,® \
{+~tﬁ+ﬁ)} +{+ (B+7)B.p LE .
@) ! T oalp(Pt e ApE 3Py A 5)
: A a_...,!Aﬂ 3
{ 1+A10¢ } [ Ly + )4, e o bt
i+ l WEr e 3pets)
Coy — 1+ G* )
e
{+'tlgi_”) E+{Hﬁ+m6ﬁ el
s 4 + oo (441 + 492 + 38y + 9)
o2 : Ae—141
144, i
{J;H_“ﬁ)}ﬁ# + it P }E*-
o +p(bet +4p 4304 5) ]
Unsere Aufgabe besteht darin, A4,, B, C,, A;, B, C; ... derart zu

wihlen, dafl die Glelchungen (1*), (2%, (3*) erfiillt sind. Dies wird sicher der
Fall sein, wenn wir die Gleichungen zu ldentititen machen, d. h. die ent-
sprechenden Koeffizienten der verschiedenen Z-Potenzen gleich setzen.

Aus den Gliedern erster Ordnung gewinnen wir dann unmittelbar die

Relationen:
. A+ B+ C+1=0,
(BL+9B=(4, + {)e,
(G +Hr=(4 +{)e
Sie sagen uhs, daB die Groen 4, 4, B, + ¢, C, + ¢+ proportional sind zu

L/e, 1B, l/y, also zu tg 4, tg B, tg C (vgl. Formel 5), und dafl sie auBerdem
die Summe Null haben. Ist gun



(9) . tgA+tgB+tgC20,
so folgt, daB jene drei GroBen verschwinden, also

Die ldentifizierung der Glieder zweiter Ordnung in (1%), (2*), (3*) liefert
unter Verwertung des Ergebnisses (10) die Relationen

A,——I—-b’,—{—C‘,::O,
(By + 90ﬁ 90;' )B = (4, +§%a—-9—%y)w

2 l

Sie besagen, daB die drei GroBen

Ayt gp e — 1)
B,+§6(2ﬂ—w-«),
Cs +- 2y -—~a—4§)

proportional zu tg A, tg B, tg € sind und die Summe Null haben. Wenn also
die Bedingung (9) erfiillt ist, sind alle drei null, d. h. man hat

| Ay=go (47— 24)
1
(1) ’Bs=“§6( + e —24),

G =-9]0((z+ﬂ-——2;;)

Nach (10) und (11) kanno man nun schreiben:

( E i
A____.A___Wj..+90 etp+r)—F5e. -
2B F“
12 {B=B—E T ethtn—55h. . -,
. B F E
C'e= C— "j‘ ( +ﬂ+ ) 6}"
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Damit ist der erweiterte Legendre'sche Satz gewonnen. Die Punkte deuten

Glieder von hélierer Ordnung als ZE? an
Die Bedingung (9) lafit sich leicht interpretieren. Sie ist sicher erfiillt,

wenn keiner der Winkel 4, B, C so klein wie E ist.



