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Über das Legendre’sche Theorem

Gerhard Kowalewski 1
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VEREINES DER ÖSTERR. VERMESSUNGS8EAMTEN. 
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Über das Legendre'sche Theorem. 
Von Dr. Gerhard Kowalowskl, o. /i. Professor ;,11 der dl:'111srl1c11 t.:11il'1�r�i1'it rn l'r 1,;. 

In der Zeitschrift für Vcrmcssungswesc11 l1abe ich Yor ('inigcr /cit t�i11e11 
Beweis des Legendre'schen Satzes veröffentlicht, der mit gering:L�lll l·'t1rmclauf,rand 
zum Ziele führt. Durch einen hervorrag-e11dcn Faclwcrtretn (He1 rn E. ,._ ll am 111 r !) 
wurde ich zu einer Modifikation meines lk11·eisrs any;c1·cgt, dil' ihn iiher da<.. 
Niveau einer bloßen Verit1katio11 erhebt. !Jer Zweck vurliegi.:11dvr �otiz ist dt\' 
Darlegung dieses modifizierten Beweises, u11d t:\1·ar unter Ausdel11n1ng au! den 
erweiterten Legendre'schen Satz. 

Herr Frischauf hat kürzlich (in Nr. 5 des XIV. Jahrg:u1g-es dieser ZL•it­
schrift) den Beweis von A. Wink 1 er, den er fi.ir Jen einfachsten hillt, auf den 
erweiterten Legendre'schen Satz übertragen. 

§ l. Ziel und Gang meines Beweises. 
Der Legendre'sche Satz bezieht sich auf ein k 1 eines s1il1ii1 isc/i(·s D1(:i1·(k 

mit den Seiten a., /1, c und den Winkeln A, R, (. h:onsrruiert man mit dl'11-
selben Seiten ein ebenes Dreieck und nennt seine Winkel (wie Lege 11d1 cl 
A1, B', C1, so ist in erster Annäherung 

./J' = A, B' = H, C' :.::::;.: c·. 
Es wird ver 1 an g t, /l', B', C' g· e n au er zu a p p r 11 x 1miL're11. 

Die hiermit gekennzeichnete Aufg-ahe (das f,ti:,c11ilrl''st'l1e P101lle111� 
ist gelöst, sobald man -<"1', B', C' nach Potenzen ci11L't lbupri1dini1e:-;i111:11l' e1it 
wickelt hat, und zwar werden \\'ir ab solche den spli�i.ri�,i:!1en l�xzd.l L hv11ii t;rn 
Die Herleitung von .E-Heihen für „·1', h'', C' ist also da.� /'.iel. 

Den Ausgangspunkt meines Beweises bilden die Glei,·l1u11g·e11 
(1) .A.' + B' ·+ C1 == ,'f, 

Sill r · ) ;, 
(2) sin .rl' ·--

I{ 
Sill c· 

(3) s i ;:;-"·} =' il 



durch- welclt·e die: zu bereclmenden ·Winkel A', }J', C' bestimmt sind . Der er.ste 
Scltdtt b�steh.t .darin, .die $ei1envei:hältnisse b : � und f : a als Quotienten . von 
.E-Reihen · darzustel.len. l$t dies· gescheben, so s�che.n wir dep Gleichungen ( l), 
(2); (3)'-Ciadürch zu ·genügen,· daß wfr für· .11", B', C1 passende E-Reihen einsetzen. 

, L�ßt man die auf solche Weise erha)1enen Reihen mit den Gliedern erster 
Ordnung abbrechen, so erhält ·man clen einfachen Legen�re 'schen Satz. Geht 
man bis zu den' Gliedern zweiter Ordnung, so · er ibt sich der erweiterte 
Legendre'·sche Satz. 

. 

§ 2. · Du,rchfllhrung des Beweises. 

Um b :  a und c: a in der gewüns�hten Form darzustellen, stützen wir uns 
auf die Arcussinusreihe 

. 1 .. ;t":. 1 . 3 -'l"5 
.arcs11r � = m + T. � 3: + 2. 4 · 5 . ". : , 

Danach ist 

a � (' 1 + _I . si n 9a + _!_�_3-
.
. �!!.!.� 

- .2 3 2. 4 5 . 
. ) sin a 

oder 
ti =::;:· � si n 11, 

wenn wir ;i;ur Abkürzung 
l · 2 13 ' ' 

l + � . ��1. _1!_ T' _·_ sm a + = or 
2 3 2· 4 5 . . . . " 

!ietzen. Entsprechend drücken s ich b und c aus, und man erhält unter Berück· 
sichtigung des Sinussatzes 

. b sin B l8 (4) a-= 
sinÄ --�' 

Wir brauchen jetzt nur 
sinlln., sinllb, sin'c, . 

1 ' 

. a,us deren Potenzen sich �. �. (it aufbauen, durch E-Reihen darzustellen, um 

�. · �' Q: selbst in solche Reihen verwandeln zu können. 
Zu eiuer E-Reihe · für sinila führt uns in einfachster Weise die Schwester· 

formel des Kos
.
inussatzes (d: h. der Kosinussatz für das reziproke Dreieck): 

Setzt man hier 

cos A - cos B cos C 
cos a =-.:.. sin B·sin �---

. . A = ;w; - (B + C - .E) 
und ·entwickelt c-0s (B + C- E) nach Potenzen•) von E, so ergibt sich nach 
Einführung der Abkürzungen 

(5) cot A = a, c�t B __: ß, cot C = r 
zunächst. folgende E-Reihe für cos a� 

E• cosa =·1-E(ß + y) + 2 (ßr-·· 1) · · · 
·------ . 

'k · *) Man kann sieb dabei au( die Taylor' &C"he Reibe berufen qder auch auf die Formel 
COB (B+ C- E) ·:-·eo• (B+ C) cos E+ sin (B-j- C) sln E 

1111d dit bekataten Rtlbtn fllr COI Jl und llll E. 



Daraus folgt aber 
(6) sin2n = 2 .E ((3 + /') -- EB (/3� + ;1� -1- 3 ß ]' - 1) ... 

Ferner wird 
si n 4a = 4 R 2 (ß + y) 2 • . .  , 

während die höheren Potenzen von sin:ia die zweite < >rdmmg, bis zu der wir 
hier gehen, bereits überschreiten. Für � erhaltea wir dc�mnach folgende F Heihe: 

(7) l� l� 2 ar 1 + � (ß !- ) 1 - � 'J9 L 4 ., ' .... f.I + 5\ u = 3 - Y -- j()" (4 !.;• T i'- T ·' 1' l' , 1 

Entsprechend lauten die EHeihen für � und lt. 
Diese Ausdrücke denke man sich in (f) an Stelle \'Oll m-, \8, CS cing·e�clt.t'. 

Dann erscheinen b: a und t: a als Quotienten von E-l�eihcn, was wir erreichen 

wollten. 
Nun kom men wir zum Hauptteil unseres Beweises. \Vir versuchen jetzt die 

Gleichungen (1), (2), (3) dadurch zu befriedigen, daß wir für //', R', c:· passende 
E- Reihen schreiben. Wir machen also den Ansatz 

A' = A + A1 E+ A�E�. 

B'=B+B1Ji,'+B9L:.:". 
C'= c+ C�E+ C2Et. 

und sehen zu, ob sich die Koeffizienten 

A., EI, l�, A9, H2, c:� .. 
so wählen lassen, daß den Gleichungen ( 1 ) , (2), (3) ·Genüge geschieht. 

Bei obigem Ansatz geht die Gleichung (1) in folgende über: 

( t •) E ( A 1 + B 1 - t- C1 + 1 ) -!- E 2 (.A � + B t + l�) . . . = 0. 
Die linken Seiten von (2) und (3) verwandeln sich in das, was die rechten schnn 
sind, in Quotienten von E-Reihen. Es wird nämlich"'), wenn wir A1 = A + h 
setzen und an die Abkürzungen (5) denken, 

lt� sin .A' = sin A +lt cos A - �- sin ./1 
,,� 

= sin A · (1 +lt a - 2 ... ) . 
Andererseits ist 

also 
fi'J. = .A1�E2 . • •  , 

während die höheren Potenzen von h die zweite Ordnung· iibernchreiten. Dem-
nach wird 

1 ' 
(8) sin A' = sin A · { l + E.:�1 a + E� ( A2 « -- 2 ./1, \!) . . .  } , 

und ähnliche Entwicklungen gelten lür sin B' und si n C'. 
Die Gleichungen (2) und (3) nehmen jetzt unter Beriicksichtigung von (4), 

(7) und (8) folgende Gestalt an, wobei \\'Jr noch die übereinstimmenden Sinus­
faktoren fortgelassen l�aben : 

*) Hier fllt eine ähnliche Bemerkunf, wie wir &le iu der Fußnote auf Seile 2 m. et.teil. 
, 



. Unsere' Aufga.be �,besteht da.rin, Al,: Bi.,. Cl., A2, B.i, t2, • • • derart, zu 

.wählen, d·aß di·e Glekhungen (l•), .(2*),·(3•) ei-filllt sind. Dies wird sicher det 
� · Fall sejn,, wen·u 1. ·wi[ die G leicliungei1 . ztt · Identitäten mach.en, d. }). _die ent-

, \ \ . 1 1 "\ " ' f 
sprechenden, 'Koeffi.zie'rit�'n- d

.
er verschieden�� .E-Potenzen gleich setzen„, 

Aua den Glieder:n ·erster Ordnurlg �winnen wir dann unmittel'bar die 
· R�l»�tic»n�n ·: ' 

:'. ;� 
,A1 + 81 + Ci: + J = O, i . (B�.+ t.)ß.== (A1 + t)�, ·J. , ' 

. . . . . (C1 , ;V�+� y . . .:.· (41 + t) cc. ( 1 • 

sfe: �Ilgen qhs,. '
d�B:.:di�: y�öQ

.
en

'
A1'-'7.!, Bi+ :j-, .c1 ..Pl. propottional siqd iU 

1 /�;" l�ß,l/'J'1''. �l�o �\l t�.�,!gB:tg.'C(vgl. For�;eJ 5), und daQ sie· außerdem 
4i• -�sumziie: -NiaU ·l}�beu:. 'llt. uu'� •· ' .. ' . . „. ' ' . · 



(9) . tg A + tg ß + tg C � o, 
'. 

so _f?lgt, daß jene drei (iröllen verschwinden., also 
. · .  Cl 0) . Ai � Bi = C1 = - t· 

5 

Die IdeIJ1ifizierung der Glieder zweiter Ordnung in (l *), (2•)1 (3*) I.icfert 
unter Verwertung des Ergebnisses ( 10) die Relationen 

A1 + B1 + C1 = 0, 
) 2 1 2 1 

(B, + 9oß-9or) ß = (A. + 9oa-9or) a, 

2 . 1 2 l 
. (C. +gor- 90ß) r =- (Ail + 90a- 90�) a. 

Sie besagen, daß die drei Größen 
1 A. + 90 (2 IX � ß � y), 
1 

Bj + 90 (2 ß -1' - ix), 
l Cs + 90 (2 r - (t - ß) 

proportional iu tg A, tg B, tg C sind und die Summe Null haben. 
'die Bedingung (9) erfüllt ist, sind alle drei null, d. h. man hat 

( 11 ) 

.( . l 1 A, = 90 (ß + I' - 2 a), 
1 . 

ll B,=90 (y+'•-2ß), 
. 1 

C1=90(a+ß-2y). 

Wenn also 

Damit ist der erweiterte -Legendre'sche Satz gewonnen. Die Punkte deuten 
Glieder von höherer O rdn1tJ,1g . �Js fi'A an. . 

Die Bedingung (9) läßt sich Jekht interpretieren. Sie ist sicher erfüllt, 
wenn keiner d�r Winket A . .B, C �Q klein wie E ist„ 


