Paper-1D: VGI_191719

Uber die Potenzreihen zur sogenannten “geodétischen
Hauptaufgabe“

Lucian Grabowski '

! k. k. Technische Hochschule in Lemberg

Osterreichische Zeitschrift fir Vermessungswesen 15 (9-10, 11-12), S. 133—-139,
198-208

1917

BibTeX:

@ARTICLE{Grabowski_VGI_191719,

Title = {{\"U}ber die Potenzreihen zur sogenannten °‘geod{\"al}tischen
Hauptaufgabe“ ‘},

Author = {Grabowski, Lucian},

Journal = {{\"O}sterreichische Zeitschrift f{\"u}r Vermessungswesen},

Pages = {133--139, 198--208},
Number = {9--10, 11--12},
Year = {19173},

Volume = {15}

}

L



133

einer Fliche auf einer anderen. Mittels dieses Gesetzes und der Aufstellung der
Beziehungen zwischen Urdreieck und Hilfsdreieck konnten auch die Grundlagen
einer anwendungsfihigen Lehre der Kartenprojektion geschaffen werden. Eine
Reihe von dazugehorigen Arbeiten wurden in verschiedenen mathematischen
Zeitschriften sowie in den Anmerkungen zu den Heften Nr. 177 und 184 von
Ostwald’s Klassikern verdffentlicht, deren beifiillige Aufnahme in Fachkreisen
ihn zur Abfassung seines im Stile des groflen Gaul} gehaltenen Lehrbuches der
l.andesaufnahme und Kartographie (Stuttgart 1913) veranlaten. Hier erfuhr die
in der Gaul¥’schen Abhandlung der «Untersuchungen iiber Gegenstinde der
héheren Geodisie»> entwickelte Theorie cine fiir die Anwendung nach Moglich-
keit vereinfachte Ausgestaltung, so daB nunmehr das G aufB’sche Verfahren der
Berechnung trigonometrischer Vermessungen nicht nur als das genaueste erscheint,
sondern auch durch besondere Kiirze und Bequemlichkeit sich auszeichnet. Dieses
Lehrbuch, dessen sorgfiiltig ausgewiihlter Stoff in seiner eigenartigen Behandlung
die Sicherheit des Mathematikers bekundet, kront Frischauf’s wissenschaftliche
Titigkeit, die sich in fast 50jihriger Bemiihung in geoditischer Richtung nicht
minder erfolgreich bewegte, als auf mathematischen und astronomischen Gebieten.

Damit hat aber Frischauf seine wissenschaftliche Titigkeit noch lange
nicht abgeschlossen. Nebst mathematisch-geoditischen Beitriigen in verschiedenen
Zeitschriften beschiiftigt sich der Jubilar in letzter Zeit mit einem Ergiinzungs-
bande zu seinem Lchrbuche, worin namentlich die Kartographie, aber auch die
Landesaufnahme theoretische und praktische Bereicherungen erfahren werden.
Mit groflter Spannung darf die geodiitische Welt dem Erscheinen dieser Nach-
trige entgegenblicken. Moge es dem hochverehrten Jubilar vergdnnt.sein, nach
Wiedereintritt ruhigerer Zeiten nicht nur die Herausgabe des 2. Bandes seines
hervorragenden Lehrbuches in voller Riistigkeit zu leiten, sondern auch in arbeits-
froher Gesundheit noch lange Jahre im Kreise seiner Familie der Ruhe zu
geniefen und zum Besten unserer Wissenschaft zu wirken!

Uber die Potenzreihen zur sogenannten , geoditischen
Hauptaufgabe“.

Von Prof. Dr. L. Grabowski in Lemberg, k. k. Technische Hochschule.

1. — Wenn auf dem Umdrehungsellipsoid von einem Punkte in der geo-
graphischen Breite ¢, eine geoditische Linie ausgeht in einem gegebenen An-
fangsazimute ¢,, so konnen die drei Verinderlichen: die geogr. Breite ¢ des
laufenden Punktes dieser Linie, seine vom Meridian jenes Ausgangspunktes ge-
zihlte geogr. Linge 2 und das Azimut e der Linie im laufenden Punkte, als
Funktionen der einen unabhiingigen Veriinderlichen: der linearen Linge des
durchlaufenen Bogens s betrachtet werden. Jede derselben lifit sich also nach
Maclaurin’s Satz durch cine Reihe nach Potenzen von s darstellen, welche, da
es sich in den geoditischen Anwendungen stets nur um verhiltnismifig geringe



Entfernungen und dabei nicht um die Umgebung des Poles handelt, auch immer
konvergieren wird, und von welcher in der Regel einige wenige Anfangsglieder
ausreichen werden. Die Aufgabe besteht nur darin, die analytischen Aus-
driicke fiir die Koeffizienten dieser niedrigsten Potenzen von s zu finden, diese
Koeffizienten also als Funktionen der Ausgangsbreite und des Ausgangsazimutes
darzustellen.

Solche begrenzte Reihen fiir die drei abhiingigen Veriinderlichen sind (seit
Legendre, 1806) mchrfach von verschiedenen Autoren, mit verschieden weit
getricbener Anniherung, angegeben worden, u. zw. teils in der Absicht, damit einc
Form der Lisung der segenannten «geoditischen Hauptaufgabe» (Uebertragung
der geogr. Koordinaten) zu liefern, teils auch zu anderen Zwecken (z. B. sind
die Anwendungen auf dic speziellen Fille ¢, = 0 und «, = 4 90° von Wichtig-
keit fiir die Theorie der Soldncr'schen Koordinaten).

Helmert hat (Hoh. Geod., I. Bd., 1884, S. 298) diese Reihen in einer fiir
die meisten Fille ausreichenden Anniherung gegeben. Er geht bis zur 3-ten
Potenz von s einschlieilich, vernachliissigt indes schon bei s* die mit dem Faktor
£ behafteten Bestandteile des Koeffizienten (¢ die l.aplace’sche «Elliptizitiits;
sie kommt natiirlich nur mit geraden Exponenten vor), die mit & behafteten
sogar schon bei s%. Das Glied 4-ten und das 3-ten Grades jeder der drei Reihen
gibt er somit nur rein sphirisch. Am weitesten hat Jordan die Anniherung
getrieben: er gibt in der 3. Auflage (1890) seines Handbuchs d. Vermessungskunde
(S. 391—392), fiir jede der drei Veridnderlichen, die Glieder bis zum fiinften
Grade von s vollstindig, von den Gliedern sechsten Grades noch die sphiirischen
Bestandtede. (In der 4. Auflage sind die Entwicklungen wieder beschrinkter.)

Die Ausdriicke der Koeffizienten miissen durch sukzessives Difterentiieren
der bekannten Ausdriicke der drei Differentialquotienten erster Ordnung gebildet
werden. (Helmert und Jordan geben sie als fertige Resultate, also ohne die
analytische Rechnung im Einzelnen vorzufihren.) Es bezeichne « die grofie
Halbaxe des Ellipsoids, ¢ die Exzentrizitit der Meridianellipse, f den Kosinus
des Exzentrizititswinkels derselben, also f*=1—¢? ¢ die Tangente dieses

e . ~qye T ] R R .
Winkels (die «Elliptizitit»), also | - &* =j”’ ferner W= YV1 — ¢%sin?p. Wir
.sctzen ferner zur Abkiirzung

cos « = §, sin « = 1,
sowie
£Cos g = g, tg ==~

Die drei Differentialquotienten erster Ordnung sind dann

) H sec g " de 0%
ol s ) asr __Wsecop
ds af™’ 2) ds a (e 3 ds a

Wihrend man nun z. B. die Gleichung (1) ein Mal um das andere differentiiert,

) ] e AV  da P ..
tauchen immer wieder die Faktoren s . s und (in"den héheren Derivierten) _{?
[£ > [4



auf, die man bestindig wegschaffen muB mittels der Substitionen
dW we
| B

as

Die Ausdriicke hoherer Differentialquotienten werden bald von einer Linge
und Kompliziertheit, die es schwierig macht, bei der weiteren Difterentiierung
eines solchen Ausdrucks die Uebersicht nicht zu verlieren und keine Unterlas-
sungen zu begehen. Die von verschiedenen Autoren angegebenen Reihen stimmen
denn auch (in den hoheren Gliedern) miteinander nicht iiberein, was natiirlich
nur auf Rechnungsfehlern beruhen kann**). Diese MiBstimmigkeiten bezeugen
offenbar, wie umstindlich und uniibersichtlich das Geschift des Differentiierens
sich gestaltet, sobald man in etwas hihere Ordnungen gelangt ist.

Es scheint mjr deshalb niitzlich, eine allgemeine Formel herzuleiten, welche
anzeigt, wie aus dem Ausdrucke des z-ten Differentialquotienten von ¢, i oder
« der Ausdruck des (x4 1)-ten Differentialquotienten entsteht. Wir werden in
den folgenden Paragraphen fiir jede der drei Verinderlichen eine solche Formel
aufstellen. Hat man einmal eine solche Formel, so reduziert sich, auf jeder
Stufe, das Geschift der Differentiation auf bloBes Einsetzen der bereits von der
friilheren Stufe her bekannten Zahlenwerte der Koeffizienten der einzelnen Glieder
in die Uebergangsformel.

g*t%), (3), (1).

2. Formel fiir die Differentialquotienten der geogr. Breite. — Der Ausdruck

des n-ten Differentialquotienten der geogr. Breite besteht allgemein aus dem
Jn+2 _ _
Faktor ——— und einem homogenen Polynom #-ten Grades in § und. %:

anfg

n Wn+2 e : R % X
(4) f(;;cg a1 [C‘u) VB PE L O 'i"] ;

in diesem Polynom ist der Koeffizient bei & 5*—" wieder eine ganze (im allge-
meinen nicht homogene) Funktion der beiden Griofen ¢ und #*) mit rein
numerischen Koeffizienten, so daB wir schreiben kdnnen

(+) W =F (1), 4't"
ik

indem wir mit (), den Zahlenkoeffizienten bei ¢‘7* in dem Ausdrucke von ¢

bezeichnen. [Wihrend wir der Allgemeinheit wegen den Summationsindices 7, £
alle Werte O, 1, 2, ... oo zuschreiben, besteht in Wirklichkeit die Summe (4')

immer nur aus einigen wenigen Gliedern, indem die Koeffizienten (:f)‘.k fiir die
meisten (oder selbst fiir alle) Wertepaare 74 gleich Null sind.]

. W —e*singpcosg o
*) Dies folgt sofort aus ekl PE At S ek

" % 5o wenn mao (1) einsetzt und statt
[ [

sin = cos 7 schreibt cos? 7 tg 7.

##) Helmert hat bereits mehrere solche I'ehler in den Angaben frihererJAutoren aufgedeckt
(Héh. Geod., I. Bd., S. 300); ich finde aber solche wiederum in den (iiber Helmert hinausgehenden)
IFormeln von Jordan. Vgl. in der Fortsetzung des vorliegenden Artikels Schluflabsatz des Para-
graphen 8.
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Was wir soeben iiber die Gestalt der sukzessiven Differentialquotienten der
Breite behauptet haben, verifiziert sich fiir » =1 unmittelbar; daB} es dann auch
fiir jedes 2 gelten muB, lehrt die spiitere Formel (8) durch Induktion von
auf 2 - 1.

Wir wollen nun die Gleichung (4) weiter differentiiecren. Zu diesem Zwecke
bilden wir vorerst den Differentialquotienten von ¢‘¢*: wenn man hiebei die Fuil-

S . : . W - :
note®) beriicksichtigt und in {I) die Relation = 1 -} ¢2 einfiihrt, findet man

leicht

(5) (;i =2 [/»qf’"‘+ (b—d)gt bt g P2 - (k—2)g' T2 "*']t

Da Ausdriicke von iihnlichem Bau, aber noch gréflerer Ausdehnung, im Folgenden
hiufig vorkommen werden, werden wir in den Formeln, um der Linge nach
g ’ ) g
Raum zu sparen, eine abgekiirzte Schreibweise gebrauchen, nimlich (wenn /,
irgendwelche ganze Zahlen sind) setzen
4
] ' ) -
l—m=1,, !+1=/, l+2=0 (]11’”’—/ .
e
Aus (4) und (35) folgt, unter Benutzung dieser Schreibweise,
d W« z ‘ FAA Ty
) __ g\ﬂ(n) IL. SN Rytad iy PO
—_—V ! = — ) i - AFIEE T AFESY
RS e O TR ARl
L.A

as
und da anderseits
() = ”"(_ pE =L SR L g =),
ds a

so ergibt sich fiir den Difierentialquotienten cines jeden Gliedes der Klammer in (4)

) d, e .
(6) J; (C‘;) by I]" - ') =
=E[—r§"—1,‘"~r+-’.“(”) L el gn—r N ("’) l,{n_- A—}—u —;—L —}-L “l]
a 7-"‘7 ke TS ! ‘,-,' &y a "k
Damit und mit dem Differentialquotienten des Faktors vor jener Klammer,
d lW"+-’ wwe+s 2
dsUCanfr V= " a2 T
. . . * . . . e e
bilden wir leicht den Differentialquotienten des Produktes —7/-.— o g
Wir finden
" n1£2 o [+
(/) {;T/" +f‘; MZ ( - J,, C\" or ,])l ——r’ p—
/ ds\ a"f*
7]
— fr—tgm—r42,N (" gty g it = “z
— g’ ))u r ’H)‘(I’) + )‘ l ’)'L(k ,{ _l_”rk‘—'_k -*—:{’ ﬂ
LY 1

#*) Um nicht mit vielen verschiedenen goniometrischen Funktioncn der Dreite zu tun zu haben,
werden wir (wie es zuerst Jordan getan hat) andere als cos und tg vermciden, indem wir gegebenen-
falls z. B. statt sin schreiben cos - tg und statt sec® schreiben 1 -|- tg>.
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Indem wir nun hierin sukzessive » =0, 1,2, ..,z setzen und summieren,
ergibt sich die gesuchte Formel fiir den (# <4 I)-ten Differentialquotienten der

Breite:
an—}-lfz dﬂ-*-l‘p_
(8) I,Vu +—3ﬁ a,s"+l §EO

i,k

f
|
b (=l fo B0, o+ b i

F e =35 ot B0, (b Hatm g =) L

len—1 2 [ AN " ’ N “ ) ] ) Z »z,“ g f,“) ]
L -’(n),',.-/u”’;,-f:(u—z ,-L(’I"AlTA"*'“/c'“l"lkl“}‘k' T [‘}'
L gt S BiG G B0 —_L)l
gn—1,0 [ N (7 (/{ ¢ d gz‘: s “if»’\
i Lo \ 7(1), by Fopat /,{’1 SIS o .é‘) :
3. Numerische Anwwendung. — Wir wollen jetzt an der Hand der erhal-

dtp dig d‘rp db@ e
Tt g st e wirklich ausrechnen.
Die Gleichung (1) kann man, wie der Vergleich mit (4) und (4‘) zeigt, auch mit
den Worten ausdriicken, daﬁ

(9) (1) =1

/00

tenen Formel die Differentialquotienten

ist, wihrend alle anderen (;), verschwinden. Um den zweiten Differentialquoti-

enten zu bilden, ist in die Formel (8) » =1 einzusetzen (die letzte Zeile der
Formel wird also in diesem Falle zugleich ihre dritte sein). Die Formel (8) gibt

dann [ \
aif? dig Iy 0
W e T (l)oo' 1
aol I\ (5E2)
g + s '201 + (1)00' (—— 3¢lf)}y

also, indem man den Zahlenwert (9) einsetzt,
a2 acg, 2.(_,2) 2 o,(_ ,%)
-W* dsq‘-‘é n 1 +§7? 31 p
Dies kénnen wir auch so aussprechen, daB

Bt B=—>

/’
wihrend alle iibrigen (;‘) gleich Null sind.

ik
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., dd . T, )
Um weiter W‘f zu bilden, setzen wir in die Formel (8) =2 ein, und
erhalten

v 2, 2, (2 {,0 0 2 2
{;Va‘ EZ —_9"3“'{"2‘,2)._,12 + (0)0,(1 o t35F! b’_3ﬁé’)}+
. 2\ [, 2 2 4 4
+§3"°{ 2 15—15+1% 32)};

wenn man die Zahlenwerte (10) einsetzt und in der ersten geschlungenen Klammer
die gleichnamigen Glieder zusammenfalt, so findet sich, daB

[mf—uﬁ
a3 ()=
l :

20
Setzt man in Formel (8) # =23, so gibt sie

==
).=°

alfiate
We dst =
=& { o (?)oo(l) o (‘1),)02% T— (?)20\% o (?)222‘} +
( 5 2 \
— 3(3\) 0? o 3(3)22; o 3(;)107 o 3(5)12{;
Feed 40,7 s+, e e+ 2 -33)
)07 =77+ 0,27 + 25427 —53) |
3 2 4 3\ (.2 2 4 4\ )
TR (3:)90(_ QT —7 1 ) T GLJZT + 03 T ZT — 33) !
B[ 0d =98+ ), 2% o} 38 —79)

d. h., nach Einsetzung der Zahlenwerte (11),

Q) 3 H




139

SchlieBllich setzen wir in (8) # =4 und erhalten

s
T ods
ol 3o, 3 o) 3ol 30§ =0, 3
B B o P R P
[ O D B
C—1(3) 5 —4() o) 3 —od) 343
o e |
-(3), (F1d+5-78)+ () E+si+sr—sd)|
QEATE RS e
BT o
P o IR
) (b ) (] el sad ot

woraus nach Einsetzung der Zahlenwerte (12) hervorgeht, daB die Koeffizienten
Sha
(,,) sind:

ik

=3, )M= 15 ( )m= -8 (), =-¢0, ( )M= —60
7 (),=-v ( )= ( )“= 96, ()“= 90 =12 ),,= —12
=u5 | () =60 ()n= —0s, () =0 =
:(

(Fortsetzung folgt.)

Fachgruppe fiir Yermessungswesen

im Osterreichischen Ingenieur- und Architekten-Vereine in Wien.
(Fortsetzung und SchluB.)

Dadurch wird bewirkt, daB das Gefille so oft, als es erforderlich ist, be-
obachtet und die von der oberen Nullmarke abweichende Lesung beim Einstellen
der unteren Zieltafel entsprechend auf der Nullmarke beriicksichtigt werden kann,
wodurch der Fehler eliminiert wird. Um genaue Distanzregistrierungen zu erhalten,

ist zunidchst die Rektifikation des Instrumentes durchzufiihren.

Diese geschieht

wie bei einem gewdhnlichen Universal-Nivellierinstrument, nur ist darauf zu achten,
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falls ganz ohne Zwischenschaltung, auch selbst ohne Anblickseinschaltung, wie
. sie dann fir 7°1 erforderlich ist, auskommen will; die Tafel ist fir 7’1l nur
weiter auszudehnen als fir 7’1 dort bis zu / etwa = 4 2, hier nur bis zu
etwa 2,5 ), kann hier etwas unbcquem erscheinen, weil auf der rechten Seite
des Ausdrucks fir £ nach (23) % selbst vorkommt. Indessen ist dies nicht von

~

Bedeutung, weil fiir ; stets eine nicht sehr weitgehende Néiherung fir £

geniigt. So ist z. B, wenn fiir ein bestimmtes Fernrohr gefunden sein mag:
+=10,20, ¥y =100,35, 5=17,50, d. h. also

£=0,20 + (100,35 — —

die unmittelbare Aufstellung der £ fiir die runden Grundwerte von /= 0,20,
0,30, 0,40, 0,50; 1,00, 1,50, 2,00, 2,50, 3,00 das Werk von zwei Minuten. Man
findet mit einer auch fir 7 1 mehr als hinreichenden Genauigkeit:

/= 0,20 030 040 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00

)

[ =20,10 30,13 40,17 50,20 100,38 150,55 200,73 250,90 301,08
3 4 3 i8 17 18 17 18

und der Verlauf der unten angesetzten Differenzen (in ¢» und von den Metern

absehend) zeigt sofort die Moglichkeit linearer weiterer Einschaltung, am ein-

fachsten mit der Addiermaschine. So ergeben sich z. B. fiir die ¢#-Dekade in /

zwischen /= 0,40 und /= 0,50 die beigesetzten Werte £ mit Sicherheit gegen

Fehler nicht iiber | ¢z, also abermals—fiir 7’1 mehr als hinreichend genau:

/[=.... 0,40 0,41 0,42 0,43 044 045 0,46 0,47 0,48 0,49 0,597-7;-;

E=....40,17 41,17 42,18 43,18 44,18 45,18 46,19 47,19 48,19 49,20 50,20 .. ..

Die Herstellung der vollstindigen £-Tabelie von /= 0,10 bis /= 4,00 mit
dem Intervall von durchaus | em ist in einer halben Stunde bequem durchzu-
fihren. Die vorstehende Zeile dieser Tabelle gibt dann z. B. fir /= 0,476
(bei 71) nach Anblick £= 47,79 (iibereinstimmend mit der hier zur Probe

17,50

angedeuteten unmittelbaren Rechnung % =0,20 4 (100,35 — 178
0,20 + (100 + 0,350 — 0,366)-0,476 = 0,20 - 47,60 — 0,01 = 47,79). Vergl.
zur Berechnung der £ beim Wild'schen Fernrohr auch Eggert a.a. 0. S. 758

und_mein Referat in der Zeitschr. f. Instrum. 34, S. 259, 1914.

)-0,476 =

Uber die Potenzreihen zur sogenannten ., geod:tischen
Hauptaufgabe“.

Von Prof. Dr. L. Grabowski in Lemberg, k. k. Technische Hochschule.
(Fortsetzung und SchiuB.)

4. Formel fiir die Differentialquotienten der geogr. Linge. — Der n-te
Differentialquotient der geogr. Linge hat allgemein die Gestalt

d"d W™ sec
(14) ) e = i [C('.l) g0 + c('l')gl Uil ,}_ C(g) g2 -2 4., + (;(;:) b 120] :
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wobei ¢™ eine ganze Funktion der beiden GroBen ¢ und 7 mit rein numerischen
Koeffizienten ist, sodal wir schreiben konnen

(14) o =), 2'* ‘E("),,, %5
0k
Um den Ausdruck (14) zu differentiieren, haben wir erstens, wie man leicht
findet,
d (Wrsec o W"'Hsecq) [ y q]__ W"+lsech,_(0 2
ds( a” ot +1 El1(1+¢%) —ng®t =31 5 T—HIT)

zweitens haben wir fiir den Differentialquotienten eines jeden Klammergliedes von
(14) den Ausdruck (6). Damit findet man leicht

(15)

o 1 d(W”seccp
IW»+1lsecop ds

C(:) gr ,;n — r)

aﬂ

__ _tr—1 n——r+.’. N ”) z r-+1 n-—r (”\ (b,i RN ’ L {: Tf:
= " 'h( ,{,"l‘g E 7’):‘1; /kl—r-k,—{.—n,k‘—]—kk + % " 7))

[R

Indem wir hierin sukzessive »r =0, 1, 2, . .. » setzen und summieren, er-
halten wir die gesuchte Formel fiir den (# -+ 1)-ten Differentialquotienten der

geogr. Linge:

a® +1 an+1)

(16) W"+ISCC-$ ash+1 ==
— go " +1 { ] } +
i | i Y
| g { gz +‘().k(k‘/;““‘“?“z“+'%"—”17;l)}+
gz,],._l{ 3 +2() (k A +nk,+/e STy nlk)}—]—
ik 6,k
" ' z'u
_l_gn—lnﬁ{ n .kb‘—'_zk(fl—z)'k(kETk —|—3k,—f—l' —}—é ﬂlk)}—f—
P) ‘u
. { ‘_S_“k(”f ) (k;;—{—k—l—z +k —|—k rz,k)}—|—
n z ) Z — s g
+§"+1'1°{ _k(n,)n.- (kz:+k‘+1?‘+k}:+h_”‘?‘)}'
5. Numerische Anwendung. — Um nach dieser Formel die Differential-
quotienten —2; E‘E ... auszurechnen, ist davon auszugehen, dal nach Gleichung (2)
ds?’ ds3’
1
» =1
(7 (0)
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ist, wihrend alle ibrigen (,1.),,‘ verschwinden.
so gibt sie

02

W2secq ds?

EW,

mit anderen Worten, es ist

(18)

f

& . 2 .
wihrend alle sonstigen (,.)“‘_ verschwinden.

=

01

p—

nN=2a,

Setzt man in (10) so ergibt sich

2

a a3l
Wésecop dsb + &’
+§2r1‘{

(.o

nach Einsetzung des Zahlenwertes (18),

(o)==

d h,

h_ gl,zl{(g‘)m_ ,0

(5)00—2 ('

Setzt man in Formel (16) n=1,

ol _
=

1), 2+

+33+5+07)),

2 — 6
\ 2

.
02|

(2M Hw+2

|
(19) |
Tleh=
Die Substitution z=3 in (16) liefert
(14 447
Wisecq dst —
(
= gty iy )oxln ( o
- (0li (2 ? + 6 -k 2
+ & @)o(”%—%}) . (3)
e | ( ‘
| ek

mithin, nach Einsetzung der Zahlenwerte (19),

\__ﬁ__d

(= e | o B
& (s
\ lgh=—t



d.

(

(21) {

SchlieBlich setzen wir in (16) » =4 und erhalten

ab as 2
Wosecp ds®
- : 0 (4 2
—e {0,900 6,3+
0 0 2 4 )
—3(3), 5 —3(3),,2 —3(s), 5 —3(5), 3
bt (0, (8408 EsE) ) 6070 5h o)
N S
4 (0, .0, 28 _2 0,0 \
9,653+ 323+, 6§03 o3 )
o]+l Bt d et r,
4 4 6 6
|+ Grd |

h., nach Einsetzung der Zahlenwerte (20),

o 2 H
(0.=% (),=2 | ()=-8 (),=-10 () =-20 |
(),=¢ (=6 (), =08

0
| o,
| Q== O )().,,=o. ()=
| 0 .

6. Formel fiir die Differentialquotienten des Azimutes. — Der n-te Diffe-

rentialquotient des Azimutes hat allgemein die Form

(22)

dna T

V‘H{S;I’ -

[(.(g)goqn + C(r;);‘x,]n -14 c(;) epr—24...+ C(”:)gu ,]0],

wobei €% eine ganze Funktion der beiden GroBen ¢ und 7 bedeutet:

¢ m =) i =N(") 2
22 o =3 =320

Der Difterentialquotient des Faktors vor der Klammer in (22) ist

W W, 2
ds( )—_—(VT*'TE.”VIV’

verbindet man dies mit dem Ausdruck (6) fiir den Differentialquotienten eines
jeden Klammergliedes, so findet man leicht

(23) ”/n—{-l dS

=

an+1 d ([,Vn

aN

C(:) gr ,nn — r) =—

a— 73 ,{:
L1 L8

g,_n,ln—.w,\‘() ’+~r+1»,»—"‘(:‘)' (:{b»—{-ﬂ.—f—n, Gaie w+x )
= \r.
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o

Indem wir hier sukzessive » =0, 1, 2, ..., # setzen und summieren, er-
halten wir die Formel fir den (# + 1)-ten Differentialquotienten des Azimuts:

(24) ORI i
R E
= e =3[ % I+
e {—E°(2) #+3(0, (et gt by b= ) } +

i 1 £ e 4

S ‘_k(/vzl+/.,+1,¢,.+/,z;+/c, nk,)

w1 N (7 K IR LAy m‘fl)
+§ ,)0 s ﬂ)ﬂ. (l by + Al,{:t }-kk —I— /‘ ” kl

V. Numerische Anwendz‘e;zg.' — Wir wollen jetzt hiernach die Differential-
. de d3« : : 5
quotienten L (—l,;g, ... ausrechnen. Die Gleichung (3) besagt, wie der Ver-
[ZA S/

gleich mit (22) und (22‘) zeigt, dal

(25) (o), =1

ist, dagegen alle anderen (3)lA gleich Null sind. Setzt man in Formel (24) # =1,
so gibt diese

el (5422 o)

d. h., nach Einsetzung des Zahlenwertes (25),

A= (=2

wihrend alle sonstigen (f)ﬂ'_ gleich Null sind.



Die Substitution # =2 in (24) liefert

o [ B B B G
(0),=~1 2h=2 (2h=0
Setzt man in Formel (24) » = 3, so ergibt sich
at dia
Wt dst T
(—2(6), 5 —2(3), 7 —2(3), 5 —2(3),
Sew |, (44543524 (8) g 030t o) |
+(), G res+5-4) ]
[ B (srey+s—23)+ (), byteg+egrof))
ol ) (Broked-sd |
+(), G-2x+v—3) ,

' (1) ()
(o=t (== (=2t ] ()o=5 ()= (),~2
@) () =2 ()= ()=s ()=5
()=t ()= (=3 (),=1
\ (Jo=—t (),=2
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a? die
W dss
= ={l, (0,5 (0,8 -0, F-0), 5 0, 10,3+
( 0 .4 O 0 2 4 4\ 4 3
o8 -0, 5 o), 2 o), § o), o), § o), § o) 3 o). 3
N LR I S P TR P )
T LT e ), e e et )
‘20 ; /o3 . 5
L (), —e) (), e g ef —eg)
( ‘ ; ‘
(o), (17— 41)  6), T+ a5 2T —25) + (4) (1§ 4 55 +45 +0f))
cod FOLEo (] 215 et —ed) O
[ |
b lmt ot ) fod o4l —od) |
( +(§),.,(—5£1i"10'?‘) + (%B (2%”3% “E"S%) J

29)¢ (),=2 (),=»

was nach Einsetzung der Zahlenwerte (28) die Werte der Koeffizienten (i).wie

- 1k

folgt ergibt:

0 () &)

O.=% Q=2 O=2 (),=-5 (),=-m, (),==z0 (),=61 ()=1280 (),=12
()= ( ), =104 f ()= () =4

O ()= C(,=3% ()=

1 ( )“z 14, ()”= —144 | ( ).,.= 100, ( )&= —96
(i (e

o o

O=r Op=—2

8. Die fertigen Rethenentwicklungen. — Nach den allgemeinen Formeln
(8) bezw. (16) oder (24) kénnte man auf dieselbe Weise ohne Schwierigkeit auch
noch weitere Differentialquotienten ausrechnen. Wir begniigen uns indes mit den
finf ersten Ordnungen und wollen jetzt nur noch die fertigen Maclaurin'schen
Reihenentwicklungen der Veridnderlichen ¢, 7 und « in dieser Anniherung an-
schreiben.

Aus den gefundenen Ausdriicken der fiinf ersten Differentialquotienten der
geogr. Breite (bestimmt durch die Zahlenwerte (5)—(13) der Koeffizienten) er-

halten wir fiir die Breite ¢ des laufenden Punktes der geoditischen Linie die
Gleichung
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(30) p—p =
IV“ .r'-' W

1 /" + 9 fz{ho’i (= + 52740(—3q’t)}+
P
i—%- ,,f.,{gi W(—1 =8¢y 442 (— 14943 |+ E°[*(— 3+343) 4 ¢* (- 34+15¢° ]E—%
P43+ g (1—91“;]
Ey(—Br—12/%) + ¢126+ 1843 +¢'(34¢ — 904§ +
lH‘ LA [12q’1-1-q (692 — 45¢3) 4 44577 — 105 ’3).I
(143071454 4 32 — 720* — 90#) - ¢'(1 — 1024+ 2251%)] )
WT 2 2 - o d
120 " &% ~lr‘w’[_8—60’2—60”)TL?"wﬂ"?’G"+90"J+7‘«60—fOSt-H—f34—804/‘+1050:4)] :
+ 800212 — 12%) - g481 — 426¢°+45¢4) +¢"(126 — 13564° +630¢) -1 9457 — 942/°4-045 )]

+_ i.( we
24" 4t

In dieser Gleichung ist auf der rechten Seite bei den Buchstaben IV, &, 4,
¢, ¢ iberall der Index 1 hinzuzudenken, welcher anzeigen soll, daB die Werte
dieser Grofen im Ausgangspunkte des Bogens s zu nehmen sind, und welchen
wir hier zur Vereinfachung der Schreibweise weggelassen haben.

Ebenso erhalten wir aus den gefundenen Ausdriicken der Differentialquoti-
enten von 4 [Koeffizienten (17)—(21)] die Gleichung fiir die geogr. Linge 1 des
laufenden Punktes, gezidhlt vom Meridian des Ausgangspunktes,

(31) =

chc,, s? W’sec:;n
i + 2 a? .'712:)—1_

+5 v 2 {er (-2 enleton ol +
+é% : ’ﬁi??! {gl i*[(— 82 —24¢%) — 8¢%] 4 &%’ (161247 +871—8y‘t]}+
£, [{81’-}—241‘)—{-857'1’]
_*_i;_;.i”_’:fc* - §173(— 8 — 16017 -- 2404) - ¢*(— 16 — 1047) 4 9(— 84667 ,

- §9'[(16 + 1204* -+ 1204 4 4%(24 + 487 — 24¢'°+¢%(—84-482)]

wobei auf der rechten Seite wieder zu I, ¢, &, 1, ¢, ¢ noch der Index 1 gehdrt.
SchlieBlich liefern die gefundenen Ausdriicke der Differentialquoticnten von
« [Koeffizienten (25)—(29)] die Gleichung fiir das Azimut « im laufenden Punkte:

(32) ¢ — o, =

= e + enfd+em+o]+
2 “at ‘

5 7{?’*" (- 1= 20) = P+ 6082+t — 404} 4 ,
we( E(—1—202—24s)+g%(—2 — 811 4 ¢ (—1+120%) } :
" {+ £1Y(6+287+244)+ ¢ 6+ 87) +¢'(— 8+42Y) + g%(— 4+-244Y)]

£o77(+ 420, 4-247) + ¢*2¢4-85) - ¢4(r — 127 )]
‘% )4 g (— 682 — 2804 — 24069 4 ¢%(— 720 — 1047) - ¢43041-320) - ¢ (44 ¢ — 14479 :

+ £47[(61 24 1807 4-120¢*) + g% 464+ 487°) + ¢4(— 37 — 36 ')+ 4°(100¢ — 96£°) - %881 — 1929

mit demselben Sinn der Buchstaben auf der rechten Seite. —

st
5
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Der Vergleich dieser drei Reihen mit den entsprechenden Formeln in
Jordan’s Handbuch, 3. Aufl., zeigt cinige Diskordanzen im 35-ten Differential-
quotienten der geogr. Breite. In der in (30) bei £'5? stehenden eckigen Paren-
these hat nach unserer Rechnung das Glied ¢*¢* den Koeffizienten Null, wihrend
in Jordan's Handbuch dafiir -} 72 steht. An Stelle unserer Koeffizienten — 1356,
+630, —942 in der Parenthese bei &* hat ferner Jordan dic Koeffizienten
— 1406, -}-1030, — 1042, [AuBlerdem stehen bei Jordan zwei Druckfehler:
einer im Ausdrucke des 4-ten Differentialquotienten der DBreite, cin zweiter im
4-ten Differentialquotienten des Azimuts.)

V. Direkte Formeln fiir aie Berechnung der Koeffisienten. — Die Gleichung
(8), (16), oder (24), welche den Ubergang von dem Ausdrucke des n-ten Diffe-
rentialquotienten zu dem des (z -+ 1)-ten vermittelt, macht in der Anwendung
immerhin, nach Einsetzung der Zahlenwerte, noch ein Ordnen und Zusammen-
fassen der gleichnamigen Glieder ndtig. Man kann aber anstatt dieser Gleichun-
gen auch Formeln aufstellen, welche direkt den Xoeffizienten zu berechnen ge-
statten, der in dem Ausdrucke des u-ten Differentialquotienten, neben &y —7,
bei ¢'/% anzuschreiben ist.

@) Um zu einer solchen Formel fir die Koeffizienten der geogr. Breite zu
gelangen, betrachten wir die rechte Seite von (8), und bemerken, dafl das all-
gemeine Glied derselben auch so geschrieben werden kann, wobei ;7 abkiirzungs-
weise fir 7 — 2 steht:

S0 3l =) J

f"

gr,zu—{—l—r = ) :
~ (N ~ (N "
[+:( 1J,LA7; \( ) (ki —n )/‘ }|

hierin kdnnen die beiden Summationsindices 7, £, ebenso wie in (8), alle Werte
0,1,2,....c0 annehmen. Wir haben also (4 —#" =4 —#)

(33 ot
B R Py

Der Wert der ersteren Summe wird nicht geindert, wenn wir in dem Aus-
drucke hinter dem Summenzeichen den Buchstaben # an allen Stellen durch
#-41 ersetzen; das dadurch weggelassene (#=0 entsprechende) Glied der
urspriinglichen Summe hat ndmlich den Wert Null. Aus einem dhnlichen Grunde
ist es auch erlaubt, in der zweiten Summe den Buchstaben 4 hinter dem Summen-
symbol durch £#—1 zu ersetzen. Auf diese Weise erhdlt man aus (33), wenn
man auBerdem noch auf beiden Seiten die Nummer » durch » —1 ersetzt,

(f("'.) gr P =

== 30, () (1), @m—n + (1), w—n—(2) )5

r. /.
0k L gk,
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Ubrigens ist es fir die Anwendung bequem, hier anstatt %;+# —1 zu
schreiben (1, + %,) — (», +¢) [um die Zahlen zu gebrauchen, welche bereits in
dem Symbol des Koeffizienten stehen] und ebenso anstatt 4;— 7 zu schreiben
— (' — ). !

Die letzte Gleichung lehrt, daB der Koeffizient von ¢*#* in der & begleiten-
den Parenthese des Ausdruckes fiir den »-ten Differentialquotienten sich in ein-
facher Weise zusammensetzen liBt aus fiinf der Koeffizienten, deren Zahlenwerte
bereits von dem (z — 1)-ten Differentialquotienten her bekannt sind. Von diesen
fiinf in Betracht kommenden Koeffizienten des (» — 1)-ten Differentialquotienten
finden sich vier in der Parenthese bei §"—! vor, einer in derjenigen bei & +1,
Die Berechnungsformel lautet:

\ \

(34) (,,I),I= [(71)“—}— (:]: )jk'] A+ [(:{i);x~,(’l‘ e ) (:[i )jk;(u’ =g ﬁ-,‘)] — (,,[.5)”;’7-'.

Es handle sich z. B. darum, den Koeffizienten zu berechnen, welcher in dem Ausdrucke fir
den D ten Diflerentialquotienten der Breite, neben E%? bei ¢?¢? anzuschreiben ist; also om den

Koeffizienten (g) . Man hat nun nichts weiter zu tun, als in der Koeffiziententabelle des 4-ten
22
Differentialquotienten [siebe (12)] die f{inf Koeffizienten
4 4 4) 4 4
=18, = —12; ( — 26, () — s () A
(2\':3 (2)03 2)-.‘1 2)0 ' 4/, e

aufzusuchen (das Aufsuchen geschieht sehr bequem, weil sie dort gewisse korrespondierende Plitze
einnechmen), und daraof

die Summe der beiden ersten mit dem Faktor 3

den dritten > > > 441)-—@2+2 =5—4,
den vierten > > > 4“4 0—1=6-—1,
und den fiinften > > > 4

zu multiplizieren (jeder Faktor wird direkt aus den Bestandteilen des betreffenden Koeffizientensym-
bols selbst zusammengesetzt). Durch Addition der vier Produkte, nach Umkehrung der Vorzeichen der
beiden letzten, erhilt man sofort den gesuchten Wert, nimlich

(g) =6.3+26(6—49+86—1)—12.4=36.
 §

6) Auf analogem Wege kann man aus der Gleichung (16) eine Formel fiir
den Koeffizienten (7),, in dem Ausdrucke des s-ten Differentialquotienten der
geogr. Linge gewinnen. Man erhilt die Formel

\

(35) ‘\ I’t')u;: [(:’:) - ( :f:)jk'] k4 [(:fi)‘kl(n + &y —r F2)— (:f:);k,(”’ o 1-1)] == (:1').'1.-,7"'

Tig N

Es sei z. B. der Koeffizient (g) gesucht, Nach Formel (35) besteht die Relation
04

MR Sl B

durch Benutzung der in (20) stehenden Zahlenwerte ergibt sich somit

(g)“= 0 — 168 — 72 = —240.
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¢) In der gleichen Weise foigt aus der Gleichung (24) die lormel fiir die
Zahlenkoeffizienten in dem Ausdrucke (22) des »-ten Ditferentialquotienten des
Aszimules

a6 (1) =[(") + () e+l mFa—nra—(2) enti—ta]—(2) »
Vi ik gk - j

ik, ik /ik,
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Bibliotheks-Nr. 394. Dr. W. Jordan, Professor an der Techn. Hochschule
in Hannover: Hilfstafeln fiir Tachymetric. Sechste Auflage. Stutt-

gart, |. B. Metzler'sche Buchhandlung, G. m. b. H. 1917. Preis geh. M. 8'—,
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Trotz der vielfachen Hilfsmittel, welche zur Auswertung der auf dem Felde gewon-
nenen Tachymeterdaten beniitzt werden, finden Jordan’s Tafeln fiir Tachymetrie
eine ausgedehnte Verbreitung. Die Tabellen sind praktisch eingerichtet, sind sehr einfach
und bequem zu handhaben, so dafl auch untergeordnete Organe in Biilde damit sicher
zu arbeiten vermodgen. Dies ist der Grund fiir die groBe Beliebtheit, deren sie sich in
der Praxis mit Recht ertreuen. |

Auf eine eingehende kritische Besprechung der Jord an’schen Tafeln einzugehen,
ist wohl ganz unnétig.

Wir mochten nur bemerken, daB die Verlagsbuchhandlung bekanntgibt, daf die
wenigen Fehler, die sich noch lerausgestellt haben, richtiggestellt wurden und so ein
fehlerfreies Werk vorliegt. Ganz besonders sei auf die Ergiinzungen der

Jordan’schen Hilfstafeln fiir Tachymetrie hingewiesen, die als Tachy-
meter-Tafeln fir

I. D von 251 bis 350 fiir o bis zu 10° A. T.
II. « von 30° bis 45° A. T. fir D bis zu 101
von Dr. FF. Reger in demselben Verlage herausgegeben worden sind und fiir tachy-
metrische Arbeiten im Gebirgsgelinde grofie Vorteile bieten.
Eine besondere Empfehlung der Jordan’schen Tafeln ist wohl iiberflissig, die
groBe Zahl der seit dem Ableben des Autors notwendig gewordenen Neuauflagen ist

wohl der beste Beweis fiir die ausgezeichnete, den Bediirfnissen der Praxis voll und ganz
entsprechende Leistung Jordan’s. D.
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Berlin, Druck und Verlag von B. G. Teubner 1917. Ladenpreis: geheftet
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Der Geh. Bergrat Dr. E. Jahnke von der Techn. Hochschule in Berlin bietet
in der «Sammlung mathematisch-physikalischer Lehrbiicher» kurze Dar-
stellungen, die fiir ein begrenztes Gebiet die mathematischen Methoden eintach und




