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Der Schreiber dieser Zeilen, der zu scinen ehemaligen Horern zidhlt, gedenkt
mit Vergniigen der schonen Vorlesungen, welche eine erfrischende Abwechslung
den Kandidaten des Lehramtes an der Wiener Universitiit boten.

Bedeutende Minner: Bidschof, Herz, Hillebrand, Oppen-
heim, Prey, Spitaler usw. sind Schiiler des Hofrates Wei 8.

Weil war cin seelensguter, im wahren Sinne des Wortes edler Mensch,
der nur seiner Wissenschaft und seiner Familie lebte.

An seiner Bahre trauern seine hochbetagte Gemahlin Adeline, die Tochter
des bekannten Botanikers Prof. Fenz1, ein Sohn und mehrere Tichter, von
denen eine anden Universititsprofessor Dr.Hillebrand in Graz verheiratet ist.

Ehre seinem Andenken! D.

Eine einfache Rechenkontrolle fiir gewisse Fille der
Ausgleichungsrechnung nach der Methode der klein-
sten Quadrate u. der lvory’sche Beweis dieser Methode.

Von Dr. Gottfried Dimmer, Inspektor der k. k. Normal-Eichungs-Kommission in Wien.
I.

Bei der Durchfilhrung von Ausgleichungsrechnungen nach der Methode der
kleinsten Quadrate sind Rechenkontrollen von grofler Bedeutung. Als solche
sind die Kontrollen der Normalgleichungen durch Summengleichungen und durch
Quersummen, die Schlusskontrolle durch doppelte Berechnung der Summe der
Fehlerquadrate und die summarische Kontrolle mit Hilfe der Minimumsbedin-
gungen bekannt.®) Fiir gewisse Fille 1ift sich nun aus den Minimums-
bedingungen eine besonders einfache und augenfillige Kontrolle ableiten, die
meines Wissens nirgends erwidhnt ist. Der Versuch einer geometrischen Dar-
stellung an dem einfachen Beispiele der Geraden in der Ebene fiihrt zu einer
Erweiterung des sogenannten Beweises der Methode der kleinsten Quadrate von
Ivory,*™) gegen den die Kritik***; so scharf Stellung genommen hat.

2
Ist ein auf der 7z-gliedrigen Funktion t)

u=ax—}-éy—{—cz+.......'..1)

fuendes, fir @,6,¢....... lineares Gleichungssystem (Bedingungsgleichungen)
yy=azx, +6éy +ec5+. .. ... .2

gegeben, bei dem z die Werte 7, 2, 3...... # annimmt, die GroBen 7, einer-

seits und x, ¥, &...... andererseits durch Beobachtung erhalten sind und die

*)Helmert: Die Ausgleichungsrechnung nach der M. d. KI. Qu,, 2. Aufl. 1907, B. G.
Teubner, Leipzig, Seite 131.
*¥) Tillochs Philos. Mag. vol. 65 (1825) u. vol. 68 (1826).
**%) Ellis: Cambridge Phil. Trans. VIIL
Glaisher: Mem. of the R. Astron. Soc. XXXIX.

1) Ich halte es weder fir notwendig noch fiir zweckmiBig, die @bliche mathematische Be-
zeichnungsweise zu dndern, Sie bildet nicht nur keine Belastung far den Leser, sondern hebt gerade
die Eigenart der Methode, die Bestimmung der Konstanten, hervor.
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Groflen a, 0, c...... (die Konstanten der Funktion) bestimmt werden sollen,
so ist das entsprechende System von » Fehlergleichungen dargestellt durch
N=—w+axi,+ b0y +ce,+ . . . ... 3)
Die bekannten Minimumsbedingungen
OZN _ dL‘A2= 0Z /2 g 0 4
s 52 3. T e ="0 " e
fihren zu den Beziehungen
2Ax=EAy=ZJAZ= ....... =0.....5)
und weiterhin zu den 7z Normalgleichungen, die durch
a2xk + 62yk + cZzk + ... ... =2ku. . . .6)
dargestellt seien, worin £ die Werte z, v, 2...... annimmt.
Aus ihnen erhdlt man die gesuchten Konstanten in der Torm
ﬂ=%“, b=%, 6=%usw. ...... 7)
wenn [ die Determinante des Systems und D,, D,, D, ...... diejenigen
Determinanten bedeuten, die entstehen, wenn jeweils die den Konstanten «, 4,
Covvnnnn. entsprechenden Vertikalreihen der Determinante D durch die die
rechten Seifen des Systemes 6 umfassende Vertikalreihe der 2 ## ersetzt werden.
Sind auf diesem Wege die Werte von a, 4, ¢ ... .. bestimmt und nach

Einsetzung dieser Werte in die Fehlergleichungen 3 die Groflen /\ ermittelt,
so konnen die Beziehungen § zu einer summarischen Kontrolle dienen. Fiihrt

man ein System von Ausdriicken

s=x+n+=a+.......... 8)
ein, so kann auch die aus 5 folgende Beziehung >
XA S I=U0F T e 4 o d ML LT 9)
zu einer Kontrolle Verwendung finden.
3.
Hat die Grundfunktion die Form
#u=ax |+ by fcs 4+ ...... o R A g X))

ist also ein von den unabhingigen Variablen freies Glied vorhanden, so tritt,
entprechend den nunmehrigen Formen der Bedingungsgleichungen

uy=oax,+ by, +cx, + ....... +2. ... .2a)
und Fehlergleichungen
Ah=—um+tax+by+ca+...... + 2. . .30
zu den Minimumsbedingungen 4 eine weitere :
02 A2
Th ey O A O I B - onit 4a)
hinzu, aus der, da p den Faktor 1 hat, als Ergdnzung zu den Beziehungen 5,
die Beziehung 2N =0 R TR ) . 5a)
folgt. Die Normalgleichungen erhalten, jetzt in extenso geschrieben, die Form
aXar } biyx +clzx 4 ..., —|—p2§x=2ux‘
any—]—&Ey2+cZzy+ ...... 22y = Zuy
aZXrz + b2yz F+ X2 4 ..., + 2428 = Zuz ; .6a)
alx + 63y f ¢z +...... + 2 u=2]ztj
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Die Beziehung 5a besagt, daB fiir den [Fall des Vorhandenseins eines von
den unabhiingigen Variablen freien Gliedes die Summe der iibrigbleibenden Fehler
gleich Null ist, die Fehler sich also gegenseitig aufheben. Dies bildet fiir diese Fille
eine ebenso einfache, wie augenfillige Kontrolle, einfacher noch als die durch
die Bezichung 8. Ferner bietet die letzte Gleichung des Systems 6a, die in
diesen und nur in diesen Fillen gilt, ebenfalls eine sehr bequeme Rechenkontrolle.

4.
Die Gleichung
y=ax . . . PP (0]

stellt eine durch den Koordinatenanfangspunkt gehende Gcrade in der Ebene
dar. Soll diese durch ein auf Beobachtung beruhendes System

R O 2 T T .ll)
festgelegt werden, so lauten die Fehlergleichungen
ANi=—r~+ax .. ... .....12)
woraus folgt
I N = y-+—aE.1‘.........l3)
. - N\ ‘-‘ ) 5 M
bezw EA_—Ly—{—Ex2 Bads s v 5 o » x o 14)

wenn man den in diesem Falle sich ergebenden Wert von @ einsetzt. Man er-
kennt aus der rechten Seite der Gleichung 13, daB X A\ hier nicht gleich O ist.

Eine nicht durch den Koordinatenanfangspunkt gehende Gerade hat die
Gleichung

y=ax~+ 46 .. .. ... ... .100

Aus dem ihr entsprechenden System
)’i=a-f1+1’........--.llﬂ)

ergeben sich die Fehlergleichungen
/_\i=—yi—f—a:ri—|—17....-....12(1)

und aus ihnen
SA=—YSy+a x4+ un.bo ... .. .13
CON A — ~-‘r}—-“—3’ Yx*NSy—ZxZay 14

bezw. X A Sy+ — (“.r) + . Nt S a)

fiir die hier giiltigen Werte von @ und &. Die rechte Seite der Gleichung 13a
ist, wie man nach Wegschaffnng der beiden Briiche sofort sieht, tatsdchlich
gleich Null, die Forderung & A = 0 also hier erfiillt.

Um auch ein Zahlenbeispiel zu geben, seien 4 Messungen an einem Meter-
stab bei verschiedenen Temperaturen angefiihrt. Die Ergebnisse sind, wenn 7
die Temperatur und Z, die zugehdrige Linge bezeichnet,

! Z,
20° 100022 2
40° 100065
50° 100090 ,,
60° 1001:05

Der Einflul der Temperatur auf die Linge wire zu ermitteln, d. h. der
Temperaturausdehnungskoeffizient @ zu bestimmen.



87

Zundchst werde angenommen, die Linge des Stabes bei 0° (Z,) sei bekannt
und betrage genau | ». Man hat es dann blof mit den Verlingerungen (/)
zu tun und die Rechnung beruht auf der Gleichung

Li=n Lot e e ) ame s . . 100)

Dementsprechend erhdlt man das System
022 = L,er.20 )

065 = , .40
el I S e S 114)
105 —= ,, .60

Daraus ergibt sich Z, @ zu 0:0171 und somit & zu 0:0000171. Die Fehler-
gleichungen sind

4 0122 = — 022 + 00171 .20
4 0033 = — 065 + , .40 129
— 0045 =—090 4+ , .50 ( """

— 0024 = — 105 + , .60

und £ A = 0087.
Wird die Linge Z, nicht als bekannt angenommen, sondern soll sie aus
den Beobachtungen zugleich mit & ermittelt werden, so lautet die Grundglei-

chung jetzt

Ly =L+ "Liat"." , 50 . n aar 10z
und die Bedingungsgleichungen sind
100022 = L, + L, .20 ‘|
100065 = ,, + ,, .40
100090 — . + 50 e 12¢)
100105 = ,, + ,, .60

Man erhilt Z, = 999'804 und L, « = 0-0212, sonach ¢ = 0°0000212. Die
Fehlergleichungen sind jetzt

+ 0008 = — 100022 ++ 999-804 + 0:0212.20 )

1. 0:002- = -— 100065 75, —pisyan . 40 ! o

E0:036° —= =" 100090, {3 ket 21 o SV 5 ) (A
fr _—|—00'026 =S 00,05, Sioeaet ST TR 60 J

" Die der Gleictiung 62 entsprechende Gleichung, die, wie erwihnt, ebenfalls
zur Kontrolle dienen kann, lautet im letzteren Falle

Lo v 27 | 7l FL S =N RS TSR 6¢)
bezw. 0012.170 4 4 999-804 = 400282
und ist, wie man nach Auswertung der Produkte sofort sieht, erfiillt.
5.

Ivory hat den Versuch gemacht, ohne Anwendung wahrscheinlichkeits-
theoretischer Ueberlegungen, jedoch unter Heranziehung mechanischer Vorstel-
lungen einen Beweis fiir die Methode der kleinsten Quadrate zu®geben. Aus-
gehend von der Wahrnehmung, daf in dem Ausdruck

A:-—y—{-ax ..... [l 15)

der Einfluf des /\ auf das @ mit wachsendem » abnimmt und umgekehrt, hat
er die durch den Koordinatenanfangspunkt gehende Gerade als einen um diesen
Punkt drehbaren Hebel aufgefait, an dem die Fehler als Kriifte wirksam sind.
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Die zu ermittelnde Lage der Geraden wird dann iibereinstimmen mit der Gleich-
gewichtslage des Hebels, derjenigen Lage also, bei der keine Drehung, die
einzige hier mégliche Bewegung, eintritt. Diese Lage wird dann vorhanden sein,
wenn die Momentensumme gleich Null ist, d. h. fiir
YSAx=0 -. .. ... ... .16

Dies ist aber dieselbe Bedingung, die die Methode der kleinsten Quadrate stellt.

Die Kritik hat den Beweis Ivorys als ecinen vagen Analogieschlufl be-
zeichnet, der auf der willkiirlichen Annahme beruhe, daB der EinfluB des Fehlers
auf die Gréfe @ dem x umgekehrt proportional sei.

Schon hier wiire m. . zu bemerken, dafl die letzterc Annahme nicht als
so vollig unberechtigt erscheint, wie sie bezeichnet wird, denn betrachtet man

N

— was wohl nicht als unerlaubt gelten kann — die Grifle (;—g— als Mafl des
Einflusses des IFehlers auf @, so folgt aus 14
=L =2
&
und daraus oa — s 18)
i A R

Vor allem liBt sich jedoch die mechanische Analogie noch wesentlich
weiter verfolgen.

Wird die nicht durch den Koordinatenanfangspunkt gehende Gerade als
Angriffsobjekt von Kriften aufgefafit, so sind bei ihr zwei Bewegungen moglich,
eine drehende und cine fortschreitende, und Gleichgewicht wird dann herrschen,
wenn keine der beiden Bewegungen eintritt.

Eine Drehung wird dann nicht stattfinden, wenn die Momentensumme in-
bezug auf den Mittelpunkt dieser Drehung gleich Null ist. Betrachtet man wieder
die Fehler A\ als parallel der y-Achse wirkende Krifte und bezeichnet die
horizontalen Abstiinde der Angriffspunkte dieser Krifte von der durch den Dre-
hungspunkt gehenden Vertikalen mit &;; so mufl die Beziehung

ZNANE=0. .. ....4 s« .19
gelten. Hat der Drehpunkt die Abszisse .Y, so ist allgemein
gl = X — Xy « o . e e e e e s e 20)
woraus nach Multiplikation mit A und Summlerung folgt
SANE=AXZA —XAx. ... . 21)

Soll auch keine fortschreitende Bewegung stattfinden, so muB d1e Resul-
tiecrende der als parallele Krifte aufgefaten Fehler, die g]exch ihrer Summe ist,
gleich Null sein, also

SA=0.... . ~22)
die oben besprochene Kontrollgleichung. Aus 19, 21 und 22 folgt
BAr=0. ... luslaes s 223

22 und 23 stellen die von der Methode der kleinsten Quadmte gestellten Be-
dingungen fiir die Gleichung
- y=ax 4+ 0 . . . .5 .« . .29

dar. Aus ihnen folgt
a¥at 4+ bXxr = Sxy |

- S . 25)
alr + . n = Iy |
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die zu 22 gehdrigen Normalgleichungen, die zu den in 132 enthaltenen Werten

von @ und ¢ fiihren.
Es hat den Anschein, als ob dem Ivo ry’schen Gedankengang vielleicht

doch mehr Inhalt zukommt, als die Kritik ihm zugesteht.
6.

Der Beziehung
= An===0

die hier nur als Rechenkontrolle fiir gewisse Fille gewertet wird, wurde friiher
eine weit groflere Bedeutung zugeschrieben. Laplace®) hat vor Einfilhrung
der Methode der kleinsten Quadrate gelegentlich einer bestimmten Aufgabe ein
Rechenprinzip aufgestellt (ohne Begriindung), das auf den beiden Forderungen
beruhte, dal einerseits die Summe der Fehler gleich Null und anderer-
seits die Summe der Absolutwerte der Fehler ein Minimum sei. Er ist
in seinem speziellen Falle zu einem Ergebnis gelangt und hat dieses als das
,,wahrscheinlichste“ bezeichnet. Estienne®**) ist bei Aufstellung seiner Regel
zur Bestimmung des wahrscheinlichsten Wertes einer direkt beobachteten Grofe
auf dieses Prinzip, das er die Methode der kleinsten arithmetischen Summe nennt,
zuriickgekommen. Ferner hat Lamont***) den Umstand, daB ¥ A nicht not-
wendig gleich Null wird, als einen Mangel der Methode der kleinsten Quadrate
bezeichnet.

Tatsache ist, dal die Bedingung ¥ A = 0 als Prinzip einer Ausgleichungs-
methode nicht hinreicht, und iiberdies gibt die Methode der kleinsten Quadrate

in jedem Falle die gréBten Gewichte.

Uber eine Losung des Riickwirtseinschneidens.

Von Dr. techn. Erich Liebitzky, k. k. Bauadjunkt in Prag.

(Fortsetzung und Schluf.)

Sind in Figur 3 4, B, Cdie drei gegebenen Punkte und zieht man durch
A eine Parallele 43 zu €5 und durch C eine Parallele C2‘ zu B4, so hat
man, um den Punkt S der «mittleren Visur» zu erhalten, einfach durch C einen
Strahl unter dem Winkel 8 gegen C2' und durch dessen Schnittpunkt S, mit
AB einen zweiten Strahl unter dem Winkel & gegen A5 zu ziehen, welcher im
Schnitte S mit 43 den gesuchten Punkt der «mittleren Visurs CS ergibt.
Zieht man durch A bezw. 5 je einen Strahl unter dem Winkel « bezw. 8 gegen
die mittlere Visur, so miissen sich beide auf CS in dem Punkte 2 schneiden.
der zu bestimmen war. -

Die eben entwickelte Konstruktion hat eine gewisse Ahnlichkeit mit der be-
kannten Methode von Collins. Nach dieser ergibt sich der « Collins’sche Hil(spunkt»
Z als Schnitt zweier Strahlen, welche durch 4 und 5 unter dem Winkel, 8 bezw.
« gegen AB gezogen werden. An die Stelle des «Collins’schen Hilfspunktes»

*) Mécanique céleste, II, art. 39—42,
*¥) Etude sur les erreurs d’observ., p. 9 und 23 ff (C. R. CX, p. 512),

**¥) Meteorolog. Wochenbericht Nr. 203—210, 1869



