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Numerische Ausgleichung bei der Lagebestimmung
von Bindepunkten.

Von Professor Dr., Theodor Dokulll.

Nach der Instruktion fiir Polygonal-(Theodolit-)Vermessungen hat die Fest-
legung eines wichtigen Bindepunktes dadurch zu erfolgen, daB man eine iiber-
schiissige Anzahl von Entfernungen dieses Punktes von anderen durch ihre
Koordinaten gegebenen Punkten durch direkte Messung bestimmt, auszwei dieser
Messungsresultate Niherungskoordinaten fiir den betreffenden Bindepunkt ableitet
und die iiberschiissigen Messungswerte zu einem Ausgleichungsverfahren ver-
wendet, welches bestimmte Koordinatenverbesserungen ergibt. In der Instruktion
wird fiir diese Ausgleichung ein graphisches Verfahren angegeben und eingehend
erliutert, dessen Ergebnisse gewil in den meisten Fillen der Praxis einen hin-
reichenden Genauigkeitsgrad besitzen. Es kann jedoch in manchen Fillen,
namentlich bei der Aufnahme besonders hochwertiger Grundstiicke als wiinschens-
wert erscheinen, auch diese Ausgleichung auf numerischem Wege auszufiihren;
es soll daher im Folgenden ein fiir diese Zwecke brauchbares numerisches
Verfahren erortert werden.

Zur Bestimmung des Bindepunktes B (Fig. 1) wurden seine Entfernungen
@y, Gg, Bgy o0 s voes a, von den durch ihre Koordinaten gegebenen Punkten 7, Is,
B, .... P, gemessen und aus zwei dieser Messungsresultate die Niaherungskoordi-
naten y,' und z,’ nach dem gewdhnlichen Verfahren berechnet.

Mit Hilfe dieser Niherungskoordinaten konnen die Seitenlingen s’ s,
S’y omeil e, s, nach der allgemeinen Gleichung
: sS'=YV@,' —xn2+0 —n)r .. L)
berechnet und die Unterschiede zwischen diesen rechnungsmiBigen Seitenlingen

und ihren gemessenen Werten ermittelt ‘werden. Man erhilt mithin
' s —a, =,

’ —
Sr— =Wy
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Fig. 1.
als Widerspriiche zwischen den Resultaten der Rechnung und der Messung.
Durch die zu bestimmenden Koordinatenverbesserungen Ay,' und O %
werden die rechnungsmiBigen Seitenlingen s’ bestimmte Verﬁnderungen' JANON
erfahren; durch Differentiation und entsprechende Transformation der Gleichung
1) ergibt sich

4

Askn___f?—_‘x*.gxo'_f_&_—_‘—&-&yo‘
:k Sk
Setzt man
z,' — 1 . —
-°—-;—-kr=ak Uﬂdz——‘&(:pk)
Sy Sk
so erhdlt man
Ask‘=ak-[§xa‘+ﬁk./_\yo‘, TR )

Diese Beziehung ergibt einen Zusammenhang zwischen den Koordinaten-
dnderungen A z,' und A, und der zugehorigen Seiteninderung A s’. In ihrem
Baue gleicht sie der GauB’'schen Relation fiir die Richtungsinderung und kann
daher als ,,Gleichung fiir die Seiteninderung‘* bezeichnet werden. Die Koeffie-
zienten «, und f, sind nach Ermittlung der Néherungskoordinaten des Punktes
B berechenbar und konnen, da sie in der Gleichung 3) die analoge Bedeutung
wie die Richtungskoeffizienten in der GauB’schen Relation besitzen, den Namen
»Lidngeninderungskoeffizienten* erhalten. Nach der Ausgleichung erhdlt man
mit den wahrscheinlichsten Koordinaten des Bindepunktes die rechnungsmiBigen
Seiten sy, S, Sg, .. en.nn. S» welche sich von den gemessenen Werten dieser
Seiten um die iibrigbleibenden Beobachtungsfehler w,, v,, g, ....... v, unter-
scheiden werden.
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Es ist daher
S — @y = wy
Sk — Ay = Yy

Verbindet man diese beiden Beziehungen miteinander., so ergibt sich
Si— 8 =As)= v, — w,
Setzt man fir A s,/ den durch die Gleichung 3) gegebenen Wert ein, so folgt
n=0 -Dx'+0-AyFw. ... ... .4

Da diese Beziehung den Bau der Fehlergleichungen fiir vermittelnde Beo-
bachtungen aufweist, ergibt sich die Maglichkeit, die Koordinatenverbesserungen
A x.' und A\ y,' nach der Theorie der vermittelnden Beobachtungen mit Ver-
wendung der Widerspriiche 7o, zw,, 0, ........ w, zu bestimmen. Durch
Spezialisierung der Gleichung 4) erhilt man die Fehlergleichungen

nw=e -Nx'+B-NAr'+ w )
o=y A+ By [\ 7 g 5)
7;n=an'Axo'+ﬁn'A}'o‘ +wn

Die Koordinatenverbesserungen kdnnen mithin aus den Normalgleichungen

[ﬁaa]-Axu‘+[ﬁaﬂ]-Ayo‘+[ﬂaw]=0} 6
[afl-Ax'+[2BB]- Ay’ +[2Bw]=0 ] = " "~

berechnet werden. Die Gewichte p sind hiebei, da die mittleren Fehler der
gemessenen Seiten nach dem Quadratwurzelgesetze den Wurzeln aus den Seiten-
lingen proportional sind, den reziproken Werten dieser Seitenlingen proportional zu

setzen. Es ist namlich

1 1

o=t - Ya und I= i T wia
k S X

Wurden alle Seiten mit dem gleichen Lingenmesser gemessen, wie dies
immer der Fall ist, so gilt fiir die Bestimmung der Gewichtszahlen die Proportion

1 1 1
D D5 D SN =R — s =T e ma R :al -7)

Qe Gy - a3

Werden die aus den Gleichungen 6) erhaltenen Werte A #,' und A
algebraisch zu den Naherungskoordinaten addiert, so ergeben sich die wahr-
scheinlichsten Werte der Koordinaten des Bindepunktes und es kénnen dann
alle weiteren auf die Genauigkeit derselben Bezug habenden Berechnungen aus-
gefiithrt werden. : ERAE

Numerisches Beispiel.,

Die graphische Ausgleichung ist in der Instruktion fiir folgendes Beispiel
ausgefiihrt. Zur Bestimmung eines Bindepunktes 83 wurden seine Entfernungen
von drei durch ihre Koordinaten gegebenen Punkten 79,80 und 81 gemessen. Die
Koordinaten dieser drei Punkte, sowie die Resultate der Messung sind nach-

stehend gegeben.
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Koordinatenverseiclnis Sestenverseichnis

| Koordinaten in m Seite | Linge
Punikt — o P -
Ordinate | Abssizs von | nach wm

9 — 18.106:82 | — 111.426°07 79 | 83 1 7542
80 |— 18.026:01 |— 111.415-90 80 | 83 72°13

81 |—|  17.99775 |—|  111.479-36 81 | 83 5823

Die Nidherungskoordinaten wurden mit Verwendung der Seiten @, = 79—83
und @, = 80—83 berechnet und es ergaben sich die Werte
‘ — 18.055'79 m
— 111.481'54 ,,
Fir die numerische Bestimmung der Koordinatenverbesserungen erhilt
man daher:

st = Y (@ — %79)2 F (o' — ¥rg)2 = 75372 m ; w, =5, —a, = — 0048 m

“
<
Il

S = V('rol E ISO)Z + (J’o‘ _J’Bo)2 == 72079 1y Wy = Sgl — dy = — 0051 "

5= Y, — 22+ (5o — ¥51)2 = 58080 ,,; wy =55 — a; = — 0'150 ,,
Es zeigt sich daher, dafl infolge der bei der Berechnung der Niherungs-
koordinaten sich ergebenden Abrundungen die Widerspriiche zv; und v, nicht
Null sind; diese Widerspriiche sind bei der graphischen Ausgleichung nicht be-
riicksichtigt, wihrend es bei dem numerischen Verfahren mdglich ist, auch
diese Widerspriiche in die Rechnung einzubeziehen.
Man erhilt weiters

o= —e VM 4 073595,p8 = 22— 2T = | 067704
5y 5
@, =TT 091067, 8, = J° TN — _ 041316
Sq Se
ug = o — Tu —, T 0-037 53, 3 = Ze —_:J’Bl = — 099931
Sy S
und
1 1 1 -
pl.pg.ps—a_l.;;.z———l:;:lq’. 17
Mit diesen Werten ergeben sich die Normalgleichungen
+ 18675 322 A#x,' — 0572 287 Ay + 1205 146 = 0
— 0:572 287 Ax' + 25325 346 Ay, + 2420 764 = O
und aus diesen die Koordinatenverbesserungen:
Az = — 0067 m, Ay, = — 0097 m,
so dass man als wahrscheinlichste Koordination des Bindepunktes die Werte
¥y, = — 18.055'88; m
zx,= — 111.481'60s ,,

erhilt. Berechnet man mit diesen Koordinatenwerten die Seitenlidngen, so erhilt
man :
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sy = 7535 und v; = s, — g = — 0065 m
So = 72.182 Vg = Sg — @y = + 0‘051 »
3 = 58180 YUg = §g — a3 — — 0:050 o

wobei die iibrigbleibenden Fehler z durch die Fehlergleichungen

=@ . NL"F b . Ay + w
vy=@ . A% + By - A»' + w,
vy =03 . Ax' + fs . Av' + 1wy

kontrolliert werden konnen. Die Genauigkeit der Lage des Punktes ist durch
die Grofien

" =\/[-f322’] = 4 0363 m

my=nr N Qi = 3 0083 n2,m, =12 Yy =4 00720, M=\, 2 -2, =~40-109
charakterisiert, wobei [#vv] = 0:132 425 ist.
Durch das graphische Verfahren wurden folgende Werte erhalten:

ANy = —010m Ax) = — 001 m
Es ergeben sich daher die Werte
¥, = — 18.055:89 m
r, = — 111.481'55 ,,

Verwendet man diese Koordinatenwerte zur Berechnung der endgiiltigen
Seitenldngen, so bekommt man

s = 75312 und v, = 5, — ¢ = — 0108
Sg = 72°130 Ug = 83 — Qg = 0:000 ,,
s; = 58'18: Uy = 53 — a3 = — 004 ,,
sowie [p7 v] = 0192449, wenn man die gleichen Gewichtszahlen wie oben

verwendet.

Der Vergleich der nach den beiden Methoden erhaltenen Resultate zeigt
zundchst, daB das graphische Ausgleichungsverfahren in diesem speziellen Falle
fast die gleichen Werte wie die numerische Rechnung ergibt, daB aber die
Resultate des numerischen Verfahrens immerhin wahrscheinlicher sind, als die-
jenigen der graphischen Ausgleichung, da [p v ] im ersten Falle den kleineren
Wert erhilt. Die Lage der gegebenen Punkte in Bezug auf den festzulegenden
Bindepunkt und daher auch die Form des fehlerzeigenden Dreieckes ist in dem
behandelten Beispiele eine besonders giinstige und die zur graphischen Aus-
gleichung notwendigen Konstruktionen kénnen daher mit entsprechender Schiirfe
ausgefiihrt werden. In Fillen, bei_denen die Lageverhiltnisse nicht so giinstig
sind und daher die Konstruktion unsicher wird, werden sich auch die Verhilt-
nisse zwischen der graphischen und der numerischen Ausgleichung sehr zu
Gunsten der letzteren dndern und es wird sich dann die Anwendung dieses
Verfahrens empfehlen. Unbedingt notwendig wird die numerische Behandlung
werden, wenn man die genauesten Resultate erhalten will, wobei es allerdings
erforderlich wird, daB auch die Elemente fiir die Lagebestimmung der gegebenen
Punkte wahrscheinlichste sind, weiche auf dem Wege der numerischen Rechnung

erhalten wurden.



