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Numerische Ausgleichung bei der Lagebestimmung_ 
· von Bindepunkten. 

Von Professor Dr., Theodor Dokulll. 

Nach der Instruktion für Polygonal-(Theodolit-)Vermessungen hat, die Fest­
legung eines wichtigen Bindepunktes dadurch zu erfolgen, daß man eine über­
schüssige Anzahl von Entfernungen dieses Punkt�s von anderen durch ihre 
Koordinaten gegebenen Punkten durch direkte Messung bestimmt, aus zwei dieser 
Messungsresultate Näherungskoordinate_n für den betreffenden Bindepunkt 

·
ableitet 

und die überschüssigen Messungswerte zu einem Ausgleichungsverfahren· ver­
wendet, welches bestimmte Koordinatenverbesser ungen ergibt. In· d�r Instruktion 
wird für diese Ausgleichung ein graphisches Verfahren angegeben und eingehend 
erläutert, dessen Ergebnisse gewiß in den meisten ·Fällen der Praxis einen hin­
reichenden Genauigkeitsgrad besitzen. Es kann jedoch in manchen Fällen, 
namentlich bei der Aufnahme besonders hochwertiger Grundstücke als wüns.chens­
wert erscheinen, auch diese Ausgleichung auf numerischem Wege auszuführen ; 
es soll daher im Folgenden ein für diese Zwecke brauchbares numerisches 
V erfahren erörtert werden . 

.Zur Bestimmung des Bindepunktes B (Fig. 1) wurden seine Entfernungen 
a11 a2, a8, • • • • • • • an von den durch ihre Koordinaten ·gegebenen· 

Punkten P11 P2, 
P8, • • • •  Pn gemessen und aus zwei dieser Messungsresultate die Näherungskoordi-

naten y01 und .r0' nach dem gewöhnlichen Verfahren ·berechnet. · 

Mit Hilfe dieser Näherungskoordinaten können die Seitenlängen s1', s2', 
s8', • • • • • • •  sn' ·.nach der allgemeinen Gleichung 

. . Sir.' . .  V (zo' -.rk)11 + (y�' -y.)3 • • • • • . • ' ; 1) 
berechnet und die Unterschiede zwis�hen 

·
diesen rechilu�gsmäßigen S�itenläng�n 

und ihren ge111:essen�n Werte� ermittelt •werden. · Man �rhält mithin 
. 

. s1'-a1 . . W1 ·} 
·s2'-n2=W2 

. . � .· . . . . . . 
.s't.- nn=Wn I 

� 2) . -
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'· 

1 
+x 

Fig • . 1. 
als Widersprüche zwischen den Resultaten der Rechnung u nd der Messung. 

Durch die zu bestimmenden Koordinatenverbesseru ngen 6.yo' und 6 -�o· 
werden die rechnungsmäßj-ge n Seitenlängen sk' bestimmte Veränderu ngen 4 sk' 

erfahren; durch Differentiation u nd entsprechende Transformation der Gleichung 

1} ergibt sich 

Setzt man 

so erhält man 
6.s/= «k·6.:t"o'+ßk·AY01 • • • • • • • • • 3) 

Diese Beziehu ng ergibt einen Zu sammenhang zwischen den Koordinaten­

änderungen 6 xo' und 6 'Y0' u nd der zugehörigen Seitenänderung 6 s.,,,'. ht ihrem 

Baue gleicht sie der Gau ß'schen Relation für die Richtungsänderung u nd kann 
daher als „Gleichung für die Seitenänderung" bezeichnet werden. Die Koeffie­
zienten ak u nd ßk sind nach Ermittlung der Näherungskoordinaten des Punktes 
B berechenb

_
ar u nd k�nnen, da sie in der Gleichung 3) die analoge Bedeutung 

wie die Richtungskoeffizienten in der Gauß'schen Relation besitzen, den Namen 
„Längenänderungskoeffizienten" erhalten. Nach der Ausgleichung erhält man 

mit den wahrscheinlichsten Koordinaten des Bindepunktes die rechnu ngsmäßigen 
Seiten s11 s,, s3, • • • • • • • •  sn, welche sich von den gemessenen Werten dieser 
Seiten u m  die übrigbleibenden Beobachtu ngsfehler v1, vt, v8, • • • • • • •  vn un ter­
scheiden werden. 



Es ist daher 
sk' - ak = wk 
sk - ak = vk 

Verbindet man diese beiden Beziehungen miteinander, so ergibt sich 
sk - sk' = 6sk' = vk - iv„. 
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Setzt man für 6 sk' den durch die Gleichung 3) gegebenen Wert ein, so folgt 

Vk = ak · 6 Xo' + ßk • 6yo' + Wk • • • • • • • •  4) 

Da diese Beziehung den Bau der Fehlergleichungen für vermittelnde Beo­
bachtungen aufweist, ergibt sich die Möglichkeit, di_e Koordinatenverbesserungen 
6. xo' und 6. Yo' nach der Theorie der vermittelnden Beobachtungen mit Ver­
wendung der Widersprüche w1, w2, w3, • • . • • . • •  wn zu bestimmen. Durch 
Spezialisierung der Gleichung 4) erhält mah die Fehlergleichungen 

V1 = al · 6_ Zo' + ßi · 6.Yo1 + W1 } i' __:_ "• · 6 ".' + ß

.

' · 6 r.' + '"• . . . . . . .  SJ 

VD = aD • 6. Xo' + "ßn . 6. Yo' + WD 

Die Koordinatenverbesserungen können mithin aus den Normalgleichungen 

[Pa a] · 6. %01 +[Paß.] · ·/j,,y,/ + [P aw] = 0 } 
[Pa ßl · 6. Xo' + [Pß ß] · f1yo' + [P ß w] = 0 · • . . 6) 

berechnet werden.· Die Gewichte p sind hie bei, da die ·mittleren Fehler der 
gemessenen Seiten nach dem Quadratwurzelgesetze den Wurzeln aus 'den Seiten­
längen proportional sind, den reziproken Werten dieser Seitenlängen proportional zu 
setzen. Es ist nämlich 

,1- l l m-..= ±µ· y ak und A=--=-- · mk2 µ2. ak 
Wurden alle Seiten mit dem gleichen Längenmesser gemessen, wie dies 

immer der Fall ist, so gilt für die Bestimmung der Gewichtszahlen die Proportion 

l l . . 1 .P1:h:j3: • · · · · · :Pn=-: - : - : . 
a1 rr2 l73 

l 
. . : - • 7) an 

Werden die aus den Gleichungen 6) erhaltenen Werte 6. Xo' ulid '6. 'Yo1 
algebraisch zu den Näherungskoordinaten addiert, ·so ergeb�n sich' die wahr- . 
scheinlichsten Werte der Koordinaten des ·Bindepunktes und es können dann 
alle weiteren auf die Genauigkeit derselben 'Bezug habendei1 Berechnungen aus· 
geführt werden. 

Num�ri'sthes Beüpi'tl. 

Die graphische Ausgleichung ist .fo der Instruktion für folgendes Be.ispiel 
ausgeführt. Zur Bestimmung eines .Bindepunktes 83 wurden seine Entfernungen 
von drei durch ihre Koordinaten geg�b,e11en Punj{ten 79, 80 und 8 1  gemessen. Die 
Koordinaten dieser drei Punkte, sowie die Resultate der Mess.ung sind 1,1ach·_ 

stehend gegeben. 
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Koordzitatenverze ic!mi's Seitenvet zeiclmis 

Koordzizaten m m � Punkt --
Ordinate 1 Abszizze 

Seite länge 

von j naclt 11l 111 

79 1-1 18.106·82 1-1 111.426·07 79 1 83 
1 

75·42 1 
80 1-1 18.026·01 1-1 111.415·90 80 1 83 1 i2•13 

81 1-1 17.997·75 ,_, 111.479·36 81 1 83 1 58·23 

Die Näherungskoordinaten wurden mit Verwendung der Seiten a1 = 79-83 
und a2 = 80-83 berechnet und es ergaben sich die Werte 

Yo' = - 18.055·79 m 
Zo' = - 111.481 ·54 „ 

Für die numerische Bestimmung der Koordinatenverbesserungen erhält 
man daher : 

S1' = f'r.%0' - -'t";9)2 + (Yn' - Y79}2 = 75·372 m ; W1 = S1' - al = - 0·048 m 

S2' = V (.'t"01 - X's0)2 + (y0' - y80)2 = 72·079 „ ; w2 = s2' - a2 = - O·OS l „ 

s3' = V (x0' - z 1)2 + (Yo' -Ys1)2 = S8·08o „; W3 = s3' - a8 = - 0·150 ,, 

Es zeigt sich daher, daß infolge der bei der Berechnung der Näherungs­
koordinaten sich ergebe nd en Abrundungen die W ide rspr üc he w1 und w2 n ic ht 
Null sind; diese Widersprüche sind bei der graphischen Au sgleichu ng nicht be­
rücksichtigt, während es bei dem nu merischen Verfahren mög lic h ist, auch -
diese Widersprüche in die Rechnu ng einzubeziehen. 

und 

Man erhält weiters 
x' 0 

IX1 

.x' 0 
IX2 

z' 0 
<Xs -

- X79 Yo1 - Y19 -L 0.735 95, ßi - -
s' 1 s' 1 1 
- Xso Yo1 -Yo 0·910 67 'ß2 
s ' -

s' 2 2 
- Z91 Yo1 - J's1 

0·037 53 , ßs s' - -
s ' 3 s 

1 
Pi : P2 : Ps = - - 13 : 14 : 17 

ai a2 a3 

Mit diesen Werten ergeben sich die Normalgleichu ngen 

+ 0·67704 

0·41316 

0·99931 

+ 18·675 322 D,xo' - 0·572 287 D.y0' + 1 ·205 146 = 0 
- 0·572 287 6,:r0' + 25·325 346 61'01 + 2·420 764 = 0 

und au s diesen die Koordinatenverbesseru ngen : 

/j. X01 = - 0·067 m, 6,y0' = - 0·097 m, 
so dass man als wahrscheinlichste Koordination des Bindepu nktes die Werte 

Yo = .:.__ 18.055·881 m 
X0 = - 111.48 J ·60s „ 

erhält. Berechnet man mit diesen Koordinatenwerten die Se iten länge n, so erhält 
ma n : 



s1 = 75·356 und v1 = s1 - a1 = - O·Q64 m 
S2 = 72· 182 V2 = S2 - 02 = + 0·051 „ 

S3 = 58·180 V3 = S3 - t13 = - o·OSo " 

wobei die übrigbleibenden Fehler v durch die Fehlergleichungen 
V1 = tx1 6_ Xo' + ßi f:iYo1 + W1 
V2 = ll2 6 Zu' + ß2 6Yo1 + W2 
Z'3 = ll3 6 Xo' + ßs f:i 1'01 + W3 
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kontrolliert werden können. Die Genauigkeit der Lage des Punktes ist durch 
die Größen 

m = 1 f [pvvr = ± 0·363 m V n - 2 
mx = m .l/Q11 - ± 0·083 m,my=m .Ya22 ±0·072m,M l/mx2+my2 ±0· 109m 

charakterisiert, wobei [pvv] = O·I32 425 ist. 
Durch -das graphische Verfahren wurden folgende Werte erhalten: 

6Yo' = - 0·10 m, 6. Xo' = - 0·01 1ll 
Es ergeben sich daher die Werte 

Yo = - 18.055 ·89 m 
.-i:-0 = - 111.481·55 11 

Verwendet man diese Koordinatenwerte zur Berechnung der endgültigen 
Seitenlängen, so bekommt man 

s1 = 75·3Iz und v1 = s1 - a1 = - O·IOs m 
s11 = 72·13o v2 = s2 - a2 = O·OOo „ 

S3 =· 5 8·181 V3 = S3 - as = - 0·049 „ 

sowie [P z1 v] = 0·192449, wenn man die gleichen Gewichtszahlen wie oben 
verwendet. 

Der Vergleich der nach den beiden Methoden� erhaltenen Resultate zeigt 
zunächst, daß das graphische Ausgleichungsverfahren in diesem speziellen Falle 
fast die gleichen Werte wie die numerische Rechnung ergibt, daß aber -die 
Resultate des numerischen Verfahrens immerhin wahrscheinlicher sind, als die­
jenigen der graphischen Ausgleichung, da [P v v] im ersten Falle den kleineren 
Wert erhält. Die Lage der gegebenen Punkte in Bezug auf den festzulegenden 
Bindepunkt und daher auch die Form des fehlerzeigenden Dreieckes ist in deni 
behandelten Beispiele eine besonders günstige und die zur graphischen Aus­
gleichung notwendigen Konstruktionen können daher mit entsprechender Schärfe 
ausgeführt werden. In Fällen, bei_ denen die Lageverhältnisse nicht so günstig 
sind und daher die Konstrnktion unsicher wird, werden sich auch die Verhält­
nisse zwischen der graphischen und der numerischen Ausgleichung sehr zu 
Gunsten der letzteren ändern und es wird sich dann die Anwendung dieses 
Verfahrens empfehlen. Unbedingt notwendig wird die numerische Behandlung 
werden, wenn man die genauesten Resultate erhalten will, wobei es allerdings 
erforderlich wird, daß auch die Elemente für die Lagebestimmung der gegebenen 
Punkte wahrscheinlichste sind, weiche auf dem Wege der numerischen Rechnung 
erhalten wurcten. 

J 


