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Legendre’'s Theorem.*)

Von Johannes Frischautf in Graz.

1. Der in der sphirischen Trigonometrie unter dem obigen Titel bekannte
Satz lautet - Sind die Seiten @, &, ¢ eines sphirischen Dreiecks klein (der ersten
Ordnung), 4, B, C dessen Winkel, 4’, #°, C’ die Winkel eines ebenen Dreiecks
mit denselben Seiten a, 4, ¢, so ist (mit Fehlern vierter Ordnung)

A—=A—{E B=B—1E C=C—}E,

wo /< den sphirischen Exzel bedeutet.

Zur Geschichte der Beweise des (einfachen und erweiterten) Legendre-
schen Satzes mdge folgendes mitgeteilt werden.

Der Satz wurde ohne Beweis zuerst von Legendre in Histoire de 1I"Aca-
demie royale des sciences, Paris 1787 in seinem >Mémoire sur les Opérations
trigonometriques, dont les résuitats dependent de la figure de la Terre«. (VI
S. 358—359) unter: »Théoréme concernant les triangles sphériques, dont les
cOtés sont trés petits par rapport au rayon de la sphére.« mitgeteilt.

Den ersten Beweis hat Legendre im Jahre 1798**) in dem Aufsatze »Ré-
solution des triangles sphériques dont les cétés sont trés-petits par rapport au
rayon de la sphére« (Delambre's »Méthodes analytiques pour la détermination
d’un arc du méridien«, Paris VII, Note IIl, S. 12) geliefert.***) Von Legendre
wurde der Satz erweitert in: »Analyse des triangles tracés sur la surface d’un
sphéroide«. Mémoires de I'Institut national. T. VII; 1806. Der fiir den Winkel-
unterschied 4 — A" mitgeilte Ausdruck ist in den Gliedern mit ¢2 und vierter
Ordnung unrichtig. Fiir das sphirische Dreieck lautet dieser bei Legendre:

A— A =3tbesin A+ 2, 62¢%sin A cos A.

*) Veranlassung zum vorliegenden Aufsatze hoten mehrere in den letzten Jahren erschienene
Beweise dieses Theorems, die verwickelter als die iltercn sind, dabei als »einfachere, ja sogar »die
bisher bekannten an Einfachheit @ibertreffende erklirt wurden. Dem einfachsten Beweise (dessen Aus-
gaog auf die einfachste Art die Erweiterung gestattet) kann aber ein Alter von mehr als 60 Jahren
nachgewiesen werden.

**) Le 9 nivose an Vil, d. i. am 30. Dezember 1798,

%) Der Verfasser verdankt diese Angabe Herrn Baurat S, Wellisch,
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Die Glieder vierter Ordnung wurden zuerst von K. H. J. Buzengeiger
» Vergleichung zweier sehr kleinen Dreiecke von gleichen Seiten, von denen das
eine sphirisch, das andere eben ist« (Zeitschrift fiir Astronomie und verwandte
Wissenschaften von B.v. Lindenau und J. G. Bohnenberger, 6. Bd., 1818)
richtig aufgestellt.”) :

Die ilteren Beweise gehen fast ausschlieBlich von der Formel aus

cos @ — c0s & cos ¢
sin & sin ¢ !

cos A =

aber alle diese Beweise sind deshalb umstindlich, daB im Ausdrucke fiir
cos A:cos A" die Glieder zweiter, vierter, . . Ordnung als Quotienten vierter : zweiter,
sechster : zweiter, . . Ordnung erscheinen, wobei selbst die Beweise des einfachen
Satzes sogenannte »Kunstgriffe« erfordern.

A. Winkler stellt (Crelle’s Journal, Band 44, 1852 »>Kurze Ableitung des
Legendre'schen Satzes«) das Verhiltnis tan { A4 : tan { A" auf, wobei die Glieder
zweiter Ordnung unmittelbar erhalten werden. Der Legendre’sche Satz kann
dann leicht bewiesen werden. ~

2. Derselbe Ausgang liefert auch in einfachster Art den auf Glieder vierter
Ordnung nach a, 4, ¢ (oder zweiter nach £) erweiterten Satz.

Setzt man
at+ b+ c=2s,

der Kugelhalbmesser als Lingeneinheit gewihlt, so ist

tan L A = /Si" (s —6) sin (s —¢)
sin s sin (s —«)

- %A,=V(s—b) (s — o)

s(s—a)

« — tan } A_=V§inis—bl§in (s—¢)  sinssin(s—a)
tan } A’ (s—6)(s—o¢) ’ s(s—a)
Sollen in A— A’, ... die Glieder vierter Ordnung beriicksichtigt werden, so

miissen fiir sin s, sin (s—a) . . die Glieder fiinfter Ordnung mitgenommen werden.
Zur Vereinfachung der Entwicklung moge bemerkt werden: Ist

tan y = « tan x, « nahe =1,

so ist
. a—1 sin 2 x
t — p— R
o= “«t 1 a_lc032x’
i a1
also mit Fehler g3
a— |

y—ax=_fsin2xr}LB2sindxr, f=——;
ﬁ + ‘Iﬁ ’ .B o + 1?

*) Buzengeiger erklirt, da man mit Weglassung der Glieder hoherer Ordnung den »be-
rahmten Legendre’schen Satz erbdlt, welicher hier zum erstenmal so bgwiesen ist, daB man seine
wahre Beschaffenheit erkennen kannc. Daraus folgt, daB ihm der Beweisversuch Legendre’'s 1806
unbekannt geblieben ist. :
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B
wo 2 und x von der ersten Ordnung, v und y von der zweiten Ordnung sind,
so ist mit Fehlern dritter Ordnung

a2=l+u—x+v—y—x(u—x)
e=14+4@—2+i@—)—Fr—2)—§F@u—2p
ﬁ=a—l=.u—x—{-v—y—x(n—x)—T(u—x)'
at1 ¢ | +1(x—2)
—t—rtv—y— L@+ (x —2)
Im vorliegenden Falle ist
W=t =0t O g s = [k =
v=rls (6= 8+ (6 — ") + 5 (s — OF (s — o2
i (5 (s — @] + g 53 (s — @,

‘=|

Y
Damit erhdlt man
6(u—x)=2slb+c—a)ta2—02—c2=2bc¢
—6ntx)=4s2—2s(@ea+b6+ )+ a2 624 2
= a?+ 6%+ 2
fir die Teile von ¥ — ¥ mit dem Nenner 120 ist
lls — &) + % [ — 8 — 5] 4 [Is — 92 + (s — a)3] [(s — 3 — (5 — )]
=—2s2—db@+to))blatc—[2s2—2ac—b(@a+c)]b(c—a)
= —0c(3 a2+ 6242,
fir die Teile von ¥ — y mit dem Nenner 36 ist
(t—8G—a+ss—a]ls—6)(s — ¢ —s(s—a)
=bc[bc—2s(s—a)]=— ybc(—a?+ 6%+ ).
Es ist daher
B=drécll+ 4y Bar+ 63 o3
A—A=gbcsin 4[| 4 45 (@24 76% + 7 ¢2)),
und analog fir 8 — 8 und C — C’. Damit wird
E=jbcsin A'[l 4+ ¢ (a3 4 68 4 c9)).
Daraus erhdlt man
1bcsin A= E [l — 4 (a® 4 624 ¢9)),
damit wird
A—a=3E[l + 45"+ —2a7)
3. Um in diesen Formeln den Winkel 4‘ durch den sphirischen Winkel 4
auszudriicken, geniigt es bei der vorgesetzten Genauigkeit in sin A’
A=A—Lbcsind
zu setzen; damit erhdlt man
E=jfbcsin A[1 4 ¢ (3a% — 42 — (9)
A—A=1{bcsinA[l + 45(11 a2 — 383 —3 ),
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Fir die Berechnung der Glieder vierter Ordnung geniigt es, in der Gleichung
a:b:c=sin A:sin B':sin c,
A=A48=8BC=C A+ B+ C=180°

zu setzen. Fir diese Glieder ist daher gestattet

. sin B sin C sin 4
b: 1 2 ——— 2= ————
T4 sinA i @ 2EsmBsm c?
sin 4~ sin(8 4 C) ‘ - iy
SN L LA S P B -C-
sin & sin C sin B sin C U sk sat C

zu setzen. Damit wird
0*4c2—2a>= 27 (2cot 4 — cot B— cot (),
A=A— L E— }; £2(2 cot A — cot B— cot ().

Die Winkel und die Grofe £ sind in Teilen des Halbmessers voraus-
gesetzt. Ist £ in Sekunden gegeben und sollen 4 — 4, B— B, C — (' in
Sekunden erhalten werden, so ist dem Gliede mit £* der Faktor sin 1” bei-
zufiigen. , )

Ist / die Fliche des sphirischen Dreiecks, so ist

i
R2

4. Fiir die Berechnung von £ — einer klemen GroBe zwelter Ordnung —
geniigen Niherungswerte der gegebenen Stucke des sphdrischen Dreiecks.

Sind @, B, C gegeben, so ist genau

cos A = — cos B cos C+ sin Bsin Ccosa
- = —cos (8 4 () — 2Zsin &sin Csin § a?;
wird 4 =180°— (8 4 C— E) gesetzt, so folgt
e sin B sin C g
St E= BT Cc—15 T

Aus dieser Gleichung kann [durch wiederholte Berechnung von sin (B4 C — 1 £E))
E mit jeder beliebigen Genauigkeit erhalten werden, wenn £ nicht groB ist. Man
beginnt mit der ersten Niherung

b
Ey=1ia

g Sin Bsin €
sin (B4 C)
Vernachlissigt man die Glieder mit £3, so ist
E=Ey(l + } Eycot (B+ C)— ¢, a);
setzt man
i a*=2 E, (cot B + cot ()
A=180°— (B+ O,
so wird ' '
E=EFE[l —{Ej(3cot A4 cot B-Fcot (). ~ -~ 7 5os
B'=B — { Ey + 3'3£42 (16 cot A+'3 cot B |- 6 cot ()
C'=C— 1} Ey-+ o5 £o? (16 cot A+ 6 cot B 3 cot.C).
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Mit: Fehler siebenter Ordnung nach a, 4, ¢-ist dann g ST s

asin B' z asin C*
T sinA4'’ T sin 4

Fiir geoditische Rechnungen reicht in der Regel der einfache Legendre’sche
Satz aus. In der vorliegenden Aufgabe wird dann

B=B—4{E, C=C—1}E,

Die Beriicksichtigung der Glieder mit £2 erfordert nach den obigen Formeln
nur eine unbedeutende Rechnung, wenn dazu Pcters »dreistellige Tafelne beniitzt
werden. . | ;

Sind A, £, C (durch Beobachtung “bestimmt) und a gegeben, so ist
A+ A4+ C—180° der beobachtete Wert des Exzesses. Aus den beohachteten
Winkeln und @ erhilt man durch Rechnung den Exze8 mit hohem Grade der
Genauigkeit. Der Unterschied wird auf die drei Winkel gleichmiBig verteilt.

Den Legendre’schen Satz noch mehr zu erweitern, mufl fiir geoditische
Rechnungen als unpraktisch erklirt werden.

5. Im 22. Bande von Crelle’s Journal hat GauB eine Abhandlung unter
dem Titel: »>Elementare Ableitung eines zuerst von Legendre aufgestellten
Lehrsatzes der sphirischen Trigonometrie« geliefert, die erliutert von Grunert
im 1. Bande seines Archivs mitgeteilt ist.

Als Ausgang diente Gaull wahrscheinlich

3 ‘ 3
sin * = x Ycos #, oder + =sin x: Ycos ,

mit Fehler vierter Ordnung ist daher

ja _sinja: \/cos-f

— -lb
; sin%b:Vcos-}b
Setzt man A+ B+ C=2 S, so ist genau
3 3

sin + a: \,_(_:(E’—Tl VsinA cos (S — A)?

=%
6

sin B cos (5 — 6)?’
sin & : Vco 16
S—A=90— (4 — L E), cos(S—A)=sin(d —1E),
3 3
sin L @ : Y cos ,}‘a-__V‘sin Asin(A—1L E)z

Aso e sin & sin (8 — 1 £)?’
: Rt e
sin } & :Ycos}éd

also mit Fehler vierter Ordnung nach «, & (oder zweiter nach E)
a _ sin(4d—4E)
6 sin(B—LE)
Daraus folgt strenge: Sind @, &, ¢ die Seiten, 4, B, C die Winkel eines
sphirischen: Dreiecks auf der Kugel vom Halbmesser R, dabei a, 4, ¢ klein der
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ersten Ordnung gegen R, so kann man zur Berechnung der Verhiltnisse a: 4:¢
mit Fehler vierter Ordnung

a:b:c=sin A':sin B :sin C'
setzen, wo
A=A—VE B =B—LE C=C—1}E
ist, also A4, B, C' die Winkel eines ebenen Dreiecks sind.

Mit anderen Worten: Alle (ebenen) #hnlichen Dreiecke, deren Seitenver-
hiltnisse durch a: 4 : ¢ der Seiten @, 6, ¢ cines sphirischen Dreiecks bestimmt
sind, haben (bei obiger Fehlergroe) die Winkel A — L E, B — L E, C— 1} E,
wo A, B, C die Winkel des sphirischen Dreiecks mit den Seiten a, 4, ¢ der
Kugel vom gegebenen Halbmesser R sind. Unter diesen dhnlichen Dreiecken ist

auch jenes enthalten, dessen Seiten den zugehdrigen Seiten des sphirischen
gleich sind. Mit Fehler £3 kann aber auch

A=A— L E+4 { & E tan A, & beliebig,
und analog 5’ und C* gesetzt werden, um
a:b:c=sin 4 :sin B':sin ('
zu erhalten. Denn es ist
sin 4'=sin (A — {E)+ $ #E tan Acos (A — } E)
=sin(4d—1% E)(l + §£2E),
ebenso sin B’ und sin C‘. Daraus folgt
A+ B -} C'=180°+ { £ E(tan 4 } tan B 4 tan ().
Setzt man
tan 4 4 tan B + tan C= K,
so kann in K mit Fehler £2 im Resultate
A=180°— B — (, also tan A= — tan(8 4 C)

gesetzt werden; damit wird
K = tan A tan B tan C,
A+ B +C =180+ L £ KE.

Ist das Dreieck A B C spitz, so ist K positiv, also das D:eieck mit den
Seiten a, ,c und Winkeln 4, B, C' ein sphirisches fiir einen positiven Wert von £,
hingegen ein pseudosphirisches fiir einen negativen Wert von 4. Das umgekehrte
findet statt, wenn das Dreieck 4 B C ein stumpfes ist. Fiir £=0 erhdlt man
ein ebenes.

Ist £ K positiv, so ist { £ K £ der sphirische Exze8 £’ des Dreiecks 4’ B’ C
mit den Seiten a, 4, ¢ auf einer Kugel vom Halbmesser R'; wird

S S
E=gn £'=%n
gesetzt, so erhdlt man
3R
L J—
R = &K

den zum Dreiecke A' B’ C* (mit den Seiten q, 4, ¢) gehorigen Kugelhalbmesser X, -
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1

Ist das Dreieck A B C bei A4 rechtwinkelig, so setze man £ in der Form
k=~ cot 4
voraus. Damit wird
A=A—LEL L} E
B'=85— s".; E
= C'=C—1LE,
das Dreieck mit den Seiten @, 4, ¢ und den Winkeln 4, B’, C".ist ein ebenes,
sphirisches oder pseudosphirisches,; je nachdem 4'=20, positiv oder negativ ist.
(Schiug folgt )

212 Tachymeterpunkte in einer Stunde.
Voo E. Hammer, Stuttgart. S ;

Der Inhalt einiger Mitteilungen im vorigen Jahrgang (1914) der ameri-
kanischen Zeitschrift »Engineering Record« (Nummern vom 6. Juni, 18. Juli,
10. Oktober) verdient auch bei uns allgemein bekannt und mit Erfahrungen in
Deutschland oder Osterreich-Ungarn verglichen zu werden.

Es handelt sich um erreichte oder erreichbare Hochstleistungen bei technisch-
topographischen Messungen, besonders um Héchstzahlen von in einer Stunde oder
in einem Arbeitstag tachymetrisch aufgenommenen Punkten; es kénnten deshalb
wohl Griinde dafiir sprechen, die wiinschenswerte Erérterung iiber die folgenden
Zeilen lieber in bauwissenschaftlichen als in vermessungstechnischen Zeitschriften
gefiihrt zu sehen, doch ist auch vielleicht fiir diese geniigendes Interesse an
der Sache vorhanden. :

Natiirlich kommt nur. die Arbeit mit dem grébern Tachymeter-Theodolit
und der Arbeitsvorgang nach 7 7/ meiner seit 25 Jahren aufgestellten Einteilung
in Betracht (Z°/ = Prizisions- oder Fein-Tachymetrie, 7 //= >gewdhnliche«
Tachymetrie mit Lattenabschnittsablesung an der- dm- oder ‘Halb-dm-Latte auf
| ¢m, bei Vorarbeiten fiir Bahnbau u. dgl. die wichtigste Art der »Schnell-
messunge¢). Denn in der Fein-Tachymetrie darf nicht die geleistete Arbeitsmenge
fast allein den Ausschlag geben wie es bei 7 // der Fall ist, wo 1000 Punkte
mit einem mittlern Hohenfehler von 4- 0'1 7 und einem Lagefehler von 4- 1/, m
in der Rege! viel mehr wert sind als auf etwa derselben Fliche 500 Punkte mit
dem mittlern Hohenfehler von 4 005 22 und einem mittlern -Lagefehler von
vielleicht 2 dm. j : ; ft i

Ich gebe nun zunichst die wichtigsten Teile des Inhalts der einzelnen Ver-
offentlichungen a. a. O., wobei in Fillen, in denen es angeht und angézeigt ist,
die englischen Mafe durch metrische ersetzt sind. Die erste Mitteilung stellt als
»Rekord«-Schnelligkeit in topographisch-technischer Arbeit die Aufnahme von 600
Tachymeterpunkten in 8 Stunden auf; die Leistung, die die iibliche Durchschnitts-
leistung verdopple, sei einem Beobachter der »Morgan Engineering. Co.e,
Memphis, Tenn., gelungen (bei Wasserbauvorarbeiten im Mississippital) ‘durch be-
sondere feste Stellung zum Instrument, moglichst wenige und einfache Be-
wegungen und den abwechslungsweisen Gebrauch beider Hinde und beider Augen
bei .den .Einstellungen. Es sind dabei zwei Lattentriger verwendet worden, zu
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Da man S in kleinen Hohenwinkeln beobachten wird, um Triangulierungs-
instrumente verwenden zu kénnen, kann man mit 2==4¢ mit Riicksicht auf den
kleinen Wert von ¢ auch einfacher setzen

C“

ull

[y

" s
= ? 1, =2(s —a) tg2 .

So erhiilt man beispielsweise fiir ¢ = +47°, also log R = 6°8047425, mit
a=06=170" und

= 1 3 S 8 fum
= 3+4 1032 1721 1755 ,,

v, =226 679 1133 181'3 ,,
also u — v, =118 33:3 388 940

B
u

»

Diese Verbesserung bezieht sich lediglich auf die Bestimmung der Winkel
¢ an den Leitpunkten, wihrend die Vierecke 4 B L P (Fig. 2) als ebene angesehen
werden kénnen, da es sich doch nur um Einschaltungen von Netzpunkten niederer
Ordnung handelt.

Die Feldarbeit wird natiirlich von dieser Rechnung nicht weiter beriihrt,
nur sind dic gleichzeitigen Sterneinstellungen hehufs Gewinnung der Zenitdistanzen
im Schnittpunkt der Fdden, oder” wenigstens in der Nihe des Querfadens vor-
zunehmen, und daher auf den HéGhenkreisen abzulesen.

Im iibrigen geniigen zwei Beobachter, welche eben fiir die gleichzeitigen
Sterneinstellungen nétig sind, wihrend die in den einzelnen Standpunkten durch-
zufiihrenden Sitze natiirlich auch von einem Beobachter erledigt werden konnen,
sowie dies immer der Fall ist, wenn es sich um die Einstellung unverinderlicher
dauernd sichtbarer Punkte handelt.

Die hier kurz angegebene Art der Punktbestimmung setzt eben geniigend
Hilfskrifte, Instrumente und zeitgemifle Verstindigungsmittel voraus und diirfte
sich dieselbe daher mehr fiir militirische als fiir ziviltechnische Zwecke eignen.

Legendre’s Theorem.

Voa Johannes Frischauf in Graz.
(SchlugB.)

6. Die Bestimmung der Verhiltnisse der Seiten a, &, ¢ eines sphirischen
Dreiecks mit den Winkeln A, B, C wird aus der Gleichung

sine sind
sin sin B

und den analogen, erhalten.
Mit Fehler vierter Ordnung nach g, 6, ¢ ist

a(l-—%a?® sind a __sin A (1 4§ a?

b(L— 486y sinB b6 sinB (1440
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a sin A[l 4 1 E (cot B + cot C — £)]
b sinB|l+ 4 E (cot A+ cot C— )]
__sin [4 + § £ (cot B +- cot C — 4) tan 4] |
" sin[B 4 4 E (cot A+ cot C — &) tan B]’
sohin erhilt man aus dieser Gleichung
A=A+ L E (cot B+ cot C— &) tan 4,
und analog B ind C’, wo /% beliebig ist.

Setzt man k=4, wo
ko= cot A+ cotB 4 cot C

ist, so sind 4, B, C* die Winkel eines ebenen Dreiecks. Setzt man & =4, — &
und ersetzt dann &' durch %, so erhidlt man

AdA=A—LtE-+{L-Etan4
und analog A' und C°, sohin _
A B+C =180+ L4 K E,
wodurch diese Bestimmung von A4, B, ' aus
a:b:c=sin A :sin B': sin C*
auf die vorige zuriickgefiihrt ist.

7. Zur obigen G auB’schen Ausgang-Formel moége bemerkt werden: Es
ist mit Fehler a7
3

sinya:Veosta=1a(l + rigat).

Mit Fehler £3 ist
sin 4sin (A— } E?=sinA43[l — Ecotd-| 1+ E2(cot 42— 1)];
setzt man diesen Ausdruck =sin[4 —{ £ 4 2)]?, so wird

18sin2A4
Damit erhdlt man aus der genauen Gleichung
8 3
sinta:Ycosta (l —«igat) =V sindsin (A—31E)? 1 — 4 0t
¥ - e > ; e b e e
sin6:Ycosd 6 (1 — iy bY) I (P I —rigd

mit Beiziehung von '
sin ¢ + ¥ sin ¢ =sin (¢ + ¥ tan «),
mit Fehler sechster Ordnung nach «, 4, ¢

. E*
sm(A —+E - {5 m'jq_"“ﬂf tz‘tanA)

S E? :
Sm(B—Q-E—T‘B.m?_T_;T bt tanB)

Daraus folgt aber nur, daB fiir die Berechnung des Verhiltnisses a: 4 mittels

a _sin A

& sin B
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2
A'=A—.}E—T*§$E27 - iyattan 4

L Y-S .

L0 sin A2

-4 (cot B 4 cot C.‘~’) tan 4,

und analog fiir B’ gesetzt werden darf. Die Verhiltnisse sin A :sin B’ : sin (’, wo
A, B, C* nicht die Winkel eines ebenen Dreiecks sind, liefern fir @ : 4 : ¢ den-
selben Wert, wie der erweiterte Legendre’'sche Satz. Dies kann so bewiesen
werden: Aus diesem Satze folgt '

sind' _sin(d—-43£E) | —g5E2(2cotd—cotB - cot() cot A

sinB‘_sin(B—,'JE)' 1 — &5 £2(2cot B - cot 4 — cot C)cot B

_sin(A—,}rE) R .
=B = L&) [l — %5 £2 (cot A — cot B) (2 cot A + 2 cot B — cot()]

Aus der Gaufyschen Formel folgt
sin A" __sin(4d - F)
sinB'_sin(B - 1 E)
1 1 sin A2 sin 5?2
sin A2 sin B2/ | sin B2 sin C*  sin A2 sin C?
Der Faktor .Y liBt sich umformen

X = 5 (cot A2 — cot B?) + (cot B + cot )2 — (cot A + cot ()3,

(cot B -+ cot )2 — (cot 4 -} cot ()2
= cot B? — cot A2 4 2 cot C (cot B — cot A),

(l - l_l!'ﬂ E2X))

X=5(

also
X = 4 (cot 42 — cot B2) + 2 cot C (cot B — cot A),

woraus die Gleichheit der beiden Ausdriicke von sin A4’ : sin B’ folgt.

Mit Fehler £% kann ohne Schiadigung der Genauigkeit der Verhiltnisse
a:o:c dem Ausdrucke A' (und analog dem von 5 und C*) der Zusatz

a5 & £ tan 4
beigefiigt werden, wo £ beliebig ist, also

A=A—3E— i3 B3 "+ (ot Bt cot O — & | tan 4

5
sin A2
gesetzt werden (analog 5‘ und C’). Wird %4 aus der Bedingung bestimmt, daf3

in der Summe
A+ B+ C
der Kooffizient von £2 Null wird, so sind 4, B’, C* die Winkel eines ebenen
Dreiecks. Diese Bedingung lautet, wenn
tan 4 +tan B +tanC =K
tan 4 cot A2 4 tan 5 cot 52 + tan Ccot (2

=cot4d -+ cot B+ cot (=1L
gesetzt wird,
SK -4+ 5L+ tan A4 (cot B + cot C)?

+ tan B (cot A + cot C)2+ tan C (cot A + cot B)2 = £ K,
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oder
5K+ 4L+ K(cot A2 4 cot B2+ cot C?)

cot B cot C . cot A cot C , cot Acot B

=t K
+2( cot A4 cot B cot C )
cot Bcot C— 1
ot (B +0) = — ot d =g

cot B cot C= 1 — cot A (cot B + cot ()
cot B cot C + cot A cot C + cot 4 cot B =1

cot B cot C

ot 4 = tan 4 — (cot B+ cot (),

daraus folgt
k=17 + cot 42 4 cot B? 4 cot C?
= 5 + (cot A 4 cot B + cot C)2. _

Setzt man diesen Wert von % in dem obigen Ausdruck fiir .4’, so erhilt man
A=A—}E— iy E2[4 cot A2 — 2 cot A (cot B + cot ()] tan 4
=A—4{E— 3% E?(2cotA— cot B —cot (),

also nach Art. 3 den richtigen Wert.
Setzt man statt £ die GroBe £y + 2 £, wo 4, den obigen Wert bedeutet,
so wird
A=A— L E— s £2 (2cot A — cot B — cot C — % tan 4),
und analog B’ und C'. Damit erhdlt man '
A 4-B 4 C'=180° 4 ' K4 E?,
also (mit Fehler £3) das Resultat von 3.

SchluBbemerkungen.

Der Gaufy’sche Ausgang fiir den Beweis des (einfachen) Legendre’schen
Satzes gestattet also auch die Bestimmung der Winkel des ebenen Dreiecks bei
Einschlufl der GroBen mit £2.

Aus den Beweisen ist auch zu ersehen, daB fiir den einfachen Satz die
f]bereinstimmung der Seiten des ebenen und sphirischen Dreiecks nur bis ein-
schlieBlich Groflen vierter, beim erweiterten Satz bis einschlieBlich Groflen fiinfter
Ordnung notig ist, falls nur die erste Ndherung der Verbesserung des Legen-
dre’schen Satzes gefordert wird. Diese Tatsache gestattet die Erweiterung des
Legendre’schen Satzes fiir die Losung der Aufgaben sphiroidischer Dreiecke
mit kleinen Seiten. Ist # die Breite des Normalparallels, so gewihlt, daB die
Abstinde der Ecken des Dreiecks nicht groBer als dessen Seiten sind, so unter-
scheiden sich bei der Uebertragung des Dreiecks auf die Kugel vom Halbmesser

Vl — e?
! 1 — ¢2sin P?
die Seiten des Hilfsdreiecks von den zugehérigen des Urdreiecks um kleine
GroBen vierter Ordnung mit einem Faktor ¢2, also um kleine GréBen bez. fiinfter
und sechster Ordnung, je nachdem e2 bez. ¢ klein der ersten Qrdnung voraus-

A=a
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gesetzt wird.*) Die Unterschiede der zugehorigen Winkel sind kleine Groflen
bez. vierter und fiinfter Ordnung.**) Bei der vorausgesetzten Genauigxeit kann
daher mit Beniitzung des Halbmessers 4 das sphiroidische Dreieck als ein
sphirisches betrachtet werden.

Da die Formeln der Sphirik, indem man &, 4, ¢ durch a7, &, ¢z (also E
durch — £) ersetzt, in jene der fiir konstant negativ gekriimmte Flichen iibergehen
so gilt der Legendre'sche Satz auch fiir pseudosphiirische Dreiecke, wenn £
durch — £ ersetzt wird.

Dessen Beweis soll aber nicht auf das Verhiiltnis a : 4 : ¢ gestiitzt werden,
sondern es mufl der Winkel 4 des pseudosphirischen Dreiecks mit seinem zu-
gehorigen 4' des ebenen Dreiecks in Beziehung gesetzt werden, wo Art. 2 fast
ungeiindert beibehalten werden kann.

Sondier-Tachygraph System Reich-Ganser.

Voun Ing. Karl Linsbauer, Oberingenieur des n.-6. Staatsbaudienstes.

Einleitung.

Der stetig wachsende Verkehr hat es mit sich gebracht, dal an eine Aus-
gestaltung der bereits bestehenden Verkehrsadern geschritten werden mufite; der
Bau neuer Schienenwege, kiinstlicher Wasserstralen und die Regulierung natiirlicher
Wasserliufe zum Zwecke der Verbesserung der Schiffahrtsrinne war die natiirliche
Folge.

Um letztgenanntem Ziele niher zu riicken, ist es unbedingt erforderlich, an
einzelnen Stellen des natiirlichen Wasserlaufes eine genaue Aufnahme der Strom-
sohle vorzunchmen, insbesonders dort, wo infolge einer starken Ge-
schiebefiihrung groere, auf die Schiffahrt nachteilig wirkende Verinderungen in
der Stromsohle zu gewiirtigen sind. Bisher war es nahezu allgemein iiblich,
Stromgrundaufnahmen dadurch zu bewirken, daB in gewissen Abstinden direkte
Querprofilaufnahmen durch Peilungen vorgenommen wurden. Wenn dieser Vor-
gang bei kleineren Fliissen, insbesonders kleineren Gefillen immerhin zweck-
dienlich sein mag, so muf} er jedoch vollstindig versagen, bezw. sehr kostspielig
werden, wenn es sich um Stromgrundaufnahmen bei gréBeren Stromen mit
stiirkeren Gefillen handelt. So nahm beispielsweise bei der n.-6. Donau die Peilung
cines einzigen Querprofiles oft einen ganzen Tag in Anspruch, da die fiir die
Querdistanzmessung bestimmte Mefleine auf mehreren im Strome verankerten
Kihnen aufgelegt werden muflte, eine Arbeit, zu der unter Uwinstinden 15 eventuell
noch mehr geiibte Schiffsleute notwendig waren. Da die Dampfschiffahrt bezw.
Ruderschiffahrt im Strome durch solche Peilungen nicht unterbrochen werden
durfte, so creignete es sich oft, da das mit vieler Miihe und Geldaufwand iiber
die Donau gespannte Querseil withrend der vorzunehmenden Peilung wieder ge-
offnet werden mufite, um einem in der Fahrt begriffenen Schiffe die Durchfahrt

*) J. Frischauf: <Die mathematischen Grundlagen der landesaufoahme und Kartographie
des Erdsphiroids.»> (Stuttgart, 1913,) Art, 38,
#%) Ebenda, Art, 57,



