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Beitrag zur Auigl�i�bungsrechnung. 
Von Ing. Dr. H. Barvlic, _ti:: k. Bergkommis�är in Brünn. 

Die natürlichste Grundl�ge· der ·:Ausgleichung von Beobachtungsgrößen, 
welche mit unvermeidlichen Fehle�ri behaftet sind, bildet das arithmetische Mittel. 
Jo rd a n  behauptet aber, daß das arithmetische Mittel n ur zur Ausg leichung von 
Beobachtungen e i n er Unbekannten genüge und ein allgemeineres Ausgleichungs
prinzip gesucht werden müsse, wenn zur gleichzeitigen Bestimmung m e hrerer: 
Unbekannten Beobachtungen in überschüssiger Zahl vorhanden sind. 1) Hiebei isti 
an die vermittelnden Beobachtungen in erster Linie gedacht. Da sowohl der 
Markscheider als auch der bergbehördliche Beamte, welcher anläßlich der Frei
fahrungen das Vermessungsoperat des ersteren zu überprüfen hat, mit der Aus
gleichungsrechnung vertraut sein müssen, dürfte· es statthaft.sein, an dieser Stelle 
die .Behauptung .des berühmten Geodäten näher in Betrach� �u zie�en. ·. · r · Den vermittelnden Beobachtungen9) kann man bekanntiich die mathe
mathische Form: . 

.F (�, y, z . . . a, b, � . . . : ) = o . . . . . .·(l) ., 
verleihen, worin die Argumente a, b, c . . . . fehlerfrei sind, x, y, z, . . . zu 
bestimmende Größen und o die mit unvermeidlichen Fehlern behaftete Beoo: 
.achtungsgröße darstellen. Mit Hilfe des Ta y_ l o r' schen . Lehrsatzes gewinnt man 
aus Gleichung ( l) bei Annahme von r-Beobachtungen und 11-Unbekannten (z;) 
das nachstehende System linearer Gleichungen: 

j=n - Z. (a1J %1) = o1, (i= 1, 2, 3. . r), 
j=l .. (2) 

worin statt · a, b, c . .- . die Argumente (a 1 J ) e ingeführt werden. Von den: 
F ehlerglei chu n g e n  

j=n 
.E (a11 xi)-01=v1, (i'= 1, 2, 3 . . .  r) . . . (3) j=i 

gelangt man durch die Annahme [v v] =Min. nach einfacher Rechnung zu den 

Normalgleichungen: · 

1) Handbuch der Vermessungskunde von Dr. Jorda n, bearb. von Eggert, 1910, I. Bd., S. 41. 

') HaoJ· und Lehrbuch der.niederen Geodbie von Hartn e r·Doleihl, 1910, S, SO ff. 
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�» . 
L([a; ai] x1) 

. 
[a; o]; (i= 1, 2, 3 ·.' . r) . . . . . (4) 

j=i ,, 
oder entwickelt: 

[a1 a1] :i-1 + [a1 a2J X2 + 
[a2 a1J X1 + [a2 a:i] X-2 + · 

deren Auflösung die Unbekannten x1• _-i·2, 

. + [a1· a0) X0 = [a1 oq . 
. + [ t12 a0) X n = [ a 2 0) � 

+. [ a� �n] X0
• • .[�n 0 d. . 

xn in der Form : 

. (5) 

. . . . . (6) 
liefert. 

Durch die Annahme X:i = x3 = . =rn = 0 . erhält man einen speziellen 
Fall des Systems . (2), Relationen· mit ilur· ein e·r Unbekannten·: 

au Z1 - 01 , . 
·.t 

<721 X - 02 „ ; . : (7) 1 

J arl Z1 - o r 

Jo r d a n  lehrt nun , daß die Ausgh :ichung dieses. Systems mit e i n e r  Un
bekannten auch mit Hilfe.d�s ari thm e t isc h e n  Mi t t e.ls bewerkstelligt:wer-, 
den�kann9)4), und gelangt zu d_em rge >ni ·- · · ;  . au o� + a21 02: + . . ,: + a,i or:. X1 = � ,. · 

'i - . • . • . . .. ·:. (8) au + a21 + · · · + ar1 · 
Es soll nun gezeigt werden, daß auf diesen speziell��n· .Fap (7) das allge-

meine System (2) zurückgeführt werden kann. : · . . · 
Denn hat man n-Unbekannte un'd r· > 11-Gfoichungen, = \vie dies beim' System: 

(2) zutrifft, so läßt sich dieses System 
_
in(:·) -Gr��pen v�n 1:-Gl.elc�un.g.�n :glie�: 

dem und jede dieser Gruppen· liefert einen Wert für die Unbekannte (xi)· Man 

erhält demnach für diese Unbekann�� ,(:)-w�r�:e, I?-äriil1�h: �:i . -: .. ::.:-./: 

L�}1> 6·}1). . 6{ß 
X1 = -- , X1=--, . · . . J X1=--. ·• 

61 61 . . - .. :: �(�) • „- . •. ' (9) , . 

Die Nenner erscheinen, wie man sich leicht überzeugen kann, als Funktionen 
der Argumente , sind sonach f lh i'- e'r fre i; während. _. _ die · ?.ähler auch die Beob
achtungsgrößen �thalten, und infolge dess�n. ,mi� F.e.h l"e r n  -p�hafte(s_ii:id. · ·P.�� 
ist aber die charakteristische Eigenschaft des Systems _(7J'.„ )via�_ ;k.a:nn·. ·,s:o:m.iti 
ohne w.eiteres ansetzen: 

3) a. a. 0. S. 45. . 
•) Die Ausg!eichangsrechnung von Helmett, 1907„ S. 87. 
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Damit ist aber das allgemeine System mit in e h r e  r e n Unbekannten (2) 
mit Hilfe des Systems (7), also unter Zugrundelegung d e s  a r i t hme tis c h e n 
Mi t t e  rs gelöst, o h n e  e i n  a 1 1  g e m e i n e r  es  ·A u s  g 1 e i c h u n g-s p r i n  z i p 
s u c h e n z u  mü s s e n.•y 

Die Durchführung des fo r m e  11 e n Beweises der Identität der Relationen ( I O) 
mit jener von G a u ß  (6) erfordert die Entfaltung e�nes komplizierten mathe
matischen Apparates, weshalb an dieser Stelle von d�rselben Abstand genommen 
wird. Desgleichen läßt sich beweisen, daß zwischen clen ·Determinenten die merk
würdigen Relationen : 

+l�� :!(�) 
. . . . • . ( 1 1) 

(1) . -t 6(�) 6(�) . . (12) 
bestehen. 

Zur Veranschaulichung der obigen Deduktionen wähle man einen Sonder
fall: 'Für u = 2 uud r = 3 geht das Sy

.
stem (2)· über rn: 

· .. 

�21 X1 + a22 X2 = 02 
as1 X1 + aa2 X2 . 03 

. . . • ( 13) 

Der allgemein übliche Vorgang bei der Ausgleichung liefert für die Un-
bekannten in Gemäßheit der Beziehung (6) cfo� expliziten Ausdrücke: _ _ (a112+a211+au2J(a11 01+a11 02+a1, o1) -(a11 au+a11 a22 +a11 an) la11 o, +a„ o,+a32 o3) X1 - (( t + 2 + 2) ( 2 + i + 1) + + )�) D ( 1 4) au a21 au au au . au - \au au a21 a12 qJl au = 
x _ (a11 '+a111+a1/)(a1201 +a2201+ a11 o3)-(a11 au+a21 a22+a11 a19) (au o1 +a11 o, +a31 o3), 

1- , „ . . D . . . \15) 
durch ·Applikation auf die Beziehung (9) ergibt sich anderseits: . ' � ·.6�(l) · ägg oi .;_a12-'02· '62{1> as2 02 - <T22·03 

,;t'l = --= ' x, = -. - = . l .61 a11 a211-a21 a12 .6.2 .a21 a32 - as1 a22 

_ 6,30> · a12 03 � __ a32 °1 
X = --= ------
. 1.. .. . . na· ·a3i llj2�a11as2 

/.��.}2) a21 01 - ai t 02 A-.11<0 aa1 °2 - a22 oa 
X2=--= - 1 X2=-·---= - ------61 �11 a22-a2t ai2.. t;:.2 a.21 a:i 2 - aa1 a221 

. - --.6a(B)-- _„ . -·-aif 03-·· -a,ff oi - -· - - -- . --· „ - - • • .  
%2= -- =-163- - · fl9ja12 -�a11ab2 

und schließlich. gemäß . . .  „ Glei_chung ( 10) 4ie Gleichungen ( 1 6) und ( 17): 

• 5) Vergleiche die in Determlnantenfonn gebrachte allgemeine Behandlung dieser
. 

Aufgabe von 
Jacob i in Crelles Journal 1841 und ihre Lösung von Welli sc h in cTheorie 

.
und Praxis der Aus-

gleicbuogsrechnung, 1910, II. Bd„ § IZ. 
· 
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Die Ausdrücke (14) und (16) resp. (15) und (17) sind identisch. Von dieser 
Identität kann man sich durch entsprechende Gleichsetzung überzeugen. Der 
Identitätsbeweis läßt sich aber auf eine interessante Weise wobei die Ver-' 

besserungsverhältnisse in den Vordergrund treten, durchführen. 
Die Fehlergleichungen des Systems ( 13) lauten : 

a21z1+ a22·i-2-02=V2 . . . . . . . •  (18) 
all .'t"l + ll12. X2 - 01 = V1 } 
a31 Z1 -+- ag2 .i-2 - Op, = V3 

Die aus der Gau ß'schen l\linirn umbedingung [v v] = Min. sich ergebenden 
Gleichungen : 

all (au �1 +a12 -�2= 01) + fl2 1(a2

.

1 Z1 +a22 .:t'2 = 02) +as1 (a31 ·�1 -t- a32 .:t'2 = Og) -Q}( 19) 
a12 (a11.'t1 + a12 -1'.2 01) + a22 (a21 X'1 +a22 X2 02) +as2(a31.'t1 Taa2 .:t'2 °a)-O 
gehen unter Berücksichtigung der Relationen ( 18) über in: 

woraus sich ergibt: 

au V1 -+- t721 V2 + as1 Va = 0 
au V1 + a22 V2 + as2 V3 = 0 

V1 a�u as2 - a22 as1 1 -
V3 all a22 - a1 2 a21 

J 
vi as1 fl12 - aa2 au -
t'3 a1 1 a22 - '11 2 a21 

. (20) 

(21) 

Anderseits erhält man aus en Relationen ( 18) durch Division der ersten, 
resp. zweiten Gleichung durch die dritte und Umstellung: 

VI -111 {o� a11 - Oi au ) + (os a21 - 02 as1) -+ (01 aa1 - Og au) -

%2 = Vg V3 (24) 
V1 

) 
V2 

(a11 a2i - a12 a�.11) + (a111 a3i - a12 a31 ) - + (a81 a12 - fl32 all v 
V3 3 

ergeben. Die beiden Ausdrücke nehmen nach Einführung der bekannten Ver
besserungsverhältnisse (21) die Gestalt ( 16) und ( 17) an. Es ist nebenbei her
vorzuheben, daß die Verbesserungsverhältnisse (2 l) in diesem Falle v o n  de n 
Beo b a cht un g s g röße n u na b h ä n g i g  s in d. 

Wie bereits sub ( 11) erwähnt, besteht im vorstehenden Sonderfall die 
Relation: 

D = �1
2 + 6_22 + 6.a2 

oder [a1 t71] [a2 a2] = [a1 a2]2 + 6.1
2 +6.22 + 6s

2
• (25) 
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welche Formel >Zerlegung von Zahlen in die Summen von vier Quadraten« in 
·der Zahlentheorie eine große Rolle spielt. 

Durch die obigen Ausführungen findet die Behauptung des Spezialisten 
der Ausgleichungsrechnung He 1 m e r  t6) , da man alle Ausgleichungsaufgaben 
in solche nach vermittelnden Beobachtungen umwandeln kann, so läßt sich alles 
auf das Prinzip des arithmetischen Mittels zurückführen« eine Bestätigung. 

Was die praktische Anwendbarkeit anbelangt, so liefert die neue Formel 
( 10), deren Bau, wie übrigens auch aus den Relationen ( 16) und ( 17) zu er.
sehen ist, sehr elegant ist, zumindest eine wertvolle Kontrolle der Berechnung 
der Unbekannten nach der Ga u ß'schen Methode. 

Für die Algebra und die Zahlentheorie erschließen sie, wie bereits bei der 
Gleichung (25) angedeutet wurde, eine Reihe von Problemen, deren Gebiet durch 
Abstrahierung von der Ausgleichungsbedingung [v v] = Min. und Akzeptierung 
anderer Voraussetzungen, z. B. (vPJ = Min., beliebig ausgedehnt werden kann. 

Messtechnik und Fehlertheorie. 
Von Ing. Dr. Alfred Basch, k. k. Adjunkt der Normal-Eichungs-Kommission in Wien. 

(Nach einem am 28. Jänner 1913 im Oesterreichischen Verbande des Vereines deutsc.her Ingenieure 
gehaltenen Vortrage.) 

Die Kurve 
(Schluß.) 

t t 
r . 2 r _,2 <1> (t) = 2 J <p (1) d, = 

V 
x J e d, . . . . • 

0 () 

(31) 

stellt die Wahrscheinlichkeiten dar, daß der Absolutwert eines Fehlers unterhalb 
des Betrages t bleibt. Die Ordinaten dieser Kurve enthalten immer doppelt so 
viel Längeneinheiten, als Flächeneinheiten unter der Kurve rp '(t) bis zu dieser 
Ordinate liegen. Naturgemäß bildet die Gerade y = 1 eine Asymptote der Kurve 

<1> (t). Die Abszisse des Schnittpunktes der Kurve <!> (t) und der Geraden y = _I 
2 

gibt den >Wahrscheinlichen Fehler• Q · 0·47694. 

Zur Kennzeichnung der wahrscheinlichkeitstheoretischen Stellung der drei 
Fehlermaße liegt eine Analogie mit Glückspielen nahe. Die Bedeutung des 
>Wahrscheinlichen Fehlersc Q ist leicht verständlich. Man kann 1 : 1 wetten daß 
sein Betrag von dem Absolutwerte eines Beobachtungsfehlers unter- oder über
schritten wird. Bestimmt man ihn aber direkt aus der Fehlerreihe als :<>Zentralen 
Wert• , so ist der erhaltene Betrag zu sehr von den zufälligen Werten der ihrer 
absoluten Größe nach in der Mitte liegenden Fehler abhängig. Der Begriff des 
»wahrscheinlichen Fehlers« wurde zuerst 1815 von B e s  s e_l aufgestellt. Als 
Genauigkeitskriterium erfreute er sich weder bei Theoretikern noch bei Praktikern 
großer Beliebtheit; wünschte ihn ja schon Gau ß aus der Fehlertheorie und Aus-

. 6) .Ausgleichuogsrechnung S. 102. 


