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Beitrag zur Ausgleichungsrechnung,
Von Ing. Dr. H. Barvik, k. k. Bergkommissir in Brilnn.

Die natiirlichste Grundlage der Ausgleichung von Beobachtungsgrifien,
welche mit unvermeidlichen Fehlern behaftet sind, bildet das arithmetische Mittel.
Jordan behauptet aber, dafl das arithmetische Mittel nur zur Ausgleichung von
Beobachtungen einer Unbekannten geniige und ein allgemeineres Ausgleichungs-
prinzip gesucht werden miisse, wenn zur gleichzeitigen Bestimmung mehrerer
Unbekannten Beobachtungen in iiberschiissiger Zahl vorhanden sind.!) Hiebei ist:
an die vermittelnden Beobachtungen in erster Linie gedacht. Da sowohl der
Markscheider als auch der bergbehérdliche Beamte, welcher anliBlich der Frei-
fahrungen das Vermessungsoperat des ersteren zu iiberpriifen hat, mit der Aus-
gleichungsrechnung vertraut sein miissen, diirfte es statthaft sein, an dieser Stelle
die Behauptung des beriihmten Geoditen niher in Betracht zu ziehen. -

Den vermittelnden Beobachtungen?) kann man bekanntlich die mathe-
mathische Form:

ER (5T, TaE ¥ Oy e, Cen ERE ) Bt [y R (1)
verleihen, worin die Argumente @, 4, c.. . . fehlerfrei sind, z, 7, 2z, . . . zu
bestimmende GrioBlen und o die mit unvermeidlichen Fehlern behaftete Beob-
achtungsgrofe darstellen. Mit Hilfe des Taylor'schen Lehrsatzes gewinnt man
aus Gleichung (1) bei Annahme von r-Beobachtungen und #-Unbekannten (#)
das nachstehende System linearer Gleichungen:

j=n

Z(a,, xi) =0y, (i= l) 2) 3 TR 7‘), ai st BEE, - R (2)
Jj=1
worin statt a, 5, ¢. . . die Argumente (@,,) eingefiihrt werden. Von den
Fehlergleichungen :
j=n : ,
Zayx)—oa=v,((=1,23.. .29 .. . (3
J=¢

gelangt man durch die Annahme (v 7] = Min. nach einfacher Rechnung zu den

Normalgleichungen :

1) Handbuch der Vermessungskunde von Dr. Jordan, bearb. von Eggert, 1910, I. Bd., S. 41,
') Hanl- und Lehrbuch der -niederen Geoddsie von Hartner-DoleZal, 1910, S. 50 ff.



oder entwickelt:

[ay @] vy + [0y @) 22 + (2 a,] 2, = [a, 0]
[ay ] 2y + [22 @3] e + - + [ay 4] 2, = [a; 0] (5)
o] 2, 4+ [ana) .+ (a4 2, = [a, 0]
deren Auflisung die Unbekannten .y, 2, 2, in der Form:
D,
Ix—_—’j)'";""""‘(G)
liefert.
Durch die Annahme »,= ;= . =x,=0 . erhilt man einen speziellen
Fall des Systems (2), Relationen mit nur einer Unbekannten:
ay & = @ ]
@9 ¥y = j -:(7)

|
L
—_—

a, ¥, = o,

Jordan lehrt nun, daB die Ausglcichung dieses Systems mit einer Un-
bekannten auch mit Hilfe des arithmetischen Mittels be\\erLstelllgt wer-:
den’kann®)!), und gelangt zu dem Ergebnis: ', :

1=”u o + as 034 . +ﬂu 0r ;
ay +a; + - -+ ek ‘ ' .
Es soll nun gezeigt werden, dafl auf diesen speznellen Fall (7) das allge-

meine System (2) zuriickgefiihrt werden kann.
Denn hat man z-Unbekannte und » > #»- Glelchungen _wie dles beim System

- (8)

E

(2) zutrifft, so liBt sich dieses System in (:) -Gruppen von n-Glemhungen glie-

dern und jede dieser Gruppen liefert einen Wert fiir die Unbekannte (x,). Man

erhilt demnach fiir diese Unbekannte ( )Werte nimlich:

- A1(') As(‘) e A

| = x= e e A=
Al AS 3 : A(u) A

Die Nenner erscheinen, wie man sxch leicht uberzeugen kann, als Funktlonen
der Argumente, sind sonach fehlerfrei; wihrend die-Zihler auch die Beob-
achtungsgrofen enthalten und infolge dessen mit F_ehlern behaftet sind. Das
ist aber die charakteristische Eigenschaft des Systems (7). Man kann somit;
ohne weiteres ansetzen:

_AOAF AL A+ - TR A Ag
A F AR +A’*(;)

.9 -

x;

. (10)

)a a. O S. 45,
1 Dle Ausgleichungsrechaung von Helmert, 1907 S 87.
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Damit ist aber das allgemeine System mit mehreren Unbekannten (2)
mit Hilfe des Systems (7), also unter Zugrundelegung des arithmetischen
Mittels gelost, ohne ein allgemeineres Ausgleichungsprinzip
suchen zu miissen.”)

Die Durchfiihrung des for mellen Beweises der Identitéit der Relationen (10)
mit jener von GauB (6) erfordert die Entfaltung eines komplizierten mathe-
matischen Apparates, weshalb an dieser Stelle von derselben Abstand genommen
wird. Desgleichen l4Bt sich beweisen, daB zwischen den Determinenten die merk-
wiirdigen Relationen:

D=A12+A22+~ +/32(;) e e e e (1)
und D= A A+ AP A+ - FARAY - - - (12)

bestehen.
Zur Veranschaulichung der obigen Deduktionen wihle man einen Sonder-
fall: Fir # =2 und » =3 geht das System (2) iiber in:
ayy ¥, + ayp 2y = 0, ) _
gy ¥y T+ @y Xy = 0 Vieregs s o e oo (13)
agy Xy + ayy X, =03
Der allgemein iibliche Vorgang bei der Ausgleichung liefert fiir die Un-
bekannten in GemiBheit der Beziehung (6) die expliziten Ausdriicke:

_ (axaz'+”za’+ ay,*) (2, 0,4 a,, 0p+-ay, 05) — (a,, 2,3, ay, - ay, ay,) (G, 0, + a,y 04-Fa4, 0,)

= . (14
: [(a,y*+ay* + a5, (213 + a5+ a5,%) — (9,4 8,3+ 0y, @3y + a5, a3,)* ] = D U]
= (3, + a5, - 95,%) (2,50, -+ ay, 0,4 a5, 05) — (3, 0,3} 4y, @9+ a,4 ayy) (ay, 0, a4, 0,+ a4, o’)‘lS)
1= : D ; .
durch Applikation auf die Beziehung (9) ergibt sich anderseits:
A1(1) © g9 0y — a9 0y SR TAY = Qgg 09 — g O3
xl — =(Z ) xl — = - :
JA! 11 @2g— A Q9 Ns g Q39— 3, g9
3 AV @19 03 — Q35 0y
H= ==
/_\.a 31 Q19— @11 Qg9
2 2
AR Ay 0y — Q41 0 A® @3y Og — Qg3 03
x2 — — — y 9 _——— = —
AN gy 9913 JAY! Ay Ayg— ay, @y’
Ao (2) SIS e ST~ S e o
As® ayf 05 — a3 0y
Xy = e .
As a3 @1y - Ayya,,

und schlieBlich gemif Gleichung (10) die Gleichungen (16) und (17):

2, (0330, —a,30,) (334 239 —2,, @y5) (333 0y — 853 05) (394 a3y — @y, a2,,) - (,, 0, — 35 0)) (25, @1y — @, ay,
(8yy 333 — 031 35)* + (3gy 3y — a3, @5,)* - + (43 2,5 —ay,4,)°

x, =fa,v, 0} — 43,9,) (a4, @3y — 3y, “u:+ (@3, 03— a3, 0,) (a5, @3y — @y, a,,) - (a,, 0,—a,, 0,) (a4, a,9— a,, ay,)
(44 Byg — @y ay5) —+ (@4 a4, —ay, @) ., - (agy ayy - @y a44)°

%) Vergleiche die in Determinantenform gebrachte allgemeine Behandlung dieser Aufgabe von
Jacobi in Crelles Journal 1841 und ihre L8sung von Wellisch in «Theorie und Praxis der Aus-
gleichungsrechnung» 1910, II. Bd., § 12.



Die Ausdriicke (14) und (I6) resp. (15) und (17) sind identisch. Von dieser
Identitit kann man sich durch entsprechende Gleichsetzung iiberzeugen. Der
Identititsheweis ldilt sich aber auf eine interessante Weise, wobei die Ver-
besserungsverhiiltnisse in den Vordergrund treten, durchfiihren.

Die Fehlergleichungen des Systems (13) lauten:

ay Ay + a4y — 0y =7
gy Xy F Ayg Xy — 03 = T,y N ( £-):
a3 ¥y - Az Xy — 03 =Ty

Die aus der G aufi'schen Minimumbedingung [# ] = Min. sich ergebenden
Gleichungen :
A @1y 2y T @yg Ty 0)) F @y (@) Xy a9 %y — 05) + g, (A5, ¥ +- A3 %y — 03) =0 (19)
@13 (@yy Xy + @19 ¥y 0y) + Aay (@) ¥y 03 X3 05) +-35(a3y 4, T+ A3 ¥, — 0) =0
gehen unter Beriicksichtigung der Relationen (18) iiber in:
ay Uy -+ gy Uy + agy vy =10 L . (20)
(lm 'I/l + a22 T/2 + 032 7/3 — 0
woraus sich ergibt:

Uy @y Qgp — 9y A3y ‘|
vy @y, Ay — apy Agy 21)
Uy dgy Q19 — Qgp ayy i

g @y, Ago — @19 A2y

Anderseits erhidlt man aus _den Relationen (18) durch Division der ersten,
resp. zweiten Gleichung durch die dritte und Umstellung:

Uy \ v v
1 L\ .. 1
(”u — 1 - )xl_l—(al‘l — A3 = )-‘s =0 —"3”
- . B, (22)
/ Vg \ By X 2o |
(@2 — a3 rg )xx‘}'(aez — Qgs ) Yo =09 — 03~
\ g Yy vg

woraus sich die Unbekannten mit:

v (2]
(01 @ge — 05 @y3) —+ (0 Ggg — 03 ag) ‘,Z,—l + (03 13 — 0 ”se):a
3

X, = (23)
Uy Vg
(@11 A3 — ayy @gy) + (@9 a3z — agg "31);‘ + (a3, @12 — a3y ayy) ;;“
3
v, v,
{oyay — o0, ay,) -} (05 @y — 05 a5y) — + (01 a3y — 03 @) N
Xy = % 3 (24)
g = .

Uy Yy
(@11 @33 — @y, @3)) + (a@3) @33 — 242331 r + (agy @12 — @32 @11) 7,

ergeben. Die beiden Ausdriicke nehmen nach Einfilhrung der bekannten Ver-
besserungsverhiltnisse (21) die Gestalt (16) und (17) an. Es ist nebenbei her-
vorzuheben, daB die Verbesserungsverhiltnisse (21) in diesem Falle von den
Beobachtungsgrofen unabhingig sind.

Wie bereits sub (11) erwidhnt, besteht im vorstehenden Sonderfall die

Relation :
D=Al+ A+ A
oder (1, @] [ay as] = [a, @) + A2+ + Ash C(29)
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welche Formel »Zerlegung von Zahlen in die Summen von vier Quadraten« in
der Zahlentheorie eine grofle Rolle spielt.

Durch die obigen Ausfiihrungen findet die Behauptung des Spezialisten
der Ausgleichungsrechnung Helmertf) »da man alle Ausgleichungsaufgaben
in solche nach vermittelnden Beobachtungen umwandeln kann, so lifit sich alles
auf das Prinzip des arithmetischen Mittels zuriickfilhren« eine Bestitigung.

Was die praktische Anwendbarkeit anbelangt, so liefert die neue Formel
(10), deren Bau, wie iibrigens auch aus den Relationen (16) und (17) zu er-
sehen ist, sehr elegant ist, zumindest eine wertvolle Kontrolle der Berechnung
der Unbekannten nach der Gauf’schen Methode.

Fiir die Algebra und die Zahlentheorie erschlieffen sie, wie bereits bei der
Gleichung (25) angedeutet wurde, eine Reihe von Problemen, deren Gebiet durch
Abstrahierung von der Ausgleichungsbedingung [ #] = Min. und Akzeptierung
anderer Voraussetzungen, z. B. [¢*] = Min., beliebig ausgedehnt werden kann.

Messtechnik und Fehlertheorie.

Von Ing. Dr. Alfred Basch, k. k. Adjunkt der Normal-Eichungs-Kommission in Wien.

(Nach einem am 28. Jinmer 1913 im Oesterreichischen Verbande des Vereines deutscher Ingenieure
gehaltenen Vortrage.)

(SchluB.)
Die Kurve
? ?
D()= 2 S:p(z)df:—Z:Se""dz. e iR (3T)
V=
0 0

stellt die Wahrscheinlichkeiten dar, da der Absolutwert eines Fehlers unterhalb
des Betrages 7 bleibt. Die Ordinaten dieser Kurve enthalten immer doppelt so
viel Léngeneinheiten, als Flicheneinheiten unter der Kurve g (¢) bis zu dieser
Ordinate liegen. NaturgemiB bildet die Gerade » = | eine Asymptote der Kurve
& (¢). Die Abszisse des Schnittpunktes der Kurve @ (#) und der Geradeny=_,l)-

gibt den »wahrscheinlichen Fehler« o —— 0'47694.

Zur Kennzeichnung der wahrscheinlichkeitstheoretischen Stellung der drei
FehlermaBe liegt eine Analogie mit Gliickspielen nahe. Die Bedeutung des
»wahrscheinlichen Fehlers« g ist leicht verstindlich. Man kann 1:1 wetten daB
sein Betrag von dem Absolutwerte eines Beobachtungsfehlers unter- oder tber-
schritten wird. Bestimmt man ihn aber direkt aus der Fehlerreihe als »zentralen
Wert«, so ist der erhaltene Betrag zu sehr von den zufilligen Werten der ihrer
absoluten GroBe nach in der Mitte liegenden Fehler abhingig. Der Begriff des
»wahrscheinlichen Fehlerse wurde zuerst 1815 von Bessel aufgestellt. Als
Genauigkeitskriterium erfreute er sich weder bei Theoretikern noch bei Praktikern
grofler Beliebtheit; wiinschte ihn ja schon GauB aus der Fehlertheorie und Aus-

¢) Ausgleichungsrechoung S. 102,



