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·Einfluß von . Fehlern in den Koordinaten der Fest
punkte auf die Koordinaten des Neupunktes bei 
.trigonometrischer Punktbestimmung durch Ein

schne iden . 

Von Dr. Ing. P. Werkmeister in Straßburg i. E. 

Bei trigonometrischen Punktbestimmungen werden die Koordinaten der 
Ji"'estpuükte· im. a1 lgemeinen als feh lerfrei angenommen; e l egent l ich kann es 

. aber auch von Interesse sein, den Einfluß von Fehlern in den Koordinaten der 
.: f'·estpunkte auf die Koordinaten des Neupunk tes kennen zu lernen. Die rechne
. rische Bestinimun.g eines solchen Fehlereinflusses ist umständlich und wenig 
:ü6ersichtlich; an ihre Stelle tritt besser eine im Grundgedanken graphische 

Lösung der vorliegenden Aufgabe. 
Bedeuten (x, y) die Koordinaten des Neupunktes und (.1�„, .Y„) , (.i-b, .Yb) . . 

. . • diejenigen der Festpunkte, so sind x und y Funktionen der Festpunkts-
,.; .;koorclinaten und man kann setzen 

·; ' -, ; _, :x = F.: (x., y.; ..rh, Yh; . • • ) y = 11� (x„, Y„; xh,Yb . . . ) ( l) 
:Bezeichnet man die mittleren Fehler der Festpunktskoorclinaten mit Jl.-1.', Alf;,"; 
Mi/, Mb''; · . . . , so erhält man für die entsprechenden m i ttleren Fehler Mx 
und Mr von .:i:- und _„, at1f G rund des Fehlerfortpflanzungsgesetzes 

11'1..,. =V( Cl f� JJ1.-) 2 + (Cl E'x M"") �Lj- (Cl F.,. 111.i' 1 u -�--(· �!�;,-::)-� + . . -_ Cl xR Cl y. Cl xb i Cl .Yi. 

My ·v(� .flY_ M.:) 2 + ( 8 .r� M.,-·) � -r ( d j� ;�T� ��· �; ���1r: :�) � �r- -
. o x11 . Cl Y� Cl xb · J „ 

oder nach Einführung von entsprechenden Abkürzungen 

Mx= f b, :r,: 2 + 6 Xn" !!+ t,-x1,' 2--:.F- E'X?i+ -�- .- . 
My::;:: V 6,.y„' 2 + l::,J'a" 2+ ,6)'�;2+·-DY:,; 2 +·--� .--. 

di:ibei bedeutet q 1 · w ' die mittleren Fehler von .i· und J' für den „ ·  , { A x' und /\ ;1 '} 
6, $/' tJ ll d 6 Yi" nur {;'} mit dem mittleren Fehler {��:J behaftet ist. 



Qi'e .E�mitnung der Fehler ,u: und-·My ges�hieht ·in der: Weise, daß man 
·: .dJe· m;ittteren Fehler 6. .-t/, 6. Y1'; L �1''., 6. Yi" �nter Bea��tung gewisser. gra

pllischer Naberungen auf· Gru�d ei��r maßstäblich .·gezeichneten Figur getrennt .' 
.�esti�ß.lt, und .sodann den Gl�ichungen (2} entsprechend, zusammenfaßf; d;ie 

· GJe·�chungen (1) werden dabei ·nicht, b�nü,tit,· so daß .man .�ie nicht zu kennen. 
· Qraucht.•) 

· 
. lm folgenden soll 9ie Bestimmung. der �ittleren .Fehler Mx und My b�i ·',· · 

· .deu Aufgaben des Vorwärts- und Rückwärtseinschneidens. gezeigt werden. 

Vorwlrfselnscht1�1den. 
In ihrer eh1fachsten Fo

"
rm lautet die. Aufgabe des Vorwärtseinschneidens 

· (o.lgendermaßen : Zur Festlegung _eines Neupunktes P wurden iti den F estpunkt�n 
. . A und B , {Figur 1) die Wi nlcel P.1111.: = .« ·un:d, A. ß ,e::;;;: ·ß · gemessen. 

• • • · � ; . ! ' • l ,.. . ·: 

Fig. 1. 
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stellen a, a1 und a2 die Abstände der betreffenden P•uallelen vor. Den Abstand 
a kann man der Figur entnehmen, wenn man unter Anwendung eines genügend 
großen .Maßstabes den Punkt' A um <lie Strecke 1u11 nach A' verschiebt*), und 
durch A' die Parallele zu A B zieht. D ie Abstände a1 und a2 erhält man nach 
Ermittlung von a aus den Gleichungen 

AP BP 
a1 = a -- und ao = a -------AB � AJJ 

mit Hilfe des Rechenschiebers. Die Richtungen für die auf die Absfände a1 und 
112 sich beziehenden Parallelverschiebungen ergeben  sich in jedem Fall auf 
Grund der durch die Figur 1 angedeuteten Überlegung . 

. Bestimmt man in der angegebenen Weise die den Koordinatenfehlern µ,11', 
µ,„", µ,1,' und µ,b'' entsprechenden Lagen des Punktes P, so erhält man die 
Punkte P„1, P„11, I',/ und P1/1; die Koordinatenunterschiede dieser Punkte in 

Bezug auf den Punkt P stellen dann die in den Gleichungen (2) mit !::,. .1·11', 
/j, .:ra'', 6. .i:,,', 6. .:rb" und L:,.y,,', 6 J'„", 6 J't.', 6J'1," bezeichneten Fehler vor. 

In der Figur 2 ist die Bestimmung der mittleren Koordinatenfehler ("x und 
/Ly des Neupunktes P für das durch die Figur gegebene Zahlenbeispiel durch-

-r-��--�-------- ·•!i •1 L"J .'1 " ,ir:m �1„�n1..-.1,p .....,..._.. __ L..__..,��1-• -'"il 

Fig-. 2 .  

geführt für den Fall, daß die Koordinaten der Festpunkte A und B je mit dem 
mittleren Fehler ± 3 cm behaftet sind; der Gang der Lösung ergibt sich aus 
der folgenden Zusammenstellung der in Betracht kommenden Werte. 

Bestimmung des dem mittleren Fehler µ,„' = ± 3 cm entsprechenden 
Punktes P"1; 

a' = 3 0 cm I 

�) Bel dieser Verschiebung ist es glelchglltig" oh man sie in positivem oder negativem Sinn 
"vornimmt. 



, - ,AP 3 l 
a1 = a AB:::;:: , cm 

-
. _ _  , ,  RP - . a2 ' = ä' AB . ..:_ 2, l cni 

6_ Xa' ;;;;;; 0, 6 ·cm � J'11 , 21 Ü- fm 

·des dem mittleren· ··-Fehler ��„ ·= ± 3 �m entsprechenden. -

a":::::: 0 2-cm - . 1 

, AP _ . _ BP -a1":::::::; nlj AB::::::; 0, 2 mn a.,t = a" AB=?•.• �m 

� �a'' = 2, 0 cm /').Je.�' - _ 0, 7 cm 

des d�m mittlt�en Fehler- µ,b' = ± 3 cm entsprechenden 

b' :::;: 3 0 cm � 1 < 
BP w -- - A'P -b ' :::::= b' - - -2 1 cm b " -- -b' � _,.._ 3 1 '- 'n• 

l 1 - A ß - ) . - - II --, AB 
_-:- . ' -- „ „ 

-�-�I)· =i;·a ·r/;; �· -b. ;_�_; ·_: .2,·o·�,;;_ _ 
- ' 

• • ·, • ·, 1 '· �, : - • \- • • \' ' ·/, • · , ' ' • 
des' dem m!ttlerep Pe�ler· �'b" 

„ ± 3-ct'n en��prechenden · ·. 

li1 = 0, 2 cm. , 
BP --

· - ·  AP: . - _ b 11 = b1' - = 0 l cm _ 1. 1' = - b" .:.__ = . O 2- cn•: -l ._ - A ß - l . - Vj - A B - 1 
-

„ 

6. xb'' = l,·9 cm 6,J'b":::::::: 2, 3 än -
· 

Auf Grund der Gleichungen (2) ergibt sieh graphi'sch � m der in der 
f:i�ur ange'�benen· weise � oder rechnerisch

' . 
, ' µ,„ � ± 3; 6 tm" · P,Y = .:f 3, 7 c'tn 

.� ' . .·· . ; 
• 'j \ 
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In ähnlicher Weise gestaltet sich die Bestimmung des einem Fehler 1.10 bei 
dem mittleren P nkt C entsprechenden Punktes P0 (Figur 4·). Wird durch die 

Einwirkung des Fehlers µ.0 der Punkt C nach C' verschoben und zieht man 

--

---- -- -- -

fig. J. 

B 

Jl 

Fig·. 4-· 

durch C' die Parallele zu C P, so bestimmt diese auf A P und BP zwei Punkte 
. ·  iI" und 11.a die auf den Umkr�isen der Dreiecke P., AC· bezw. PC B C1 liegen . 

. D� dfe.Sehnet} lf;P0 und FJ� �� klein sind, so darf man an ihre Stelle die Tun
g�nten .in He . uüd; .H� treten lassen; mit Rücksicht auf die ebenfalls mit µ,. 



, . ·;,".> ,> '· klelnen Sttecken P Ifa und P Ii0 darf man voli diesen Tangent en annehmen, daß 
�';'\: .:: -. ' . · sfe: für di� k urzen in Betracht kommenden Stücke pa.ralliel sind zu den beiden 

):: ;'::� .. : ·T_aug�nten, im .P unkt Pan die Umkreise qer. Dreiec�e PA C urid . PB c. Man 
· · 

. er:MUt demgemäß den · P unkt P� · ·nach B�stimm.ung 
· 

der Punkte ·u, und Ha als 
'
. , :·_ · '.sd��htpunkt der Parallelen dur:ch diese P unkte z u  den Tan,gente�in Pan d ie . 

:.„ ·· ··'. " ' · ,  Kreise . Über A C  und B C. 
1. • • . 

_ �„� � . , . .  · Bestimmt man in . . d ieser Weise die. den Koordinatenfehlern p.„1 t. f'-11"; µ,1i', 
J. :--" .;..;.\ µb" und Pie', P.o" enst&prechenden Lagt(n des Punktes P,. so ergeben sich d ie 
"'· <.:· : · '-�un.kte P�1, P."; Pb', "Pb" un,d IV,_ Po'': ::die Unt,er$�hiede zwischen den Koordi-
lf·' '" 

naten dies.er P unkte und denjenig�n des. Punktes. P stellen dann die in den. 
Gleich�ngen (2) mit !:::,. x, und /:::,.f/1 b'e;zeichneten Ei nzelfeh le r vor: 

FUhrt _man dte . �e stimrilung der
· 

mitdere�· Feh le.r p.� und #'y für das in 
•· der„ Fig�·� 5 gegebene B ei·spiel für den Fan· dur�h,·�daß· die·K?ordinaten'. d�r drei 

· / ' li{.ltJ <�:- .�Jfi, 
.. ' 

·t 1:._ j '�1�·� 
•· Fig.�.5�· . ' 
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Faßt man diese Werte in der durch die Gleichungen (2) bestimm ten Weise 
zusammen, so findet man 

ftx r= ± 3,3 cm �J,Y = ± 4,0 cm 

Sowohl beim Vor\värtseinschneiden als auch beim Rückwärtseinschneiden 
kann man die zur Berechnung der Fehler !'x und �i� graphisch ermittelten 
Einzelfehler f::.:r/, �y11 und D,.1:i", D,.yt" in einfacher Weise einer Probe unter
werfen; man entnimmt zu diesem Zwecke der Figur die Koordinaten der Punkte 
P/ und Pt und berechriet aus ihnen und den um �1• bezw. �'·i" veränderten 
Koordinaten der Festpunkte mit Hilfe der betreffenden Richtungswinkel die den 
gemessenen Winkeln " und ß entsprechenden Winkel, die dann mit jenen über
einstimmen müssen. 

Theoretische Betrachtungen über die Orientierung 
photographischer Ballonaufnahmen nebst der Be

handlung eines speziellen Falles. 
Von Dr. K. Welgel, Professor an der k. k. Technischen Hochschule in Lemberg. 

(Schluß.) 
a). !1i, = H� 

Die Orientierung der dritten Aufnahmekategorie bedingt bei zwei identifizierten 
Kartenpunkten - außer der im Strahlenbüschel vorhandenen - noch zwei un· 
abh. Bestimmungsstücke. Diese sind hier die horizontale Entfernung der beiden 
Punkte d und ihr Höhenunterschied 6 H = 0. Um die Formeln in möglichst 
einfacher Form erhalten zu können, wurde folgende Lage des Koordinatensystems 
(siehe· Fi_g. l.) angenommen. 

Der Koordinatenursprung befindet sich im Aufnahmepunkte (Ballonorte), 
die X-Achse ergibt sich als Schnitt der durch den Hauptstrahl der Aufnahme gelegten 
vertikalen und der durch den- Ursprung gelegten Horizontalebene (die + Hichtung 

. gegen die aufgenommenen Punkte gerichtet), die Y-Achse befindet sich in der 
oberwähnten Horizontalebene senkrecht zur X-Achse (die + Richtung rechts 
vom Aufnahmeapparate), die h·Achse geht lotrecht vom Aufnahmepunkte (die 

· + Richtung nach unten} . 
Aus· der Fig�r ist weiter ersichtlich: 

y9 - y1 d , 
( 

_ ) 
sin ß1 sin ß2 _ ( 

) 
sin ?'i sin ?'2 tg e1 = ---- un tt = .i9 - .t'1 . (ß ß) - Y2 -Yi -. ---- , 

;1:'2 - %1 Sill 1. - . 2 Siil (7;1 ·- ]'�) 
· . . y9 -y1 _ sin ß1 sin {12 sin (111 - 112) 
foghcb tg a :;:;:: -·- - = -. --- ---. -- . 

:r2-x1 sm (ß1 - ß2) srn y1 sm /'2 
Alle in dieser Formel vorkommenden Winkelwerte sind bekannt, da ro der 

Neigun�swinkel' des Hauptstrahles gegen den Horizont bekannt ist. 


