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Uber Fehlerhyperbein. ,
Von 8, Wellisch.
' i

Seit Bravais 1846 die ersten eingehenden Untersuchungen iiber die Fehler
in der Bestimmung eines Punktes in der Ebene und im Raume angestellt und
damit die Theorie der Fehlerellipsen ynd Fehlerellipsoide begriindet hat, bilden
diese Kurverf und Flichen gleicher Wahrscheinlichkeit die vorziiglichsten gcome-
trischen Gebilde zur Kennzeichnung der Genauigkeit in der Lagenbestimmung
eines Punktes in der Ebenc und im Raume, Nun haben die. ncucsten For-
schungen auf diesem Gebiete crgeben, daB auch die Hyperbeln und Hyperboloide
zur Darstellung des Genauigkeitsgrades linearer Funktionen, welche die Lage ciner
Geraden in der Ebene, beziehungsweise ciner Ebene im l\aume bestimmen,
herangezogen werden konnen.

In der von Alfred Basch der Kaiserl. Akademie der Wissenschalten in
Wien am 9. Juli 1914 vorgelegten Studie «Ueber Hyperbeln, bezichungsweisc
Hyperboloide als Priizisionscharakteristika empirisch bestimmter linearcr Funktio-
nen» handelt es sich hauptsiichlich um die auf Grund von Beobachtungen. vor-
zunehmende Bestimmung des funktionellen Zusammenhanges zweier Gréfen, von
denen cine als vollkommen fehlerlos und nur die ancere mit einem zufilligen
Fehler behaftet anzunehmen ist, also um Fille, die bei experimentellen Unter-
suchungen, namentlich im Gebiete der Physik, aufzutreten pflegen. In der Geodiisie
hat man cs jedoch vorwiegend mit Problemen zu tun, worin beide zu bestim-
menden, in einem funktionellen Zusammenhange stehenden Grifien in gleicher
Weise mit zufilligen Fehlern behaftet erscheinen, wo also die oben gemachte
Einschriinkung nicht besteht. In ihrer Anwendung auf die Geodiisie erfordert
- demgemiB die Theorie der Fehlerhyperbel eine entsprechende Anpassung: und
Erweiterung,

Die von Basch angesteliten Untersuchungen nehmen: ihren Ausgang von
der bekannten Aufgabe, im Falle des wechsclseitigen Zusammenhanges zweier
Griflen x, y, welche die Fihigkeit besitzen, verschiedene Werte anzunehmen, auf
Grund der Kenntnis einer iiberschiissigen Anzahl von Wertepaaren dieser Gréfien
diejenige lincare Funktion y =ax 4 6 zu ermitteln, durch welche die Bestim-
mung der einen GriéBe aus der anderen mit dem geringsten Fehlerrisiko verbunden
ist. Es wird zuniichst die Gleichung der diese Funktion darstellenden Geraden,
der «plausibelsten Regressionslinic» aufgestellt und der Satz bewiesen, dafl diese
Regressionslinie (Schaulinie) jener Durchmesser der Zentralellipse des das System
simtlicher Beobachtungspaare versinnlichenden «Beobachtungsbildes» ist, welcher
zur Richtung der die gesuchte Grofie zur Darstellung bringenden Koordinate
konjugiert ist.

Bestimmt man die Einhiillende jener Geradenschar, deren einzelne Geraden
die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen, «wahre Schaulinie» zu sein, so crhiilt
man eine Schar von Hyperbeln, welche von Basch als «Fehlerhyperbeln» be-
zeichhet werden, Die Schaulinie ist dann der, simtliche Fehlerhyperbeln in den-
selben zwei imaginiren Punkten schneidende Durchmesser, der zu jener Richtung,
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welche die gesuchte GriBle darstellt, konjugiert ist. Diejenige Hyperbel, fiir welehe
die Wahrscheinlichkeit, von der «wahren Schaulinie» imaginiir oder reell ge
schnitten zu werden, gleich groB ist, wird die «wihrscheinliche Fehlerhyperbels
genannt, withrend jene Hyperbel, welche im Falle ciner unendlichen Anzahl von
Beobachtungen die Zentralellipse in zwei Punkten tangiert und die Eigenschaft
besitzt, daB ihren Tangenten in ihrer Gesamtheit die griBte Wauhrscheinlichkeit
zukommt, die «wahre Schaulinie» zu sein, als «mittlere Fehlerhyperbels he
zeichnet wird. Im Hinblick auf die analoge Bezeichnungsweise der Fehlerellipsen
wiire jedoch diese Hyperbel besser als «Zentralhyperbels anzasprechen.

Von Basch wird auch der [Fall des korrelativen Zusammenhanges zwischen
drei GriBen behandelt, die Gleichung der «Regressionsebenes aufgestellt und
das «Fehlechyperboloids in den Kreis der Untersuchungen gezogen.

Demnach erscheinen die Fehlerhyperbeln und Fehlerhyperboloide als ein
Mittel zur Kennzeichnung der Genauigkeit in der Lagenbestimmung einer Geraden
in der Ebene, bezichungsweise ciner Ebene im Raume, ihnlich den Fehlerellipsen
und Fehlerellipsoiden als Prizisionsmerkmale ftir dic Genauwigkeit der Lagen-
bestimmung eines Punktes in der Ebene und im Raume.

In der praktischen Geometrie kénnte die Theorie der Fehlerhyperbel An-
wendung finden bei Aufgaben von Punktbestimmungen durch Einschneiden z, B.
bei der Aufgabe der unzugiinglichen Distanz, dem «Hansen’schen Problem» oder
der gleichzeitigen trigonometrischen Festlegung cines Punktpaares,

Werden zwei Punkte von mehr als je zwei gegebenen Punkten vorwiirts
eingeschnitten, so ist die durch die beiden Punkte begrenzte Strecke nach Liinge
und Lage iiberbestimmt. Fiir die Genauvigkeitsangabe in der Bestimmung der beiden,
fir sich allein betrachteten Streckenendpunkte bilden dann die Fellerellipsen ein
geeignetes Mittel; die Bestimmung der gegenseitigen Lage beider Punkte zu
cinander wird aber als umso genauer zu erkliren sein, je nither die Aeste der
charakteristischen Fehlerhyperbel an die berechnete lLage der festzulegenden
Strecke herantreten und je flacher gleichzeitig die Fehlerhvperbel verliuft, indem
die- beiden Hyperbeliste, gleichsam wie zwei Puffer wirkend, das Streuungsfeld
der gesuchten Strecke beschrinken. (Fortsetzuny folgry

Literaturbericht.

1. Buicherbesprechungen.
Zur Rezension gelangen nur Biicher, welche der Redaktion der Osterr. Zeitschrift {ar
Vermessungswesen zugesendet werden,
Vincenz Pollack, ehem. Bauinspektor des k. k. Eisenbahnministeriums und
2. 0. Professor an der k. k. Techn. Hochschule in Wien: Kurze praktische
Geometrie (Vermessungskunde) fir Vorarbeiten von Verkehrs- und dhnlichen
Anlagen. Wien 1914, Verlag fir Fachliteratur, Ges. m. b 1. Preis gebunden
24 Kronen, (254 Seiten.)
Pollack's Kurze praktische Geometrie im Formiate 47 DX 31 em besteht zum
grofien Teile aus wortlichen Abschritten aus den bekaunten Lebr- und Handbiichern der
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dieser verschiedenen Auffassungen ein und desselben Signales in dhnlicher Weise
abspielen, indem der Beobachter bei schlechter Sichtbarkeit des Signules immer
veranlait sein wird, den Schwerpunkt der sichtbaren (beleuchteten) Fliche an-
zuvisieren, und das umsomehr, je weniger die Distanz- oder Luftverhiiltnisse die
scharfe Umrandung des Signals, besonders auch der Schattenpartien, crkennen

lassen. (Fortsetzung folgt.)

Uber Fehlerhyperbeln.

Von S. Waellisch.

i

In Gemiillheit der wesentlichen Unterscheidung zwischen den wechselseitigen
Zusammenhingen der bei geoditischen Punktbestimmungen in Betracht kommen-
den Gréflen und von empirisch bestimmien :Funktionen hat man es bei geodi-
tischen Problemen statt nach Basch’s Auffassung mit einem Paare von «Re-
gressionslinien» nur mit einer einzigen «Schaulinies und dementsprechend auch
nur mit einer einzigen Schar von Fehlerhyperbeln zu tun. Hingegen erscheint es
notwendig, dal zu den gegenstindlichen Betrachtungen statt einer -einzigen
Fehlerellipse ¢in Paar von Fehlerellipsen samt den zugehdrigen FuBBpunktskurven
oder Pedalen herangezogen werden. :

Sind fiir den Fall der trigonometrischen Festlegung einér Dreiecksseite
P P* durch Vorwirtseinschneiden dic Beobachtungen mit zufilligen Fehlern be-
haftet, so wird an Stelle der Punkte 7/, /" je eine fehlerzeigende Figur ent-
stehen. Durch Ausgleichung der Beobachtungsfehler nach der Methode der kleinsten
Quadrate findet man die wahrscheinlichsten Lagen der Dreieckspunkte, die Kern-
punkte der zu ihrer Festlegung beobachtcten zwei Strahlensysteme. Zu jedem
Kernpunkt gehort eine Schar von Fehlerellipsen, von denen wir diejenige, welche
in bezug auf den Schwerpunkt eines Punktsystems «Zentralellipses genannt
wird, als «Kernellipses bezeichnen wollen. Dic ausgeglichene Strecke P P
(Schaulinie) mit -ihren Fehlerfiguren und Kernellipsen stellt das Beobachtungsbild
in natiirlicher Gestalt dar. Um cs in eine fiir die Konstruktion der Fehlerhyper-
beln geeignetc Form zu bringen, wird dic Strecke £ P* in einem schicklichen
Mafverhiltnisse, z. 3. 1:2500 verjiingt, wodurch das verkiirzte Beobachtungs-
bild entsteht, Nun bercchne man nach Anleitung der in meinem Buche: «Theorie
und Praxis der Ausgleichungsrechnung», 1I. Bd., § 9, gegebenen Entwicklungen
folgende Elcmente:

[. Den Siidwinkel der Schaulinie aus

_ Vi Yu
: 7 tgo’*—:XT:‘/\,z. Cnie R s N s ‘)
und die Linge der Schaulinie
g Ml B e
sin 6 cosg :

wo Y'— Y* und X' X" die Koordinatenunterschiede der ausgeglichenen Drei-
ecksseite bedeuten. Ferner fiir beide Punkte gesondert:
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2. Den mittleren Fehler einer einzelnen Richtungsheobachtung unter Zu-
grundelegung der scheinbaren Benhuchtungsl‘chler:

"vzl ,’)
/'l Tt

3. Die mittleren Koordinatenfehler in bczug aul das durch den Kernpunkt
parallel zu x, y gelegte Achsenkreuz: '
D

4 L
=t = g1y

[(;;’], I CE |
worin D = [aa] (6] — [26]* dic Kocflizienten-Determinante der Normalgleichun-
gen bedeutet.

4. Die Azimute ¥ und @ -}- 90¢ der Wahrscheinlichkeitshauptachsen  oder
die Siidwinkel der Achsen der Kernellipse aus:

o= )

5. Die extremen Werte der mittleren Koordinatenfehler oder die aufl die
Ellipsenachsen -bezogenen mittleren Fehleckomponenten aus den Formeln

. . |00] an
TR TN {U’ By = pd, [/)} o P = e .« m D)

[a0] = [*("']-Hfﬂ il R et

V2 == ([aa] — [68])2 |- 4 [ab]2.
Den mittleren Fehler in der Richtung der Schaulinie aus der Gleichuny
der Pedale der Ellipse (vergl. a. a. O. 1. Bd., § 10)

)

pry = ptycosfe - utosinte, .. . . . L L 0. L 6)
wenn ¢ = 909—a 4 ¢ den Winkel bedeutet, den die Schaulinie mit der posi-
tiven grofien Halbachse der Kernellipse bildet.

7. Den mittleren Fehler in der zur Schaulinie konjugicrten Richitung aus
der Gleichung der Pedale

3, = p? costd -} pisin®d, . ... .0 T)
1
(At s
pierte Radius mit der groflen Halbachse cinschlicBt und wobei ¢ = ¢ — o den
Konjugationswinkel darsteltt, wenn auf das Vorzeichen von & und & DBedacht
genommen wird.

Von den nach den Punkten 2) bis 7) zu berechnenden Griflen erhiilt man
fir jede Kernellipse besondere Werte, die zur Unterscheidung entsprechend der
Punktbezeichnung 7, I mit einem Indexstrich, beziehungsweise mit zwei Strichen
zu versehen sein werden.

Wiilhrend die beiden in der Richtung der Schaulinie auftretenden Fehler,
die in ihrer Zusammenwirkung den «Entfernungsfehler» der Dreiecksseite ergeben,
in jedem Punkte der Dreiecksseite im vellen Betrage zu der Zusammenwirkung
teilnehmen, tragen die beiden Fehler in den konjugierten Richtungen zu der

wo 0 der aus tg 0 = — - zu berechnende Winkel ist, den der konju-
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Zusammensetzung des resultierenden konjugierten Querfehlers in irgend eincm
Punkte der Dreiecksseite bloB mit einem Auateil bei, der gegenseitig von einem
Dreieckspunkte gegen den anderen vom vollen Betrage bis auf Null altmihlich
abnimmt, so da an irgend ciner Stelle — den Kernpunkt K des Beob-
achtungsbildes — die Resultierende des konjugierten Querfehlers ein Mini-
mum sein wird. Die Lage des Kernpunktes K ist bestimmt durch cinen der
Abstiinde KP' =17 oder KP" =  von den Dreieckspunkten. Von dem Mittel-
punkte M, d. i. dem Halbierungspunkte von P'P", ist dann der Kernpunkt K
um z'—-%—-*-%‘-—] entfernt.  Mit Beriicksichtigung der den Quadraten der
mittleren Fehler umgekehrt proportionalen Gewichte ¢‘ und g bei den Punkten
P’ und P" berechnet sich der Abstand ¢ aus der Gleichung Zg' = jg ' mit

A s S ;
l = i_ }"é;_;_;_(—”:‘-)-a e e 8)
g [

es ist dann 7 = 5 —¢ und es sind die zu dem resultierenden konjugierten Quer-
fehler in K beitragenden Fehlerteile:

T yap 4
Sl und o :
S 5

Bildet man nun aus beiden mittleren Fehlerpaaren in der Richtung der
Schaulinie und ihren konjugierten Richtungen nach dem «pythagoriischen Lehr-
satz der Ausgleichungsrechnung» die Mittelwerte aus

ntimm gt s 9)
'A% ] ygp 1\ 2
02 = (7e) t(zy.; 2. 10)

~ so stellen diese Mittelwerte die mittleren Fchler des Kernpunktes K des Beob-
achtungsbildes in den Richtungen der konjugierten Durchmesser einer Hyperbel
dar, die wir zum Unterschiede von der auf den Schwerpunkt des Beobachtungs-
bildes sich beziehenden «Zentralhyperbel» als «Mittelhyperbel» be-
zeichnen. Der mittlere Fehler m, = KL = AL, = a ist zugleich die Linge des
reellen konjugierten Halbmessers der Mittelhyperbel, wihrend ihr imaginirer
konjugierter Halbmesser A'V'== KN ==} aus der auf die konjugierten Durch-
messer als schiefwinkelige Koordinatenachsen v, # bezogenen Gleichung der Mittel-

hyperbel | :

T L '
(i‘d"—z-é'—: l . . ) " . .» . u l) . . ll)
wie folgt‘ erhalten wird, Es ist é = —-.—-ﬁﬁm. Da nebst @ ==, auch die schief-

Vo2—a?
wmkelxgen Koordinaten 7,u,’ und 7, u,” der Hyperbel- und Pedalenpunkte 2,2,
beziehungsweise ¢/, ¢ vorlicgen, so erhdlt man fiir 4 zwei nur vielleicht in der
siebenten Logarithmenstelle abweichende Werte, nidmlich

: _5-24,.,,.,_‘{1_"5!}::: und 2 =-- '*2:?’“::;'::, S e |2)
Yri—mp Vit —mp



97

deren arithmetisches Mittel & ergibt. Die Asymptoten der Mittelhyperbel gehen
durch die vier Winkelpunkte eines Paralielogramms, dessen Seiten die Linge der
konjugierten Diameter der Mittelhyperbel besitzen und mit ihnen paralle! luufen,
Einzelne Punkte der Hyperbel findet man leicht durch Anwendung des Satzes,
daf die Fliche des Parallelogramms aus den Koordinaten irgend eines Punktes
der Hyperbel — mit den Asymptoten parallel gezogen — bestindig bleibt.

+7
o
b >
P I &
/
\\ E"'._ iPr i -T‘T
poX A 0 " wem
= e B I B e et
) .,/}:{ c iy e +_—-*——;qum
+E
3N

Um die Halbachsen der Mittelhyperbel zu erhalten, transformiere man die
schiefwinkeligen Koordinaten v,7# auf das einzig mogliche System konjugierter
Durchmesser, welches rechtwinkelig ist. Bezeichnet man dic Koordinaten in bhezug
aul dieses rechtwiakelige Achsensystem mit ?), X, so hat die Achsengleichung der
Mittelhyperbel die Gestalt

P x
wows 1Y)
; : et gt L e S T TR g
und es finden, wenn Py den Konjugationswinkel des schiefwinkeligen

Achsensystems bedeutet, die Beziehungen statt:
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AB = ad sin ¢ ‘
B2 — U2 P 2, - 14)

woraus (he Halbachsen U, B berechnet werden konnen. Der zwischen der z-Achse
und ?)Achse gelegene Winkel e wird aus der Bedingungsgleichung

a'sin2e - Msin2(@=a)=0 .. ... ..15

erhalten. Die #-Achse schlieit dann mit der ®-Achse den Winkel f=90°— ¢ - «
ein.

Sucht man die Gleichung der Mittelhyperbel in bezug auf das rechtwin-
kelige Ifo'ordinate|1sy'ste11| 7, & mit dem Ursprung in K, so hat man zu setzen:

__cosag — Esino nsmy—}-&cosy
i sin @ 3 ¢ sin @ ¢
wenn ¢ der Siidwinkel der Schaulinie oder des imaginiren Durchmessers (u-Achse)
und y=@ -+ a—90° der Westwinkel des reellen konjugierten Durchmessers
‘(#-Achse) ist, wobei @ 4~ a¢ = f8 -}-» sein mull. Substituiert man diese Ausdriicke
fir v und » in die Gleichung 11), so erhilt man dic gesuchte Gleichung :
(82 cos? @ — a? sin? p) 92 — (4%sin 2 &« 4 a?sin 2 y) 9§

+ (b2sinc — alcost ) E2 = a2f?sin? g . } ;
welche dazu dienen kann, die Schnittpunkte der Mittelhyperbel mit den Koor-
dinatenachsen n, £ zu berechnen. (Fortsetzung folgt.)

. 16)

Literaturbericht.

e s

1. Bucherbesprechungen.

Zur Rezension gelangen nur Blicher, weiche der Redsktion der Osterr. Zeitschrift tiy
Vermessungswesen zugesendet werden,

Bibliotheks-Nr. 554, E. Hegemann: «Das topographische Zeichnens.
Eine Sammlung von 12 Musterblittern. Zweite, -durchgesehene Auflage. Mit
12 Tafeln.. Berlin, Verlagsbuchhandlung Paul Parey, 1914

In dem vorliegenden Buche liegt eine auf zwilf Tafeln zusammengestellte Samm-
lung vom Mustern, die iiir das Zeichnen von topographischen Plinen notwendig sind, vor.
Der Autor hat fiir die Darstellung der verschiedenen Terraingegenstiinde die vortreff-
lichen Vorschriften und Muster der PreuBischen Landesaufnahme beniitzt; der Inhalt der
Tabellen {iber die Bergstriche riihrt vom' Auter her und hat denselben sehr geschickt
bearbeitet. Die’ Erklirungen zu den Tafeln sind in erwiinschter Ausfiihrlichikeit, klar
und treffend.

Das vorziiglich ausgestattete Vor!aoewerk wird fir den Untemcht im Situations-
und Planzeichnen sehr : :gute Dienste leisten und wird zweifellos von Lebrern und Studie-
renden begriifit werden D.

2. Neue Bticher.

. Haussner Rob,, Prof. Dr.: Darstellende Geometrie. 2. Teil. Perspektive ebener
(:Lbllde Kegelschritte. 2. verm. Aufl. 168 S, m. 88 Fig. Sammlung Gdschen Nr. 143.
Mk. —'90. , E ;
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3. Beobachtungsreihe. Nachmittags 352 4o,

Witterung : schén, Lutt zittert ziemlich stk

Belenchtung der Signale: unoch anschetnend gleich wie bei der 20 Reihe,
nur die beleuchtete Seite der vierseitigen Pyramide erscheint nichit mehr so hell,

Hintergrund : dunstig, aber heller; die Schattenpurtien der Pyramiden sind
deshalb ehenlalls erkennbar.

4. Beohachtungsreihe. Nachmitlags 516600,

Witterung: schon, nur leichtes Zittern,

Beleuchtung : Die Sonne hildet mit der Richtung der Visur cinen Wiikel
von ca. 1600 d. h. die gegen den Beobachter zugekehrien Seiteu der vierseitiven
Pyramide sind nicht mehr von divekten Sonnenstrahlen getroffen und auch die
linke Seite der dreiseitigen Pyramide steht nue noclh i Streitlicht,

Hintergrund : hellgrauer Dunst, dic Pyramiden heben sich sehe sehlecht aby;
ungiinstige Zielverhitltnisse.  Das Stangensignal hiebt sich, da es etwas dunkler
ist, als die Pyramiden, ein wenig besser ab cecen den Hintergrund, Duvegen
verschwindet die Stange i ihrver dunkelerauen Farbe hinter dem Faden, sodaly

die Einstellung etwas unsicher ist. (lortsetzung tolgt

Uber Fehlerhyperbeln.
Von S. Wellisch,
&

Niachstehend sei die  Genavigheitsuntersuchung  des s den gegebenen
Punkten A5 und 27 durch Vorwiirtseinschueiden fesigelegten Punkipaores £ /7
mittels Fellerhyperbeln durchgefilict. Ta Figur 2 st das Drciecksnets i Madi-
stabe 1:50.000 dargestellt, withrend die Fehlerdreiecke mit den Kernellipsen
und die Mittelhyperbel im Mafle 1: 20 eingezcichnet erscheinen. Die feststehen-
den Koordinaten der gegebenen und dic genitherten Koordinaten der zu bestin-
menden Punkte sind:

K., .,  x=-—113097-20m y== — I+ 19441 12
DIR - —-—ll 65117 — 18 15204
e v 3 — 11275360 ~ 21902706
) — 111 35420 17 78433
/o R — 112 37094 — I8 73T

Die Vermitttungsgleichungen zur Berechimung der Koordinaten-Verbesserunoen
0., & fiir den Punkt 227 und o0 o tic den Punkt 27 Jauten

)

Von K nach /7 . 0 40800 |- 22000 — Gl =0
SO S L R X R e L A0 =0
s B s B, . 40 1538 — b4 0
o Koo AR 0 e TIOR3 e )
y 8 9 (2R { 11:2 '[ 608 ; A )
s AT s P 06 s o T e =0



Die Koeffizienten der N

ormalgleichungen sind:

Fiir Punkt [aa) [ab] [aw] [66] [b2e]
P 41951 | 4 168:3 | —2306 | 30202 | —2137
P 62434 | 4794 | — 41'7 | 38080 | + 2390

o

il
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Die Koordinaten-Verhesserungen betragen:
dr' = -} 00522m 0y = - 000678 m
dx == -}- 00116 m a3’ = — 0°0642
Die endgiiltigen Koordinaten von /7, /> und deren Unterschiede sind:
A= — 1113541478 Y' = — 177842822
XNi= — 1123709284 V= — 187558042
XN — Xv= - 10167800 Yol = - 971:5220
Es ist der Stidwinkel der Dreiecksseite: ¢ = 43041 46"
die Liinge der Dreiecksseite: s = 1400°300635 m.

Nun werden berechnet:

Die Richtungsverbesserungen und deren Quadratsummen:

fir /... v = — 2:440" fir 7' . ..o = — 363"
+ 2-020 -} 0727
2707 — 2:357

[ 2] = 17-348 314 [ o] = 19319022
Die mittleren Fehler einer einzelnen Richtungsbeobachtung
fir 7. .. u'=41631" fiir ... pyt = 4-3953".
Die Koeffizienten-Determinanten :
D= 12641716 1= 2354 5043.
Die mittleren Koordinatenfehler bezogen aul die durch die Kernpunkte als
Koordinatenurspriinge gelegten rechtwinkeligen Achsen:
fur /2 ... = ) 0044 W'y == 30739
flic £ . . . p = 00559 w, == 00710
Die Stidwinkel der kleinen Achsen der Kernellipsen
Pt = T7° 59 36" == 100 44

Die mittleren Koordinatenfehler bezogen wul die Achsen der Kernellipsen:

fir P ... wy= 00641 iy = 00761
fir /7 ... " = 00552 wy = 00721

Die mittleren Punktfehler zur Rechenprobe:
M =Y 006442 -} 007599 == | 0°0041% -]- 00761% = 0:0995
M=V 003592} 0007162 = {0 0552¢ |- 007212 = 0-0908,
Die mittleren Koordinatenfehler bezogen aul die konjugierten Durchmesser
der Kernellipsen nach Gleichung 6) und 7):
fic ... ¢ =~} 54017 50" (iir £ .. &= o 570020 857
0'= — 27402 31" = — 20v49' 3|~

= 8l1020'21" gr= 77952020

Wi == 0-0G84 (8835 2800)
' = 0-0738 (8-867 Y088

Wy = 000607 (§-783.2335)
'y == 00702 (88462408)

Die Logarithmen der Ergebnisse sind in Klammnmern beigesetat.
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Die Abstinde des Kernpunktes X des Beobachtungsbildeé nach 8)
= 7381967 (2:8681721)
7= 60681098 (2:8248479).
Die mittleren Fehler des Kernpunktes A nach 9) und 10)
nr, = 00509 (8:7062928)
ny = 00915 (89061 3277)

Die unverkiirzte Linge des imaginiren Durchmessers der Mittelhyperbel
wird als arithmetisches Mittel aus den beiden nach 12) erlangten Ergebnisse:
log &' = 2:846 5090, log 4" = 2:846 5098
mit 4=702-2790s« crhalten. Der reelle konjugierte Durchmesser ist @ = 0-0509.

In dem im Mafverhiltnisse 1:2500 verkiirzten Beobachtungsbilde (das
in Fig. 1 auf 3/, verkleinert ist), betrigt
8= 0563, 7 /={2953, J=02672, b= 02809 (9448 5097).
Die auf die konjugierten Durchmfesser bezogene Gleichung der ver-
kiirzten Mittelhyperbel lautet daher

(W.?ﬂ._- )-’ in )-’ |
005097 {92800
Ihr Konjugationswinkel ist @ = ‘I{_fj;jﬁ__ == g5 Sy R4

Die Halbachsen der verkiirzten Mittelhyperbel berechnen sich nach 14)
% == 00500 (8699 3327)
B = 0-2808 (9448 3450)
Die Achsengleichung der verkur/ten Mittelhyperbel lautet
daher :

s)) \ 3 }k 2
(()‘0%00) 32 (0‘-'78'03’) ol

Is ist nach 18): sin 2o = l C= /’“ S o,p 25 (-’-“ demnach
S rsin2p

der Winkel zwischen der 9)-Achse und 7-Achse: « = — 10 04 | 3

» » » » &- » » M- » f—-—- I- 19 0’;“

» » » v » O S R LA L

sohin der Westwinkel der reellen Halbachse: y — @ = 0 — 8 == 43% 22’ 23",
Die auf die rechtwinkeligen Achsen i), & bezogene Gleichung der verkiirzten
Mittelhyperbel lautet nach 16):
205:018 92 — 411:354 4 - 181629 & =
Im verkiirzten Beobachtungshilde schneidet dic \httelh)pcl bel die durch A
gelegten Koordinatenachsen in den
Abszissen &, = -+ 00742
Ordinaten n, = -£ 0 0698.
Im unverkirzten Beobachtungsbilde fillt die imaginire Hyperbelachse
mit dem imaginiren kenjugierten Durchmesser nach Lage und Grife anniihernd
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zusammen und steht die reelle Achse annithernd senkrecht zur Schaulinie: denn
da das Quadrat von « in Summen ode Differenzen neben dem Quadrat von 4
auf die unver-

verschwindet, so gehen die Formeln 14) und 13) i Anmwendung

kiirzte Mittelhyberbel iber in

A =a sin g, (¢ == p L
und es wird U = 00500 (8699 1080)
Y= T702:279 (2:8465097)
0= — 10" 23" 36", g={.

Zu den in der imaginiren Hyperbelachse (Schaunlivie) gemessenen Abszissen
der Dreieckspunkte gehdren die Ordinaten:
fir 72 mit X =/="73820m ... =00726m
fiir /77 it X7 —-—"/-_"— OO8 11 e . .. W= 00690 4.

Die Mittelhyperbel, fiir welche die Wihirscheinhichkeit, voun der walivren Lage
der Dreiecksseite in imaginiiren Punkten gesclimitten zu werden,

W= 1= 039347,

d. i, rund 39, und daher in reellen Punkten geschnitten zu werden, 61, be-
triigt, nihert sich mit ihren Scheiteln dem Kernpunkte A der ausgeglichenen
Dreiecksseite bis auf % = 500cm und schwenkt mit den Aesten hei /> um
+ 726 con, hei Y um A4 690 cm ab.  Das zwischen den Aesten der Mitlel-
hyperbel sich ausbreitende ,,Streuungsfeld* (vergl 11 Bd, 5. 7), besitzt daher
an der engsten Stelle bei A” eine Breite von 1000 und verbreitert sich bei
Poaul 145 cm, bei P anf 138 ¢, Der Asymptotenwinkel o ans tg ;’ S 3;
betriigt im verkiirzten Beobachtungshilde 7o == 200 12427 im unverkiirzten Bilde
aber blofi 29, womit die auflerordentliche IFlachheit der Fehlerhyperbel in ihrer
natiirlichen Gestalt gckennzeichnet erscheint.

In jedem Punkte der Dreiecksseite hesitzt der mittlere Fehler in der Rich-
tung der Dreiecksseite den bestindigen Wert des mittleren Entlernungsiehlers ;
in der dazu konjugierten Richtung ist er durch die zwischen der Dreiecksseite
und der Mittelhyperbel liegende schiefwinkelige Ordinate bestimmt. Der normale
Querflehler berechnet sich in ithnlicher Weise wie der konjugierte Querfehler,

Zweigt daher vou irgend cinem Punkte der Dreiecksseite ein Polvgonzuy
oder eine Messungslinie ab, so kisnnen die mittleren Auschlulifehler mit Beniitzang
der Mittelhyperbel leicht ermittelt werden.

Legt man der Konstruktion der Kernellipsen und der Fehlerhyperbel anstatt
den mittleren Fehlern die wiahrscheinlichen Feliler zu Grande, so kann nian
dadurch direkt die wahrscheinlichen Anschlullfehler erhalten. Die hiezn dienende
Hyperbel, die zentraler als dic Mittelhyperbel liegt, ist wber nicht identisch mit
der ,,wahrscheinlichen Fehlerhyperbel®; denn die verschicdenen charnkteristischen
Fehlerhyperbeln scharen sich um die Mittelhyperbel in fthnlicher Weise wie die
wahrscheinliche, die durchschnittliche und die mittlere  Fehlerellipse um  die
Zentralellipse oder Kernellipse.
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Fiir die wahrscheinliche Fehlerhyperbel betriigt die Wahrscheinlichkeit 1V,
von der wahren Richtung der Dreiecksseite imaginir geschnitten zu werden, 509/,
Fiir die durchschnittliche Fehlerhyperbel betrigt diese Wahrscheinlichkeit 580/,
fir die mittlere Fchlerhyperbel 689/,
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