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1 1 

D ie Verbesse r u n g s g le ichun g 

b e i m  tr igonom etr i s c h e n  E i n s c h n ei d e n  von Pu n kte n . 
D i d a k t i s c h e  B e m e r k u n g e n . 

Von E. H a m mer. 

Die N o t i z  von W e r l· m e i s t e r  in d e m  m i r  soeb e n  i n  d i e  Han d kom m e n den 
Heft di eser Zei tsch r i ft ,  1 9 1 4  (ßd. X II) S .  209 - 2 1 01  gi b t  m ir Veran lass u n g  zu 
foJge n de ll Bemerkunge n ,  d ie  i ch n ich t i tn  � i n n  e i n e r  bei  dem c i 1 l l ac h en G egen ·  
stanJ gewiß n i ch t m ehr erforderl i c h en t h eo r e t i sc h e n ,  son d e rn  i m  S i n n  e i n er 
d i d aktischen Betra c h t u n g  an zu seh en b i t te ,  d i e  ::weh au f d i e  Beze ichnu ngen u n d  
dergl . ei ngehen sol l .  

1 .  E s  sei vornusgesetzt ,  d a ß  e s  sich u m  d a.s V o r w :i r t s ei nsch n e i d e n  d es 

Neu punkts P han d l e, wobe i  d ie Koord i n a t e n  des ausg·cgl i  h c n c n  Pu n k t s  P m i t  

( . .-\.'; J') und die  des Näherungspunkts  P0 m i t  (.·r0 , y0 ) b eze i c h n e t  se in  ;;öge n .  
i\ n  ;i,·0 .und J'o si n d  d i e  d u rch d i e  A u sg·le i c h u n g-srcc l1 11n 1 1g  zu b es t im m e n de n  l( o r­
r c k t i o n e n  � u n d  11 anzubr i n g e n  (- i c h  sage h i er k nse q u c n t  K o r r e k t i o n e n  der 
Näheru ngswerte, nich t Verbesseru n ge n ,  um die <J den � l  e s s  u n g e n  v orzu b elrnl t e n  - - ) 
um sie auf die en dgi l tigen K oordi naten v o n  P zu bri 1 1g·en ,  d. h .  es i s t  

!= . 1·0 + � 

! = J'o -t- IJ 
. 1 ) 

gese tzt t Hld a11 zu11eh m e n ,  daß der Pu n k t  !�, der  cndgi l tig-en Lage P des zu b e ­
s t i m m en d e n  Pun kts s c h o n  seh r n ahe kom m t·, n fün l i c h  � u n d  11 s o  k l e i n  si n d ,  d a l:l s ie)m Vergl ei ch  zu den  K oorcl i n at e n cl i fTerc1 1zen u n d Stre c k e n  z w i schen  ci c m  ge­
suchten Pu n k t  u n d  den Standpu n kten  d1::r Winke l m essung· als D i f r c r c n t i a l e  
angesehen werden dü rfe n .  

Auf den fes t  gegeben en Winke l m c ssun g·sstan d pu n k t e n  A, B ,  . . . m i t  J 'n 
Koordin a ten  (x11, J'„) , (x0, y11) • • •  si n d  Winkel  o der  f { i c h t u ngen ge m esse n , �Lu s 
d e ne n ,  durch (posi t i v es oder  n egat ive:>) H i nz u fügen zu fest gegeb e n e n  l � i ch ­

tun gs'''inkefo d ie « g· e m e s s e n e n »  H i c h t u n g s w i n k e l  geh i l d e t  si 11 d .  M an ch m a l 
d r ü cke · ich i m · U n terrich t d as « fest gegeb e n » fö r  A usw . durch  A usw. au s .  

-
Es bedeute fo rner (A P) den  H.i ch tung·s\\' i nke l  v o n  A n ach / ', ( LJ  P1den von ß 
nach P usw . ; der  Pichtungswi nkel vo n A n ach dem Nüheru ng-sp u n k t  ( � 1 is t  
( A  �lrusf. D i ese H i c h t u ngsw i n ke l  ( tl / l) 1  (A  / �1 )  u s L  \\·erden ,  wie  es der Pra x i s  
d e r  tr igo nome trischen Pu n k t best i m m ung e n t:p r i ch t ,  ste ts  i m  G ra d  m a ß  v e 1st i tn­
d c n .  Diese schöne, bequeme,  l e i c h t  lesbare u n d  j edes � l i ß v e rst : ln  l n i s a u s­

schl ießende J o ( d a, n 'sch e  Bezei chnt1 1 1 gswc i se ( / )1 /l�) fli r  d e n  l � i c h t u 11 gsw i 1 1 k c l  1 . kr 

Gera d e n  von P1 n ach P:J ,  n ach d er s i c h  z. ß. (P� P1 ) = ( 1)1 F'�) ± 1 80 °  v o n  se l b s t  

versteh t, i s t  i n  d e r  t r ig·o n o m e trischen Praxis a 11dern Be;..:c i c h 1H1 1 1gen d es J\ i ch­

t ungsw inkels ,  mi t  e i n e m  B u ch s tabe n \l' i e  sonst  i n  d er TrigL)n o m ct r i c  fü r \i\' inko l  
ü b l i c h ,  z .  B. r.c (von Azi m ut )  oder  1 1  ( von N eigu n gswi n k e l , \\' tc i n  r ler  preu ß i ·  
sehen Katasteri nstruktion)  oder 6 (vo n  S li d w inkel  i n  O es t eneich )  vo rzuzi ehen . 

A uch diese. ]e tt1te Bezeich n un g- hal  j a  V o rt e i l e ,  v o r  all e m  den , (hß m an si c h  

dabei  a nach Wahl u n d  Bedarf im « an al yt ischen » M a ß  (arcus), a.ls « re ine  G röße » 



.: i1n Sfün de� . A:üaJysls , odc1r i m  . „ Grad-maß » . der Winkel als b e n a q n t e Zahl 
. „ · v'otsteUen' ·kait�1 wäfaen d  der RieJ'it�1tlg-RWi�ke1 (ie4 h) ste ts . nur im Grad m aß,  n i c h t  

' aJ!?. u,nberH,1;1H1;te_ .Zahl vei-stan de11.· '\'i'erc'Jeur )io1He:� 
· · . 

/ · ' · Be%�i.rh!let · ·1�an· na�h dem G�bt�'uch d�·i· · . 1)��tißischen Katasterinstrukt ion 
Rifht�ngswinkel · (A b) mi t  v;1 oder :11f1 so cl�rf au·s · 

• . . . . 2) 

ohue \veiteres gefolg·crt wei:d·en , 

'· · · · v�u, �:�r��fa·n{.Y.u� ��,_ . . . . . 3 )  
. • �· �. i· . . �ll� . ... �.1 , l� :; �__,. -:· r,:· .. _ .� 

" '.':;wob�� �an �Lcb : 11�r v„b afo a r e \i�r:: ·reine: ?ahl vorzti�ten�h.1�)1at ; .di\g_egen · ist . aus 
ii. • . • . _;f�·· . • ,· 1. .·· .., , . �· ·r1. . � �· . , . • . . , . 

t. o- (' A. : a· _);„ . ,11;;� ;y;, . 4) r> . � ---� • t , . • • • . . ;l:"i.-·:v-„ 

• ,Q i • . " 5 ) 

. ,, • .• „ • • • . ·, " • 6) . . 

. 7) 



1 3  

t an g (A !1) = .:·� - }'� = }'o + 1/ -)'„ . . . . . . . 8 )  
- _,, \ - . i-11 .r0 -1- � - :r„ 

Es bestehen aber d r e i  Mög l i ch k ei t e n  d e r  H e r l ei t u rw v o n  1 )  aus 8) ,  n :tm l i ch e n t­

''"eder für 8) z u  se tzen 
Y-J' , J'1 -1- 17 - y„ 

( A P) = arc ta n o· -,. . _.„ __ . " = arc tan o· 1 -· · ·· . " • •  9) t> 1-' , - . <:;' h � - + l:: ,, , <:;' ..:".l - .,, &; ;l „ l j )  � „- „ 1.- I L 

o d e r  u n m i tte l bar vo n 8) auszugehen ,  o d e r  e n d l i c h  J i c  G le i ch u ng· 8) zu n : ic hst 
zu logari th m i e reii , näml ich  so zu sch re i b e n : 

loo- hug· (A !') - l oo-_ tci ±..2� �  J�. - Joo- l· 1 ·  -1 · ·11 -J' ) - Ion- (  i: -1- � - i· ) 1 0) b C , - h _ 1 t � - � 1 0 II h • 1) � r U '  - .t o - - "' - .'.j;„  
I n  den drei  Formen 8 )  bis  1 0) di eser gru n d lege n d en G leichung is t  zu be­

·ach ten ,  daß (zo J'o) und  (. 1:„y,, ) fest gegebene  /'. ah l e 1 1  si n d  und daß (� ,  i]) k 1 e i n e , 

als D i ffe r e n t i a l e  anzuse h e n d e  Korr ek l i  1 n e 11 s i nu ,  d eren Feystel l u n g eben d e r  
Haup tzweck de.r Ausg·lei chung i s t. 

A l .J e  d r e i  Wege m i.issen se l bstversfänd l i c l 1  rn demse l b e 1 1  E rg·elmis fiihre n .  
E s  i s t  aber n i ch t  hne I n t e resse, i h re Vnrzi ig-e u n d  Nach tei l e  gegen e i nan d e r  ab­
Zu\\'äg-e u . Der e 'r s te W e g·, von 9) aus', is t  der  meis t  be n li t: dc und i nso fern der 
natürl ichste, als man bei  der A u sg·l e i c l 1 11 n g  « v erm i t t e l n d e r » Beobachtungen  am 
einfachsten  d ie  mathenwt ische Bezie hu ng· zwischen den U eobach t u n gen se lbst ,  

nicht Flt 11kti o o e n  der  B·obach tu nge n ,  u n d  d e n  Funk t i o n en d e r  U n bekan n t en z u ­
g.rundlegt. h1 d al lgem e i n ,  un ter Vorausse t 7. ung- r w  e i c r trn nbh !.i.ng- ig-cr  U n be­
kan n ter X und }� und d i e  Beob�c h t nnge n  sich n.u [ bc l i e l  ige Funk t i onen J i eser  
Unbekan nten beziehen d ,  L 1_ , !.,� . . .  L„ (n > 2)  die  i\l es. u n gscrgcb n isse fi i r  d ie 
Funktion e n  ./\ , /•2 • •  , l'„ d er zwei  l n b ek a n n te n ,  d .  h .  besle h c n ,  w e n n ''1 , v'}, . . .  ''n 
d i e  V e r b e s s c r u n g· e n  bedeuten , d i e  zum Zw e1:k d e r  « Ausg le i chu ng» >  der !.,  

i h rer rat i o n e l lsten Vertdig·l ich mach u ng d u rch d ie  Bedi n gu n g  [g- v v] = M i n . ,  a n  
diesen l anzubringen s ind ,  die Verbessernngsg lei c hu ngen (- der  Ausd ruc k  Feh l er· 

gleichtt ngen i s t  n icht  gu t ,  w e i l  v k e i n e  Feh l er si n d ,  au c h  der  Ausd rn c k  « sc h ein­
bar • Feh ler für die  v i st n i c h t  gut  --) 

L1 -!- v1 = l� (X Y) 1 �2 �1- .v2 .-� f� (�Y �/) f . . . . . . . . . I 1) 

und wird,  urn d iese 
L11 + v„ = /�, (.A-" Y) J 

Gleichungen l inear machen zu können ,  

\' , , , 1 :: 1 .,. = -" ( ) -- "' 
Y= 1'n -1- 17 f . . 12) 

gese t;r,t ,  m i t  den bere i ts angegebenen Vora usse tzu ngen ü ber � u n d  
der Taylor'sche Satz, wenn K d e r  l� e ihe nach j 'den der I n d izes 

I], SO g-i bt 
1 ,  2 ,  . . . 1l 

bedeutet ,  fü r d i e  Verbessernngsgl eichunge n  d i e  Form : 
L -L - ,- - -- I ' - t Cl �;- (X } ) 1 • ! v,, - T-"(.X .Y) � F,, (.t-o Jio) -J s · J .X 

-l 8 /·�, , „\:_ ' } ) I! 
-11 . . ci v· . 

,\'." = Xo /"\" = -ro 

Y = J'o 1 Y = Yo 

. .  1 3 ) 



tnit  bekannten Abkiirzun ge·tl ' : 

. '." 7·'; ;:::;;: {f.lf • � + bJ( ·, 'Jl -� /K • • • 1 4) 
·' bi� ·. Koef.fi.�hnH�n vr� , b." sind d1e: We r ti der partielle n  Differentialquotienten  11ach · 
;'.der l . , un i:l 1rn;c)l der 2 . . �Verän.derl ichen � ,. ,l)t : i.st" der Wert, den man erhfüt; wenn 

von. , d�in , ·a,etrag f� (%0)10),' den die �tink H 01}. /�, in i t  Einse.
t?ung der Näherungs· · ''-'v.er•te. x0· Yo äp'. 1tim m t  t:md d ,e1' offenb�u'. lll i t  · d er Schärfe zu berechnen ist ,  d i e  der 

Sch�trfe der Messu n gen entsprich t, der Messungsbetrag LK fLbgezogen wird . 

. •:A l les �a:s · ist be,kmmtr uvd i H . den„ Lehrbü.c·hern- zu fi n d en ; nu r · wird dort : a·er Zu�afa , :.� ' · �vn ,· Y · fo i 1) d:e
.
n ·zwei i��te1\ Glfo!;l:ern .rech.ts i n der G l eichung 1 3) · 

weg.geiaf;sen ,  .er i�t abe'r� 
·
· iumaJ„ für dem. An t ä.�iger, .\vich tig, · de.nil er besagt : d i e  

1�� 1n�1,�schen "·W·er:te" de1� Diffe re� t�a:l itu�_tien ten �iirfe1� �!t �-Df�;· <Je!· N ä ·�  e r.u
.
n g s -

w e r t �. det Unbekann.ten bereclü1et werden . · · . .  ·. · .  � . 
lv1i f R ücksi Gh t

. 
darauf w i rd nun i 1

; tt,11$erein ·l<�af1' . fü r di.e  DÜferen t ialquot i� n t e n  
i d  ·cl�r ., Gleichung 9)  e�1ül,\ te 1 1 1  w.en n  a:bskht lkh a1�e ein r.elnen F��k toren bei der 
Djff.efe"n tia.·tioti . .  angeschriehen \�erden ' u nd v

'
orläufig <ler konsta11 te · Faktor � 

We;g:hleibt : · �. . . . · ·
" . . ' 

,,1 • • . , . • •  · • Y:...:..)n . , !\', . ) 
•S.,._fl,rc; tg· x�I;: ' l 

. ' 
1 - ' )l.o ,...'... y,, ' 

.9.X ·: ' = -- (Y :::y-.·�) � . - 1 . ( �  ·� %-)�� , ( y �y�) = '- i;,-:=-x )2�t(y· · - 11. )2 , tr...,_, 1 1 · · • 1 -J· 0 n , "" 0 . ·" , \ . Q a 0 .; a . ,r .__„ C) 1 - . -·-�- • 
. x.,_::i·11 . Xo-�'I;� ' � 1 5) 

1 " . l. ' l' .  - ---= -·-------

. 1 6 ) 

. 1'7) 

1 8) 

· . . ,_, 

,: (t- '· .. ,. . . • ·t . • 1 9) 

1 8) : 

l· l t 



1 5  

Bezei chn e n  dem n ach en d l i ch (AP) gon1o�H. d en • b eobac h tete n » l � ich t u ngsw i n ke l  

( AP), vergl .  dt>n Eingang von J . ,  u n d 1„ d i e  zu s e i n e r  u A 11sgl ei c l i u n g- »  e r fo r d er­
l iche Verbesseru ng, �o daß also 

(AjJ = (A P) gomo•�- + 7111 • • • • • • • • • • 2 1 )  

· ist , so erhäl t m an d i e  « Verbesserun gsg· l e i ch u n g ))  i n  d er b e k a n n t e n  Fo r m ,  \YObei  

rechts t ·11 und s„ i m  g·le i ch e n M aß · 2 u  n eh m e n  u n ll a 'l l e  G l i ed e r  in  " r t 1 1sg-e­
d rück t s ind : 

-, ,." = - ��(A1. o) n " . ,t _ _ L _c.os (_ A / �,) .•,1 "  • j [ 1 / >  1 ) ) · -· ·  - - --- ·  "< � -r · 17 -· - k 11 ) ·- - ( .' 1 l r:"''"�"'· '' . .  22) 
.\'n, -"1\. 

3 ,  G egen d i ese m ei s t  gew;ih l t e  u 1 1 c J  a u f  wen ig;e 1 1  %e i l e n  au s fii h r l i  h z u  

geben de H erl e i t u n g  d e r  G l e i ch un g 22) i s t  k au m  e twas e i n z tl\\'c n cl c n  i n  Bczi ehu n g­

au f E i n fach h e i t  u n d  Durchsich t igke i t  auch fli r den  A 1 1 l 1 ing-er .  A u ch is t  w i c h t i g­
cler u n m i t telbare Zusam m e n h a n g  m i t  d e n  i n  j edem F a l l  d e r  v e r 1 1 1 i t tc l nden  1\ l es­
sungen brau ch baren u n d  am n a t ü r l i chs t e n s i c h  d 1Lrb i e t c n d e n  G l e i c h u n ge n  1 1) 
u nd 1 4) .  Wil l  m an t ro tzdem an dere Wege v rsu ch e n ,  so J..:an n dazu  Veran lassung­
geb e n  d i e  zu erst si ch zeig·e 1 1 d e  ( fre i l i ch  so fort w i e d e r  z u  bese i t i gen d e) Asy m m et rie  

der  en; ten rech t tn Sei ten v o n  1 5 ) oder  au ch d ie  Befü rch t u ng-,  es mög-e d e m  An­
fänger be i  der Different iat ion  des arc  tang i n  9) n ach 1. 5) ü berhaupt le i ch t er e i n  
Vers·eh en zusto(J.en ,  a l s  b e i  a n d eren i h m  viel l e i c h t  g-el ä.u f ig-eren Fu n k t i o n e n .  A u f  

sol ch e1 .näml ich  d i e  Pote1rnen l u nd - l d e r  V ari abe l n ,  k o m m t  man , w e n n  man 
mit  \V t" r k m e i s t e r  von der G l eichung 8) ausg-eh t .  Erreich t  man d a m i t  n u n  
Vortei l e ? nenn da.rauf ko rmn t e s  a n  n i c h t  d a rau f, cb ß d i e  A b l ei tu n g· • VO il  d e r  
Ro nst ü b l ichen  abweich t » .  D i e riucrst s i c h  z c i g·c n d e  A s y m m et r i e  t ri l t  se lbs t versüiud­
J i ch auch  h ier a u f, v eq�l .  d i e  G le i c h u n g S .  2 1 0 , /, ,  3 von 0he 11 , i s t  n ic h t s 1 fo rt 
m i t  gu tem G rund zu bese i t ige n wie oben i n  1 5) ,  u n d vcrsch ;irft s i c h  soga r au f 
dem wei t  rn W e r k  m e i s t e  r'sch e n  Wege i m mer m e h r, s iehe d i e  G l ei c h u ng·en 

. 2 1 0 , 7. .  9 u n d  l 5 von u n ten (d ie  G l ei ch u ngen sin d  d o r t  n ic h t n umeri er t ) .  Der 
An fänger \\' i rd  s ich auch bei der e i n fach e n  A n n ah m e ,  es könn ' in d er vor l e tz ten 
G le i  h u n g  S .  2 1 0 · cos a1 = cos a„, 1 u n d  t l am i t  au ·h cos� <Y.1 = c o s :i  ('(0, j g se tt: t  

werd e n ,  n i ch t  ob ne  wei teres ber u h i gen , d a  be i de A nn ah m en b e i  gewissen Wer ten 
vo n <X sehr verschieden e Rec h e nsch ärfen i n  d en Koeffi z i e n ten von [\ .1: und  h_. y 
an d e u te n .  Verschiebu n gen des Nä.heru ngspun kts P0 u m  mehr re Dezi meter, u m  

ihn  n ctch P z u  b r i n ge n ,  s i n d  j a  ] eich t m ö ß·l i ch ; betl':lg t die  V c rschi eb11 1 1 g  0 , 3  111. 
quer zu 11 P0 u n d  ist s„ z iem lich kle in ,  z .  B.  GOO 1n , so s i n d d i e  H ich tu 116·sw i 1 1 ke l  
(A P0) ui1 J  (A P) u m  rund 2 ' v ersch ie<l e n .  Ist  n u n  z .  13. IX; = 890  00' ,  a„ , 1  = 80° 0 2' ,  
so i s t  ( i m  Z\\:;i tcn Gl ied rech t er H and , S. 2 1 0, l .  9 v .  u . )  cos IX; : c o s  a0,1  = 1 ,03 ,  
dagegen (i m erste n  ' ' l i ed rech ts) cos2 a ,  : . cos'.l a0, , = 1 ,07 ; wie gcu:i.u is t  d e m ­
nach i n  den Koeffizien ten v o n  f:,.-r u n d  6 J1 zu  rech n e n ,  au f 3 v. H .  ocJer  au f 
1 v . ' )-l ? Is t  gar a1 = 269° S S 1 , a0 ,  1 = 269° 5 7 ' ,  so is t  cos a1 : cos c.<0, 1 = 1 ,667 (um 
�/a von der  E i n h e i t  versch ieden) ,  cosil r(i : cos� a0 , ; = 2,  7 7 8  ( u m  1 7  /0 v o n  d e r  
Ei 11 J1 e i t  versdüedcn) ,  be i d e werden e inander  glei c h ,  = 1 gese tz l ,  wobei  ( i m  e rs t e n  
G l i ed) dan n  fern e r  a l lerd i ngs s i n «0, i seh r k le in  i s t ,  ( i m  ;.i,wei ten G l ied)  aber 

cos Cl'.�, 1 absol u t  . l . Es ist  ja le ich t  zu ·sehen , w i e  d i.eser Zweifel  zu heben wä re. 



···� 

Es s·oi'l  aber j �tzt · hierauf I} i �h t  weiter eingegangen, son dern el'st am �chluß vori 
·5� . '11�ch ein Worf' über �ieseu� W:�g, g�sagt werden: : .. 

·i .  ,. �.·\' ,' �". : : 4. �Versu.c?e� wJr 'zun��h�� n�d�;;
·� i�_'.. d�t i !'t e'�· M

,
Ö?l khke i t, nä1�l ich' von ·. der 

··i· . . . .  · ; '."G.l · rfoh ung .� OJ auszu?· eh en . lch·„da1·L ?�1 er W{)nhfat:flin. er.m nern ; daß ich schon oft ,  
�:: , ·  ·z: · : • , tii�.h: nur . 1� Untei· 1d1_ t stets; ·so ndern au�h i n  V�·röffe1Hli�hurigen. (s . z. B. Zeit· " ' : t ., · •, ,: SG:bttft J.Vermessun;:;.swe�en ,  B'EI . . 3 1 ,  S„2.03 bts 207,  1 902) darm:if;lufmerksam. gemach t 

„1'. '. J . . "'h'.tbe·,. daß �� d�r Ausgleichun?�r·eclm µ��g, e ine�· praktisch en
. 
O i fferen t i.a,l rech

.
nbpg, R. ech-

,,i '  J „ )1�ngsa:bkurzuug_en dadurch- zu erreichen" smd, .da·ß vor der Ddferent i abon ko m -
��.:; · l :-� · i:>l i zfoü iT! Pfoduk t- · u nd  Quotißn �for

.
m , gehaltter Fti;1k �i.on'.en zuerst logarithmiert 

4 ._ wird„ {\u� - 1 0) - -.:· , � . „„ , 
.„ 

· . '.· . ·i ' · _ · 

. „ .: �, log · tang:(A P} -:"'·log" (J'.(r '+ 'n - Y") - ·log (;t"o. Jf l � ia1 . . 
r , , < · �'- . _-, �· ,, . � - .1. . , . - . - - � .... . -, · • . 

�, : „ · 'folgt"' wen n  \V·i r  · mis di� .Logarl t{!m en · im . :natürlichen! ·�.r�Hem g
.
e1tommen : denken , 

: , ,;.: l-og tang (Af) _.;_ log (y0 �·_,;") + �� . ..,; .;__ l;g '(xQ � ;,i) � �-� - . { „ . . , 
„ ·  ,, , · . . . ,,„ • """'. · .. ": . · .  ,. " ..... :.i' . , �'.0 --:_1�� ·\· „ " . · , : «„ · .:t:'.o - %a 

.• " ' .·" . „ } · . d.'o . , 'J. " . ,„, . .  � . ..:;L 1]. . _ · =- D'g- . · .  ---�-f...,. :j_-- ....-----+--+-, " : · ' '. '%0 7:v„ , · �'r'll"ß'."""';'. :i'A . .  ::t1o,
:-:J!� 

. ? "") . ... .) 

. . . "4) ; . - ' 
EÖchste11s wird . 1 . ' 

. 25)  

�· l 

2i) 
die in 



-. 

1 7  

ja n ich ts anderes vorste l l t  als di e g-ewö h n l i c h e n  D i ffercn t i al fo r m c l n ,  m i t  l � ü cksi h t  
au f vielerlei A nwendungen al l ge m ein e r ge li b t  w e rd e n  sol l t e ,  als es d e r  hl l  is t . 

Z. B. was ist, wenn a1 u n d  a i n  G radnrnß ge l l om m c n \l' C r<l c n  u n d  genüge n d  

wenig von einander abweiche n (d . h .  für d i e  angestrebte G e !l au ig k c i t g·e n ii ge n d  
(a  - l�) · '  

wenig), cos et1 - cos a ?  A ntwort : - ----1 - ;-;- -- . s in  a, wobei re c h t s s t a t t  s in  a Q 
natürl i ch gleich berechtigt  wäre s in  a 1 .  Es i s t  h i er auch d i dak t isch der H i n -

weis gebo ten,  daß sich der  Bereich dieser D i ffere n t i a l form e l n  o rt dad u rch  bcdcu-

te11d erwei tern läßt, daß i n  u nserem Beisp i e l  gesc h r i eben wird  s i n  �"-=�"' ; z .  B. 
sei  Ui = 5 2°, a = 53°, dann i s t  au f 5 D ez .  genau cos s z o  _ cos 5 3 0 = +  0,0 1 3 8 5 ,  
. 1 0  1 0  J (J fern er ist --0 • sin 52 ° = 0, 0 1 3 7 5 ,  -0 . si n  5 3 ° = 0,0 1 3911., dagegen - . s i n 5 2 '  2 0 

Q Q Q u 
1 0  1 0 ? 2 

-:- 0,0 1 3 8 5 .  Oder, was ist  log 1 0 2 - log 1 00 ?  A ll t w or t : " i dö . j)fJ O oder  J o2 . !1110 1  

noch besser 
0
2

- • M.,0 ; die drei Zah l en  geben  bis auf  d i e  G .  Dezi male  g e n au 
1 1 JU 

Ö,0086 86, Ö ,008 5 1 6  und 0,008600 u n d  es i s t  rich t ig  6 st e l l i g  log 1 02 = 2 · 008600. 
Solche Di nge so l l ten im elemen taren U n terr i c h t  in der J n f i n i t c� i m al rc di n u n g  
z a h l e n m ä ß i g  geii bt . werden ; i h r  Nu tze n fli r  d i e  P r a x i s  u n d  s e l bst l ür  d i e  
mathem atische A n s c h a u u n g  i s t  n i c h t  ;.: u  u n tersch iLtze n .  

Um jetzt nochmals z u  3 .  zilrÜckzuke h rc n : d ie rechte  Seite d e r  Gleicli ung  8 )  
in  2 .  liefert durch Entwick l u ng : 

oder  

. A P J'o -Y" + l t _vo - J', tang (  ) = �- -- : '/] . · . -· - : ·-· ;, · · . ' · '' . 28 ,i - .'J:o -· :i;" .t o ·-·- .t „ ( - ' u - .. 1 „ ) -
J'o - 11„ 1 

tang (AP) = tan g (AP0) � � . - _ · < � + 'l · �- _ . 29) - ( .1 0-- t „) ,1 0 - .:i .  
Die h ier wieder vorh andene ünsymmetrie auf  der  rech ten  Sei te d er let z ten 

Gleichung l ieße sich dad urch verri ngern (aber n ich t besei t igen) ,  daß im l e t z ten 
Glied gesetzt wUrde r; . _:'.:·c�\ Wicht iger is t ,  daß i 1 1 '.?8) wieder  gesch l ossen 

• (-'ro - .t„) 
wird : bej genügend geringer Versch iede n h e i t  d e r  zwei  R ich t ungswinkel  ( A  P) 
und (.AP0) kann m an ,  gernäß d e m  Differen t i a l  von  l ang,  setze n : . [(AP) - (AP0)] ' 1  

tan g (AP) - · tang (AP.0)  = ---= ---,, - -- „ - - - . . 30) - f.! cos2 (;/ / )0) ' 
womit man,  wenn noch gleich m i t  cos� (A P0) unu  m i t  Q "  durc h m u l t ip l i ziert  

wird , erhält : 
(J'0 -)'a) cos• ( APtl) ., cos� ( AP0) ( AP) -'- ( AP 0) = ,,__ ; , ---. - -. -2 ----- . (' + ·11 • ·---,:--------- . Q" 3 1 ) - (-'f'o ,........... :i: .) .'to - x„ 

oder mit  Rüoksicht auf 2 1 ) :  (A />) == A fJJ 1101;1 oss. -l- v11 und auf die Gleichung 1 7) 
abermals 

-

. „ . sio (A /)0) 11 11 + cos ( A P0) " , + [ ( · • /:i ( l /J ,1  v. = ----- � ' s S Q • 'I . '1 o) - i ) gcrirnHs.J , • • 32) s� a 

wie in 22) und 27)·; mehrere der wen ig ü bersi ch tlichen Umformu nge n  vo n S. 2 1 0  
sind damit vermieden. 

• 


