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Die Verbesserungsgleichung
beim trigonometrischen Einschneiden von Punkten.

Didaktische Bemerkungen.
Von. E. Hammer.

Die Notiz von Werkmeister in dem mir soeben in die Hand kommenden
Helt dieser Zeitschrift, 1914 (Bd. XHj S. 209 ~210, gibt mir Veranlassung zu
folgenden Bemerkungen, die ich nicht im Sinn einer bei dem cinfachen Gegen-
stand gewifl nicht mehr erforderlichen theoretischen, sondern im Sinn ciner
didaktischen Betrachtung anzusehen bitte, die auch aul die Bezeichnungen und
dergl. eingehen soll.

1. Es sei vorausgesetzt, dafl es sich um das Vorwiirtsetnschneiden des
Neupunkts 22 handle, wobei die Koordinaten des ausgeglichenen Punkts /7 mit
(X, ) und die des Niherungspunkts 72, mit (v, 1) bezeichnet sein migen.
An 1, und y, sind die durch die Ausgleichungsrechnung zu bestimmenden Kor-
rektionen & und y anzubringen (— ich sage lner konsequent Korrektionen der
Nitherungswerte, nicht Verbesserungen, um die @ den Messungen vorzubehalten --)
um sie aufl die endgiltigen Koordinaten von /2 zu bringen, d. h. es ist
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gesetzt und anzunehmen, dafl der Punkt 7, der endgiltigen Lage 72 des m he-
stimmenden Punkts schon sehr nahekommt, niimlich & und y so kiein sind, dat}
sic_im Vergleich zu den Koordinatendifferenzen und Strecken zwischen dem ve-
suchten Punkt und den Standpunkten der Winkelmessuug als Differentiale
angesehen werden diirfen.

Auf den fest gegebenen Winkelmessungsstandpunkten o, 2, ... mit den
Koordinaten (v, 71), (¥, 2) .. . sind Winkel oder Richtungen gemessen, aus
denen, durch (positives oder negatives) Hinzuliigen u fest gegebenen Rich-
tungswinkeln die «gemessenen» Richtungswinkel gebildet sind. Manchmal
driicke ich im Unterricht das «fest gegeben» fir A usw. durch A usw. aus.
s bedeute ferner (A7) den Richtungswinkel von o nach 7 (87°) den von &
nach /22 usw.; der Richtungswinkel von 4 nach dem N'lfl'ﬂzrun;-a)unkt 2, ast
(A2, usf. Diese Richtungswinkel (177, (23 usl. werden, wie es der Praxis
der trigonometrischen Punktbestimmung entspricht, stets im Gradmal verstan-
den. Diese schone, bequeme, leicht lesbare und jedes Millverstindnis aus-
schlielende Jordan’sche Bezeichnungsweise (£ /) lir den Richtungswinkel der
Geraden von 2% nach £, nach der sich z B. (£, /) == (£, ) &£ 180¢ von selbst
versteht, ist in der trigonometrischen Praxis andern DBezeichnungen des Rich-
tungswinkels, mit einem Buchstaben wie sonst in der Trigonometrie fiir Winkel
tiblich, z B. &« (von Azimat) oder » {von Neigungswinkel, wie in der preulli-
schen Katasterinstruktion) oder ¢ (von Sidwinkel in Oesterreich) vorzuziehen.
Auch diese letzte Bezeichnung hat ja Vorteile, vor allem den, dal man sich
dabei « nach Wahl und Bedarl im «analytischens Mal (arcus), ws «reine Grifies



im Sinn der Analysis, oder im <«GradmaB» der Winkel als henannte Zahl
vorstellen kann, withrend der Richtungswinkel (4 4) stets nur im Gradmaf, nicht
als unbenannte Zahl verstanden werden sollte.

Bezeichnet man nach dem Gebrauch der preullischen Katasterinstruktion
den Richtungswinkel (A4 2) mit » oder » so darf aus
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ohne weiteres gefolgert werden
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wobei man sich nur »,” als arcus, reine Zahl vorzustellen hat; dagegen ist aus
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bedeutet, je nachdem man in alter oder in neuer Teii’uug rechnet, Aehnlich bei
Reihenentwicklungen, bei Differentiationen usf. Doch ist mathematisch kaum zu
beanstanden, didaktisch sogar zu befiirworten, z. B. durch 0 (4/%)", auszudriicken :
Veriinderung (in Sekunden), die an dem Richtungswinkel (A Iy) eintritt, wenn
bei festgehaltenen (v, »,) die Abszisse x4, von £, die kleine l\orreLhon £ erfihrt,
u. 2, Die Bezeichnung » hat fiir die Praxis vor allem gegen sich, daB z B. fiir
_den Richtungswinkel der Richtung vom Punkt /7% zum Punkt 7, der so einfach
und sicher mit (7, ) bezeichnet ist, »,# aus Griinden der allgemein gebriuch-
 lichen mathematischen Symbolik nicht angeht und der Aufbau vp " zu umstind-
lich und wenig iibersichtlich ist; auch wp p, oder »,,, ist umstindlich und im
Druck und in der Schrift meist nicht deutlich genug. Vergl dazu auch Hammer,
Trigonometrie, 3. Aufl, 1907, S, 623/624.

2. Bei unserer im Anfang von 1, angedeuteten Aufgabe handelt es sich
bekanntlich vor allem darum, in linearer Form die Veriinderung des Richtungs-
winkels(d}”“) anzugeben, die diesererfihrt, wenn dem Punkt 2, mit den Koordinaten
(% 7) die kleinen Verschiebungen (Korrektionen seiner Koordinaten x, 7,) & und 4
in der Richtung der a- und der y-Achse gegeben werden, durch die der Punkt
P aus der Lage 7 in dic Lage 2 mit den Koordinaten N=r,+§ Y=y,
iibergeht; d. h. es ist eine Gleichung von der Form

(AP) = (AP)+ 0 (AP, -+ d(4Py, . . . .. .7
aufzustellen, deren zwei letzte Glieder rechter Hand in ggnd 5 linear sind.
Schilieft man die sehr einfache Beniitzung einer Figur aus, die den Vorzug der
Anschaulichkeit, aber den Mangel des fehlenden Nachweises allgemeiner Giltig-
keit der Formel hat, so ist analytisch auszugehen von der Gleichung



Y= gl q—r,
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Is bestehen aber drei Mdaglichkeiten der Herleitung von 1) aus 8), nimlich ent-
weder fiir 8) zu setzen
(A7) == arc tang )—Yy' sl == e tang - T -l 0 a & Dy
& \f‘____ z, AT - . )

ader unmittelbar van 8) auszugehen, oder endlich die Gleichung 8) zuniichst

zu logarithmieren, namlich so zu schreiben:
log tang (A7) = log " T g (5, 1 y— ) —log |- E—). 10)
w— Xg—|- & —X,

In den drei Formen 8) his 10) dieser grandlegenden Gleichung ist zu be-
achten, daBl (¥, ) und (v, ) fest gegebene Zahlen sind und dafd (& 1) kleine,
als Differentiale anzuschende Kowektionen sind, deren IL}}at(‘llung chen der
Hauptzweck der Ausgleichung ist.

Alle drei Wege miissen selbstverstindlich zu demselben [rgebnis tithren.
Iis ist aber nicht ohne Interesse, ihre Vorziige und Nachteile gegen einander ab-
suwigen. Der erste Weg, von 9) aus, ist der meist beniitzte und insofern der
natiirlichste, als man bei der Ausgleichung «vermittelnders Beobachtungen am
einfuchsten die mathematische Bezichung zwischen den Beobachtungen selbst,
nicht Funktionen der Beobachtungen, und den Fuuktionen der Unhekannten zu-
grundlegt. Sind allgemein, unter Voraussetzung zweier unabhingiger Unbe-
kannter X" und ¥, und die Beobachtungen sich auf beliebige Funktionen dieser
Unbekanaten beziehend, /., Zy ... L, (2> 2) dic Messungsergebnisse fiir die
Funktionen /4, /4. ../, der zwei Unbekannten, d. h. bestehen, wenn @, o,.. .o,
die Verbesserungen bedeuten, die zum Zweck der «Ausgleichungs der /.,
ithrer rationellsten Vertriiglichmachung  durch  die Bedingung [¢oe] = Min., an
diesen Z anzubringen sind, die Verbesserungsgleichungen (— der Ausdruck Fehler-
gleichungen ist nicht gut, weil # keine Fehler sind, auch der Ausdruck «schein-
bare» Fehler fiir die @ ist nicht gut —)

Ly vy =/Ff X))
Edwemaryt oo
Ly+v,=£F (X))
und wird, um diese Gleichungen linear machen zu kinnen,
A’:-"'An 1| ‘g 1
Y=y, -} |

R R | |

gesetzt, mit den bereits angegebenen Voraussetzungen diber & und w, so gibt
der Taylor'sche Satz, wenn x der Reihe nuach jeden der Indizes t, 2, ... %
bedeutet, fiir die Verbesserungsgleichungen die Form:

QF, (X))

Lt o= 0 n="ron+E.
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oder mit bekannten Abkiirzungen :

W e Bl oL o )

Die Koeffizienten a,, &, sind die Werte der partiellen Diflerentialquotienten nach
der 1. und nach der 2. «Veriinderlichen», / ist der Wert, den man erhiilt, wenn
von dem Betrag / (v,7,), den die Funktion 7, mit Einsetzung der Niherungs-
werte 1y, annimmt und der offenbar mit der Schiirfe zu herechnen ist, die der
Schiirfe der Messungen entspricht, der Messungsbetrag /., abgezogen wird.

Alles das ist bekannt und in den Lehrbiichern zu finden; nur wird dort
der Zusatz ¥ == Ty, Y=y, in den zwei letzten Gliedern rechts in del Gleichung 13)
weggelassen, er ist aber, zumal fiir den Antinger, wichtig, denn er besagt: die
numerischen Werte der Differentialquotienten diirfen mit Hilfe der Niitherungs-
werte der Unbekannten berechnet werden. |

Mit Riscksicht darauf wird nun in unserem Fall fir die Differentialquotienten
in der, Gleichung 9) erhalten, wenn absichtlich alle einzelnen Faktoren bei der

Differentiation angeschrichen werden und vorldufig der konstante Faktor o
wegbleibt ; '
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- Die nach dem ersten Anschreiben der Differentialquotienten sich anscheinend er-

gebende nicht symmetrische Form beider verschwindet also sofort wieder, sobald sie
nur auf gleiche Benennung gebracht werden. Beachtet man, dall im Nenner der
letzten Form rechter Hand von 15) das Quadrat der Entfernung der Punkte A
und #, steht, so wird also, wenn diese Entfernung mit s, bezeichnet wird

2 arc tang . .. .| Yo—Ju. darc tang. .. .| Xy— X,
i s f.:.mw-w S 3y .‘-——+s, Lol
wobei diesen Werten noch mit Riicksicht auf

’ £ o 008 (A =2y~ ¥y JSin (Al )=y~ WD

die bekannten andern Formen gegeben werden kénnen, insbesondere die meist
beniitzte

_ SntdR) +ch§ (A7) L 18)
Es‘\!(i.rrd also, da ferner . -
(Al))*arctangw{*% 0 e L 1D)
ist, at}s der Gleichung 9) gemidll 13) un.d nach Einsetzen von 19) und 18):
ii=ppy - ¢ U8 0, ws(dR) g

S, : Sa
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Bezeichnen demnach endlich (A47°) ganess. den <beobachtetens  Richtungswinkel
(A7), vergl. den Kingang von 1., und @, die zu seiner «Ausgleichung» erforder:

liche Verbesserung, so dafi also
= AR e ol o s 2, - - . = o 2)

ist, so erhilt man die «Verbesserungsgleichung» in der bekannten Form, wobei
rechts & 5 und s im gleichen Ml zu nehmen und alle Glieder in * ausge-
driickt sind :

ol _$i11 ‘((7./'-?(,) G g cos(AR)

s N,

»

0" .y [(AFy) —{A P} joiens. ) + 22)

3. Gegen diese meist gewithite und auf wenigen Zeilen ausfithrlich zu
gchende Herleitung der Gleichung 22) ist kaum etwas einzuwenden in Beziehung
aul Einfachheit und Durchsichtigheit auch fir den Aniiinger.  Auch ist wichtig
der unmittelbare Zusammenhang mit den in jedem Fall der vermittelnden Mes-
sungen brauchbaren und am natirlichsten sich  darbictenden Gleichungen 1)
und 14). Will man trotzdem andere Wege versuchen, so kann dazu Veranlassung
geben die zuerst sich zeigende (freilich solort wieder zu beseitigende) Asymmetrie
der ersten rechten Seiten von 15) oder auch die Befiirehtung, es moge dem An-
finger bei der Differentiution des arctang in 9) nach 15) iiberhaupt leichter ein
Versehen zustofien, als bei anderen ihm vielleicht geliutigeren Funktionen, Aufl
solche, nimlich die Potenzen | und — 1 der Variabeln, kommt man, wenn man
mit Werkmeister von der (’ie:chung 8) ausgeht.  Erreicht man  damit nun
Vorteile? Dennt darauf kommt es an, nicht darauf, dall die Ableitung «von der
sonst ihlichen abweicht». Die zuerst sich zeigende Asymmetrie tritt selbstverstind-
lich auch hier aul, vergl die Gleichung S. 210, 7. 3 von aben, ist nicht sofort
mit gutem Grund zu beseitigen wie oben in 15), und verschiirft sich sogar aul
dem weitern Werkmeisterschen Wege immer mehr, siche die Gleichungen
S. 210, Z.9 und 15 von unten (die Gleichungen sind dort nicht numeriert), Der
Anfinger wird sich auch bei der einfachen Annahme, es kénne in der vorletzten
Gleichung S. 210 cos ¢, = cos «,,, und damit ach cos? ¢, == cos® «,,, gesetsl
werden, nicht ohne weiteres beruhigen, da beide Aunahmen bei gewissen Werten
von @ sehr verschiedene Rechenschirlen in den Koeffizienten von A .z und Ay
andeuten. Verschiebungen des Niherungspunkts 73, um mehrere Dezimeter, um
thn nach 72 zu bringen, sind ja leicht maiglich; betriigl die Verschiebung 0,3 m
quer zu A2, und ist s, ziemlich klein, 2. B. 600 #, so sind die Richtungswinkel
(A P und (4 P) um rund 2' verschicden. Ist nun 7. B. ¢, = 89900, «,,, = 890 02
0 ist (im zweiten Glied rechter Hand, S. 210, 2.9 v.u.) cos e : cos e, = 1,03,
dagegen (im ersten Glied rechts) cos? «; @ cos® «,,, = 1,07; wie genau ist dem-
nach in den Koellizienten von A.v und /Ay zu rechnen, aul 3 v. H. oder aut
7 viH? Ist gar @ == 2699 55,«,,, = 269°* 57', so ist cos & : €08 &,,; = 1,667 (um

*y von der Einheit verschieden), cos® @ cos? e, == 2778 (um 7/, von der
Einheit verschieden), beide werden einander gleich, = | gesetzt, wobei (im ersten

Glied) dann ferner allerdings sin «,,; sehr klein ist, (im zweiten Glied) aber
CoS e, absolut = 1, s ist ja leicht zu sehen, wie dieser Zweifel zu heben wiire,
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Fs soll aber jetzt hierauf nicht weiter eingegangen, sondern crst am Schluf von
5. noch ein Wort iber diesen Weg gesagt werden.

4. Versuchen wir 2uniichst noch die dritte Moglichkeit, niimlich von der
Gleichung 10) auszugehen. Ich darf hier wohl daran erinnern, daB ich schon oft,
nicht nur im Unterricht stets, sondern auch in Veroffentlichungen (s. z B. Zeit-
schrift f.Vermessungs\\esen, Bd. 31, 5,203 bis 207, 1902) darauf aufmerksam gemicht
habe, da in der Ausgleichungsrechnung, einer praktischen Differentialrechnuing, Rech-
nungsabkiirzungen dadurch zu erreichen sind, daf vor der Differentiation kom-
pliziert in Produkt- und Quotientform gebauter Funktiomen zuerst logarithmiert
wird, Aus 10) ‘ :
log tang (AL) == log (7 -+ 1 — 5.} — log (¥ +E— )
folgt, wenn wir uns die Logarithmen im natiirlichen System genommen denken,

ok
log tang(/jP) == log (¥ — ) + e Ryt =
e Jt Xy — Ty
= )? 2 ..___gw i ,-.,_’].,,.-v.,.. i 23
s e | R
oder
log tang (AP) == log tang (4 P,) — L %)] veidis )

‘ ”1 Jg My

Hier ist also von Anfang an keinerlei Unsymmetrie vorhanden. Hochstens wird
der folgende Schritt dem Anfinger vielleicht etwas ungewohnt vorkommen; es
ist niimlich, wenn (4P) und (4P,) geniigend wenig von einander verschieden
sind, gemifl dem Differential von log tang zu setzen:

| o [(4P)— (4P, T o
og tdngMP) — log tang (dPQ) o Tang (AP,) ' cost (AP,)
[(4P) — (APy)]* ! oy,
T e AP s (AP

Damit wird aus 24)

: (Af) o (AP == ~§ -~ gin (4Pg) cos (AP,). 0" + — y -sin (AP,) cos (AP,). 0",

0 a ,'V() . 96)

(+ 4P) (A4P) ) gemeoss. "I‘ (45
zu setzen ist und mit Puckqlcht auf 17):

. Sin (AP} 0" cos Al )
vﬂ,m‘ e E —* :
5. Diese Ableitung in 4. ist eben%o einfach und ungekiinstelt, wie die in

2. angegebene nichstliegende und verdient als die vielleicht kiirzeste jeden-
falls nicht, wie es in den Lehrbiichern geschieht, iibergangen zu werden. Die
einzige kleine Schwierigkeit besteht fiir den Anfinger, wie schon angedeutet,
in der Gleichung 25), in der zudem wegen des Nenners des letzten Bruchs
rechts eine #hnliche Bemerkung gemacht werden kann, wie am Schlul von 3.,
die sich freilich ebenfalls einfach erledigt, Ich mdchte hier darauf aufmerksam
machen, daf die SchluBwefse von Gleichung 25), die in allen #hnlichen Fillen

oder da, vergl, 21):

9 48] — 4P gl 2T)
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ja nichts anderes vorstellt als die gewdhnlichen Differentialformeln, mit Riicksicht
auf vielerlei Anwendungen allgemeiner geiibt werden sollte, als es der Fall ist.
Z. B. was ist, wenn e, und « in Gradmafl genommen werden und geniigend
wenig von einander abweichen (d. h. {iir die angestrebte Genauigkeit geniigend

: (€,— )" . , _
wenig), cos @y —cosa? Antwort: — ! . 8in e, wobei rechls statt sin e

()‘I
natiirlich gleich berechtigt wire sin «,. [ ist hier auch didaktisch der Hin-

weis geboten, daB} sich der Bereich™ dieser Differentialformeln oft dadurch bedeu-

. o . .. . 5 0 - .
tend erweitern liflt, dal in unserem Beispiel geschrichen wird sin f,) o B

sei &, =329 a =253 dann ist aufl 5 Dez. genau cos 5329 — cos 539 =-}- 0,01385,
(7] l) 0

I
ferner ist g sin 520=10,01375, . sin 539=0,01394, dagegen ]“ SinS2' .0
pY 0

J
S \ S

10 2 P
=0,01385. Oder, was ist lo;, 102 — log 1002 Antwort: 00 .My, oder 2 o5 A
noch besser - 101 . M,y; die drei Zahlen geben bis anf dic 6. Dezimale genau
16
0,008686, 0,008516 und 0,008600 und es ist richtig 0 stellig log 102 == 2-:008600.
Solche Dinge sollten im elementaren Unterricht in der [nfinitesimalrechnung
zahlenmiBig gelibt werden; ihr Nutzen fiir die Praxis und selbst lir die
mathematische Anschauung ist nicht zu unterschiitzen,
Um jetzt nochmals zu 3. zuriickzukehren: die rechte Seite der Gleichung 8)
in 2, liefert durch Entwicklung:

: Fo=—xa
tang (A7) = 4+ 5. -k . 28
B ( g oAy Aty (ru - .l‘")! '
oder o |
tang (4FP) = tang (+11%) — o e s 20)
5 (J—u ““““ )™ Ay ’

Die hier wieder vorhandene Unsynunelne auf der rechten Seite der letzten
Gleichung liefle sich dadurch verringern (aber nicht beseitigen), daff im letzten

v ——;l‘ g . . 0 .
Glied gesetzt wiirde v . ( il ;,, Wichtiger ist, dafd in 28) wieder geschlossen
Ty—,

wird: bei geniigend geringer Verschiedenheit der zwei Richtungswinkel (A P)
und (A4Pg) kann man, gemill dem Diflerential von tang, sctzen: "
. [(A£) — (A1)} |
Y Sl Py L = : 2
tang (Aﬁ) hmg (A/(;) Y (,u cose (;‘i/'“) ) . .30)

womit man, wenn mnoch gleich mit cos* (A ) und mit p* durchmultipliziert
wird, erhilt;
(Yo =2 ) cos® (- 4Py cos® (A8)
S kel O 8 R 4 el A UM N TR
(4P) — (4P) s T Qe e e B
oder mit Riicksicht auf 21): (A/) = A /) gouom. - 2, und auf die Gleichung 17)

abermals
(Al o g S8R (AP — (AP ], .+ 32)

,v.u a e IR
5

wie in 22) und 27); mehrere dcr wemg tibersichtlichen Umformungen von S. 210
sind damit vermieden.




