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Verlauf der geodéatischen Linie auf dem Erdsphéroid.

Von Johannes Frischautf in Graz.

. Zwei Arten von Operationen kommen bei der Vermessung der Erde zur
A"“’?ndung: astronomische und trigonometrische, fiir letztere wurde dann die
ﬁ.ﬁz?ﬁ}.’"““g «geodiitische» gewihlt. Claira ut war wohl der erste Autor, d?r
e d.Ch.enkur\'en das Analogon der Geraden in der Ebene aufstellte®) und fiir
r;ﬁ‘zzcl;:glg:ti;e» li‘iﬁfn‘s‘;hl;'llftvder ;(iirzeste: nz;/chwl:es.d Der ddar%us gfehfolge;tle(:ﬁ «7Cl::i-
Lini atz» we eranlassung der Verwen Png e.r- ezeic nu.fl,,' rzeste
f__“'ejl auf krummen Flichen, fiir welche aber, zuniichst fiir das Sphiroid, dann
t‘i‘g:‘}:iichen f\\'eiter Ordnung, zuletzt fiir alle Flichen die Bezeichnung geodi-

1€ gewidhlt wurde.
eleme,im'e geodiitische Linie auf eine'er krummfan Fl'zi.c.he ist durch jhr Anfangs-
, In dem ganzen Verlaufe bestimmt; zwischen ihr und der kiirzesten Ver-
gle:(:;lt':;gt f:"eier Punkte wurde nicht "unter.schieden, was in (?er Praxis deshda]b
Meridia, u':'ldf; da man n'ur. solche Stiicke in Betracht zog, dli matn g‘:ﬁ:il:, bir;
““bGOrenc?t( a’nten als klein der er.s.tfen Ordnu-ng vornus§etzen (;)lr.mhe. L
Seﬂenhpl--I' er bor(setzung der geOflatlscht‘:r: Linie auf eineks endlichen ges b
o ache oder a1.1f einer ur}endllch.et? Hac'he kann, wie zuerst C. G. J Jaco %)
woowvlesen hat, die geoditische Linie zwischen zwei Punkten aufhdren, die
“Urzeste Verbindung dieser Punkte 7u sein.
o5 Es sei gestattet, den von Jacobi in seinen «Vorlesungen iiber Dynamik.» &)
gbbebf“en Ausspruch hicr anzufiihren: «Wenn man von einem Punkte einer
on o S e o e
”ebeneina d. unen .1c nahe .urzeste mlt.zn i R I ot
ilsdg nder, f)hne sich zu schneiden, oder sie schnet 'en [ . 755

N bildet die Kontinuitit aller Durchschnittspunkte ihre einhiillende )\m\c.

\

% : ; i
) In der Einleitung zu seinem Iehrsatze als jene Kurve, deren Schmiegungschenen die zu-

8en Flichennormalen enthalien,
) Herausgegehen von Clehsch (Rerlin 1866),

gehﬁri
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Im ersten Falle horen die kiirzesten Linien nie auf, kiirzeste zu sein, im zweiten

sind sie es nur bis zum Beriihrungspunkte mit der einhiillenden Kurve. ....-: A

[Xin Beispiel der zweiten Art gibt das Revolutionsellipsoid.»

2. Der Verlauf der geoditischen Linie auf dem Sphéroid wird am leich-

testen aus der Zuriickiibertragung ihres Bildes auf der Hilfskugel (vom Halb-

messer 6/==1) nach der Du Séjour-Clairaut’schen Abbildung erhalten®). Beginnt
man die geoditische Linie in einem Punkte des Aquators und liBt dieselbe un-
begrenzt fortsetzen, so ist ihr Bild eine fortgesetzte Wiederholung eines Grof-
kreises, den der Aquator unter dem Winkel 90° — a schneidet, wo a das Azimut
der Geoditischen am Ausgange ist. Dabei kann man immer die Voraussetzung

machen, daB a ein spitzer Winkel und der Verlauf am Beginne norddstlich ist.
Dabei ist sin @ = sin @, cos #, = sin @ cos # = sin ,

wo 2 die kleinste Poldistanz der Bildkurve bedeutet.

Den kongruenten Bildteilen von 6 = = bis 6 = 2 = entsprechen kongruente
Urbilder der Geoditischen; jeder dieser Teile besteht aus zwei symmetrischen,
die Linge 1S eines solchen (fiir ¢ = L) ist
2=
=j—2
der zugehdrige Wert von w (fir 6 = L7, 0 = 4 7)

S By,

w=1Ltxn (Il —2psinm B).
Fiir 72 =0 ist ¢ und B, am groBten, der zugehorige Wert von S ist gleich
dem Umfange der Meridian-Ellipse; gleiches gilt auch fiir den Wert w =} -
“Fir =900 ist e=0, By=1, £ =0, &
S=2=n0, w=la(l—p)=1in
EinschlieBlich der Glieder mit ¢* ist
S=2nb(l +¢&-F3¢&?
und der zugehirige Wert von w (fir @ = 2 =)

a’

w=2n(1—psinm [l — 3.

Schneidet die geoditische Linie den Aquator in den Punkten A und 4
so ist die Linge des Aquatorbogens

’

Ad =azn(l —psinm [l —3¢))
die Linge der Geoditischen ! S

215
Fiir den Vergleich dieser zwei Grofien sollen die Niherungswerte von £
und & entwickelt werden.

1 -
1 —tan } 22
tan § £ = cot (V1 - tan x2 —1)

=jtany — ltanad —

folgt

_*) Die Zitate beziehen sich auf das Lehrbuch des Verfassers «Die mathematischen Grund-
lagen der Landesaufrahme und Kartographic des Lrdsphiiroidss 1913,
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damit wird,

Besetzt, mit Fehler o6
d cos m2 — { 02 cos vt

i
T
19’ cos m? — L 0'2 cos mt.

£=

grameDgr .kleinsten Poldistanz »: entspricht im Urbilde (geoditische Linie) die
i _oreite ¢, vernachldssigt man im Verhdltnisse aze: .S die Glieder mit ¢*,
S0 erhillt man den einfachen Ausdruck

(I —4 €2 cos @) (1 — 1 ¢2 sin @,2)

o 1 —1e2

=144 e2(l —cos py) — ! ¢2sin p,2

=1+ ¢2sin § p,t.

Der grofite Wert dieses Verhiltnisses wird fiir ¢, = 90° erhalten, der
Eﬁ:i]::ti Vvt’rert is't g]sich dem Verhﬁltnisse-des Aquators zur Meridianellipse. Der
A'qumo A ert wird fiir ¢, = 0 erhalten, dieser .ist — 1. Fiir diesen Wert ist der
Rk l;“ogen AA'=bx und der Punkt .A' ist ein Punkt der "einhiillende.n
Welche “; ('len Anffjmgs.punkt A.. Fiir zwel-Punkte- A und .'/1’ des Aquators, fiir
Fille 2 A bxn 1§t, ist nur eine geodﬁtlsf:he Lll"l-le. mdgll?h: In den. librigen
dene: Sll.ld d’urch. die Punkte 4 und 4’ 2wei geoditische Linien fm')'ghch, von
= die eine im Aquator \{_erlﬁuft, die andere durch den Scheitel @, geht,
- "a]SO die Linge 4 A4’ im Aquator zwischen ¢« und ¢=x vorausgesetzt wird.

ur diese Annahme erhdlt man aus der Gleichung
AA' = axn (| —2 psin m By)
den Wert ,, und damit den zugehérigen Wert g,.
e 3. Nim.mt man als Anfang der geoditischen Linie il_lren h('?'c!lsten Punk‘t,.
s ihn reduzierte Poldistanz »: ist, so mufl fiir die geoditische Linie, wenn sie
rém Anfangs-Meridian wieder zuriickkommt, o grofler als 2 m, also
o 6=2n+x o0=2x-/ w=2x
usgesetzt werden. Ist » die reduzierte Breite bei dieser Riickkehr, so ist

4

AL sin # = cos & cos 2, tan x = tan /sin m, :
die GréBen x und / von der Ordnung ¢2 sind. Mit Fehler ¢¢ ist daher
x =/sin m.
; Sf.ttzt man diese Werte in die Gleichung III des Art. 16, so erhilt man
I gleichem Grade der Genauigkeit) wegen
M =900,
=/—2apsinm (|l —2¢)—pasinm,
x=2map sin m? (1 — 2 ¢& -} p sin m?
x=2mp sin m? (1 — 1p cos m? + p sin m?),
D:.mit erhilt man als zugehérigen Wert von s (bei gleicher Genauigkeit)
es Art. 13

d‘"‘aug

ilyg ]I
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Sm L Ol f e =2 e o)+l 20

der in Nr. 2 mitgeteilte Ausdruck S erhdlt daher den Zuwachs 4 (1 4 2 &).
Setzt man fiir 2+ den obigen Wert und ersetzt die reduzierte Breite 900 —

durch die zugehorige geographische ¢, so erhilt man mit Fehler ¢%, dabei @
statt ¢, gesetzt,

s A - :
S F 1 | Le2—Le2sin 2 -} e* (3 - 1 sin @2 — L3 sin @?).

4. Der Umfang v des ersten Vertikals der Breite ¢ wird erhalten nach
Art. 5 und Art. 8. Es ist

A - B 2 Qs 9 2 o1 9
ATH = 1¢2sin @2 (1 -} €2 — 1 ¢%sin @2),

A=0(1 —e?sin @)~ "2 (1 —e2cos p?)—'h
=0 -FLer4 3ot — Le?sin @ cos p?);
damit wird
e
= 2 1 o2gin @f - : 5 o
= 1} te2— Ledsin @2 | o (3 — Isin @2 4 42 sin @),
also
s—v

P 13 ¢%sin 2 2,

Fir ¢ = 45° wird der Unterschied s-—v am gréten = 418 .
5. Ist u, die reduzierte Breite der Geoditischen beim Ausgang, # jene
nach der Riickkehr zum Ausgangs-Meridian, so erhdlt man aus
sin 7 = sin %, cos x,
wenn fiir # die erste Niherung genommen wird,
n—u,=s5, c=— a2p2cos uy?sin 2 u,,
wo statt z, auch der Wert ¢ gesetzt werden darf. Fiir ¢ = 300 ist dieser Unter-
schied ein grofiter = — 15~.
Bei # Umlidufen der Geoditischen ist,
c6=2nan+x, 0=2nax+/ w=2nx
gesetzt, in erster Niherung |

X =2nmp cos uy’,
d. h. statt x ist in der Schluiformel » & zu setzen. Nur darf bei dieser Bestim-
mung # nicht gro gewihlt werden; es muB ## noch immer eine kleine Grdfe
sein, so da@ man in der Gleichung

tan & = cos #, tan /

2 und / statt tan # und tan / setzen darf. Bei beliebig groBem » kannen # und
/ jede beliebige Grole erreichen.

* *
»

6. Zur Benennung «geoditische Linie> trug wohl am meisten die seit
Clairaut vertretene Ansicht bei, daB die Messung der Entfernung zweier
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s:“kte aut dem Erdsphiroid in der oben definicrten Linie vorgenommen wird®),

I welcher man dann nachweisen kann, dal sie auch die kiirzeste Linie ist.
deari ‘_‘bef die geoditischen Messungen nicht nach den geoditischen Linien, son-
ber: tlﬂ den Vertikalschnitten vorgenommen-werden, hat 'zuc.erst Soldner 1810
schie’; und dazu bemerkt: <Es ist zwar nicht wethrschemhch, daB der Unter-
g »; ')\velcher von der doppelten Kriimmung herriihrt, praktisch merklich sein
- 7 DuSéjour-Cairaut'sche Abbildung des Sphéroids auf der Kugel.
ur die Abbildung des Punktes (p, ) des Sphiroids durch den Punkt (, &) auf
det Kugel vom Halbmesser ¢ werden folgende Bedingungen gestelltt):

I « ist durch ¢ bestimmt nach
1/
tan 7 = —~ tan o,

;].l h. @ wird durch die reduzierte Breite # bestimmt (und umgekehrt). Daraus
O8t: Parallelkreisen auf dem Sphiroid entsprechen Parallelkreise auf der Kugel
(oder umgekehrt).

: I Stellt man zur Bestimmung von ® (durch ¢ und z) die Bedingung: Die
ébbf_ld“ng ist konform, so miissen (wegen 1) auch den Meridianen auf dem
\Pharoid Kugel-Meridiane entsprechen; d.h. @ muB eine Funktion vou z allein
Sein. Fiir die VergroBerungszahlen wiirde man erhalten:

; — 2 th
Im Meridian A —( il J = (1 — ¢?sin @2?)'s,

R.dy 1 —e2cos 2

: beoosudam de
im Parallel ol ret e, NS TS | SRR

A S TV dos pdw e dw’
bei der Forderung nach Konformitdt also

do
— oA — (] — €251 3)'/.
(1—e? 7 (1 — e%sin @?)

g,le"’h einer Funktion von 7 allein. Diese Bedingung kann aber nicht fiir belic-
ge 2usammengehorige Linienelemente erfiillt werden, wohl aber bei Beschrin-
is‘:ng auf solche, welche Parallelkreisen oder Kiirzesten Linieq angehdren. ' Dies
q AUs den Gleichungen des Art. 14 ersichtlich, wo der Urbildpunkt (x, @) auf
e Kugel durch (p,2v) auf dem Sphiroid abgebildet erscheint.

\

gr&phie*) So auch Dr. ). C. Eduard Schmidt «Lehrbuch der mathematischen und physischenb Geo-
sphirisc,h (Gdttingen 1829), Band I, S. 252, und Johann August Grunmert -ElIemeélteA del; eBene:,
6Ve, Ven und sphiroidischen Trigonometries (Leipzig 1837), Vorrede S. VI;. bn .d .G. 7 ;;: -
([‘oesfeldonsECht. «Die Kiirzeste auf delfl Erdsp.h:'irof'd nebst - den H.'zu;_)tm(li igﬂdeﬂNel' (Zghnistt:;
ermitteq, 1865) wird die Trasse der geoditischen Linie in derselben Art wie die des Norma

**) Die Bestimmung dieses Unterschiedes ist im Hefte Nr. 177 von Ostwalds Klassiker

S .
(Seite 194 bis 106\ mitgeteilt. »

Vollggy T)' Die Bedingungen fiir eine Aufgabe diirfen weder zu wenig noch zu viel sein, d. h. sie miissen
%dig und vertraglich sein. Sind sie unvollstindig, so ist die LOsung unbestimmt: sind sie un-

vertrs,,
tglich, so existiert keine Losung.
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8. Soldner hat in seiner Abhandlung 1810 den Breitenunterschiet.i der
geoditischen Linie bei einem vollen Umlauf oder bei mehreren Umldufen bestlmmt'
Seine Berechnung («Ostwald’s Klassiker» Nr. 184, S. 41 und 42) ist aber 395
folgenden Griinden nicht richtig: Er beniitzt dazu die Gleichung 14) (S. 44), die
aus 13) unter der Voraussetzung, dal die Seite sé eine kleine, Grofe erster

Ordnung ist, erhalten wird; dann setzt er die Linge der Kiirzesten bei dem

cinmaligen Umlauf mit ungeniigender Genauigkeit 2 x4 an.

Die von ihm gegebenen allgemeinen Formeln geniigen aber fiir die obige
Bestimmung. Die Gleichung 12) (S. 33) geht fiir « =90¢ iiber in

any -

12 w =arctan ———
) e r cos A’

—cgcosiy

U — At,ar,l_ T,
oder tan (w - & cos A'¢p) = o i‘ :
Fir 2o =2 = erhilt man

tan ¢ = cos 4' tan (e cos A'9*) = e cos A2y,
also ¥ =2 x (1 4 &cosi'?),
welcher Wert, in die Gleichung
sin @ = sin &’ cos P
gesetzt, den richtigen Niherungswert fiir ¢ liefert.

Es sei hier gestattet, noch eine Stelle bei Soldner aufzukliren. Zur Be-
rechnung von z und ¢ wird von Soldner die Gleichung 15) und die Gleichung
sin @ = sin £ cos ¥
mittels Gleichung 14) verwendet. Diese Berechnung fiihrt, fir «==90".zu einem

scheinbaren Widerspruch. Denn fiir ¢ =90° muf} statt 14) die Formel
v=s5—2¢&s5 -+ 2escos i i
und statt 15) die Formel 12Y) verwendet werden. Beide Berechnungen geben

aber (mit Fehlern vierter Ordnung) dasselbe Resultat. Fiir z folgt.dies daraus:
Eine Verminderung von ¢ um &s cos 42 in 14) vermindert = umfss cos A’ 10

15). Ist aber w=0 oder selbst erster Ordnung, so ist der Einflu in cos ¥
(S. 35) nur eine GroBe vierter Ordnung, die Soldner vernachlissigt.

Untersuchungen

Uber die Genauigkeit des Zielens mit Fernréhren.
Von Alfred Noetzll, Dipl. Ing, aus Héngg (Zirich).

L
Vorbemerkung.

Wenn die Aufgabe gestellt ist,” mit irgend einem Instrument genauere
Messungen auszufiihren, so wird manjimmerjbestrebt sein, durch spezielle Ver-
suche sich Einblick zu verschaffen in den”Grad der normalerweise erreichbaren
Genauigkeit. Solche Untersuchungen sollen” einmal iiber die Leistungsfihigkeit
des vorliegenden Instrumententypus Klarheit verschaffen, dann aber auch de”




