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1 Nach der 'bekannten AJsalogie 1ist �. ger.echtfertigt; d�n F·aktor qr in der a lgemeinen stabilen· A.usgleichsfortnel ·unmitt�lbarer ;ßeobachtung�n·) . · 

[qJ] 
.. 10 = [-q] . . • . . . . . • : . . . . 1) 

dl\_s .Gewicht der Beobaclttung /r z.u n�nnen·. :Je .. größer qri umsomehr nähert sich 
10 zu /,. ·Die · Ausgleichung hat . aber mur .dann teinen Sinn, wenn sie möglichst 
gute Resultate zu erzielen sucht, es mti&. also zwischen q, und dem Fehler E, 
Yon 1, eine gewisse reziproke 'Beziehung q, · . tf1 (E,) vorauslesetzt 'Yerden. -

. Wir nennen den mit _dem Fehler E, der Beobachtuµg /, in reziproker ·Be-
ziehung stehenden· Faktor q,·= t/J (E,) ·das U r g e·w.i.c h t yon /r. 

Schreiben wir a + b'/. -statt ./, �o !geht E in b e üb�r �nd aus 1) wird _ 

[tb (bii) (a + 'bl·)] _ _ cl + b [tb (bE)l-1 · 
a + b/0 = J [ 1J! (b.E}] ; . [�• (bf) Woraus mit Rücksi.cht auf 

zunächst 
/ - ( f/J (E)/] 

. o- [1/J(E)] 

[f/J (be). /) [1/1 (E). /) 
-[tb (/JE)]--= [fP (E)) 

dann aber, weil die F.ak.toren der I beiderseits .gleich sein .müssen, 
t/1 (/JE) _ ·lJI (E) 

• • • • 

folgt. [1/J(bE)] � (i/l(E)j 

. ..--
. . . 2) 

ab. 
·Die .ßedi!'1gun1Y 2) muß ·erfüllt werden, gleichgültig, ob wir unter ·c den 

Splu 1:1 • ' „ 
·. ' ' · · ten, oder den relativen F ehler von I verstehen, denn 1m letzteren Falle 

--=----
�� .... -:--,... . . 

1 Vi:;I. <Das Stab)litä�priozlP. in der Aus:;leichungs.rechnung•, Nr. 13, 1913. 
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ändern sich die Zahlenwerte je nach der Wahl des Einheitsfehlers ebenfalls uin 
einen gemeinschaftlichen Faktor. obige Ableitung gilt somit auch für '.diesen Fall, 

Die Bedingung 2) wird nur dann erfüllt, wenn 
W (b E) = ß . 1/J (E) 

ist, wo ß einen von E unabhängigen Fehler bedeutet, und die�e Eigenschaft ·. 

besitzt nur die eingliec.lrige algebraische Funktion 1jJ '.E) = E1, wo wir den Koeffi'· ., 
zienten der Einheit gleich setzen, weil andere Werte nach Formel 2) gleich· , ., 

gültig sind. 
·c' · · 

Soll aber 1/l (E) mit E reziprok. zusammenpängen, so muß. der 
negatives Vorzeichen haben, demnach ist 

. - -· . . . . . . 3l' �-q. = E • • •  • • • • • • • • • • . -
mit dem Bereiche s > 0 die allgemeine Formel eines rationellen stabilen. Ur· _, „ 
gewichtes, d. h. eines solchen, welches die Stabilität der Ausgleichung ungestört .. ·, 

bestehen und das Resultat nicht prinzipiell gegen· die schlechteren Beobachtungen· J.:. 
gravitieren läßt. · 

Vorausgesetzt nun, daß die Wahrscheinlichkeit (Häufigkeit bei unendlich 
wachsender Beobachtungszahl), _eines Fehlers E irgend ein analytisches Ges��z . . · ·· 

W = rp (i:) befolgt und die 'Wcihrscheinlichkeit der Koexistenz einer. Fehlerreihe, 
"1; E2; • • • En durch das Produkt w• = <p (c1) . cp {E2) . • • cp (En) . da�gestellt ... 
wird, ergibt sich das �laxirrium von liV' aus der Bedingung��!�iC�tmg_· [dJgrp(E)]=Ü . „· 

dE · 
oder. 

welche auch in der Form 
F (L - 11; L - 12; • • • L -/0) = 0 

geschrieben werden kann, wo L den fehlerfreien Wert bedeutet. 
Aus S) erhalten wir den fehlerfreien Wert 

L = f (/1 ; 12; . . . In) . . . . . . . . . . . 6) · 
als eine gewisse Funktion der Beobachtungsdaten, u. zw., weil diese Beziehung 
unbedingt stabil sein muß, ganz allgemein 

analog zur Formel 1 ) . 
L = [q l} . . . . . . . . . . . . . . . 7) [q] 

Wir müssen hier eine Bemerkung einschalten. 
Die Gleichung 4). drückt eine exakte Wahrheit aus und (6) ist nur ·eitle 

�ndere Form_ derselben. Diese Gleichungen sagen, daß,, wenn eine Fehlerfunktion 
rp existiert, der wahrscheinlichste Wert immer der fehlerfreie Wert ist, gleich· 
gültig. was für eine spezielle Form auch cp haben mag. 

Wenn wir dagegen eine wirklich ausgeführte Beobachtungsreihe nach wahr·, 
scheinlichkeits-thtorcthischen Prinzipien a posteriori ausgleichen, ist es bloß eine 
Annahme, daß wir gerade diejenigen Fehler begangen haqen, welche W' i;u 
einem Maximum machen, deshalb gilt 6) bzw. 7) in diesem Falle nicht mehr 
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;tre

.
ng genau, sondern bloß mit größter Wahrscheinlichkeit, ·und es führt dann 

b nicht notwendigerweise auf L, sond�rn auf irgend einen Wert /PI für welchen. 
a er IP = L mit größter Wahrscheinlichkeit a n  g e n o mm e n  werden· darf. 

h . 

�ir ·haben demnach zwischen dem a . priori und dem a posterfori wahr�c einlichsten Werte zu unterscheiden. Der erstere ist der- fehlerfreie Wert selbst, 
d:; zweite aber derjenige, welcher na�.h _der theorefüch richtigen Formel. unt�r 
Fe 

Voraussetzung ber�chnet wir�, daß
. 

die geg�be�e B�obachtun�sreihe dem hlergesetze 'P entspricht, was Jedoch m der W1rkhchke1t wohl me genau zutreffen wird. 
r Die Theorie stützt sich naturgemäß auf den Begriff des a priori, wahrschein-
ichsten Wertes. 

oder 

Aus 7) folgt [q (L- l)] = 0 
[qc] = 0 . .  

als die näher bestimmte Form von 5). 
Die Koexistenz von 4) und 8) erfordert, daß 

d lgrp (c) = k. q. E .  de 

. . . • . .. . . • . 8) 

:i,
. 

Wo k einen konstanten F�ktor bedeutet. ·Die Integration liefert die a 11 g e -
ein e F o r m  e i n e r  s t a b i l en Au sgl e i c h u ng s fu nkt ici"n 

: . 
k � q E  de 

cp (c) = A. t· 

. ' 

. 9) Wo A konstant ist. 
Die Integration kann erst ausgeführt werden, wenn fJ als Funktion vo�· E' 

gegeben wird. Wir haben für q die allgemeine Form 
q= E-• 

abgeleite t, mit dieser erhalten wir 
k ---.Ell-s 

. �(E)=B.e2�s . • • . . . · • · .:IQ) 
Die weitere Diskussion gründet sich auf folgende Grundeigenschaften..YQ!L cp 
1. rp(+�)=<p(-E), 
2. 'P (± 00) . 0, 
3. rp (c) kann nie unendlich groß werden. .. . . . 
Aus der ersten Bedingung folgt, daß 2 - s eine gerade Zahl" sein . muß, · 

dann ist aber auch s eine gerade Zahl s = 2 t, �ithin 
q+E={j--;;=E -2t 

. • • • • • • • • . 1 1) 
Wenn also die Fehlerwahrscheinlichkeit unabhängig ist von d�m Vorzeichen 

des Fehlers, so gilt dies auch von den Urgewichten, so daß man auch q + E = 
= <J - ! ·postulieren und hieraus <p + '! = rp _ e ableiten könnte. ----.-� 

· 
Mit s = 2 t geht l 0) über in - ' 

k 2 (1- t) 
. . . 2(t-tf'8 · rp (c) = B. t' 

Welchen Ausdruck wir hinsichtlich der zweiten und dri"tten Grundbedingung unter-. suchen wollen, u. zw. für die Fälle t=O; t=l; t>l. 
. 

,, 

'' 



a) Für t= Ö wird k 
' --· • E 2 . " . . 2 . . . cp (E) . B . e 

Ist. k / 0, so wird rp ( co ) = oo, es muß demnach r.: negativ sein. Wir 
ft2 se'tzen k=--und erlialt'en die Form.el von Gauß . 2 

rp (c)·= B. t'_„,�� 
welche die Bedingunge,n .1 bis 3,- e�-füllt. 

b) Für t= l wird q = E-11, somit 

. ( .) - A i �d:· - A Zdc . "'/' - C /; fPE- . e  ( � . t'  . - . E 

„ Ist /.: > 0, so w ird cp ( co ) = oo; ist d�gegen k> 0, so \virci rp. (o) · 001 

demnach ·ist die · Annahme· t ==· l ·unzulässig. · 

.u'.! c) Ist t> 1 ,  so wird mit l -!=- -' 2 
/: f _:_ u:? 

- „ .E 
<p (E) = B. e w · 

Für /.: � 0 ist rp ( oo ) = H, also . müßte wegen ·der Bedingung . rp ( oo ) = 0 
auch JJ = 0 sei n, worc.us die Unzulässigkei't der Annahme t > l erhellt. 

, 
Die Gauß'schc F u n k t i o n repräsen tier�.somit das e inzi g e 

Fch!erge s eü. welches ein en stabileH" w�thrschcinlichsten .Au s
gle ic h u n g sw e rt l i ef e r t, auf s.t a bi l e n , rationelleil" Urgewic h ten 
b c r u ht und di e Grundei.gen s c haften eines F c h 1 e r  g,e setze s be sitzt. 

Hier aus folgt aber, daß es gleichgültig ist, ob \vir ·die konkr"etc E�ist.en z 
Yon cp (E) anerkennen, oder diese Funktion bloß zur Grundlage ein.er an�lyti
schen Behandlung, zur Idealisierung der niemals sfreng . gesetzmäßigen Er

fahr ungs daten wähle n - in be iden Fäl l e n  bild et die Gau ß'sch e F unk
tio n di e einzige Gri1nd\ag e e i ne r  \Vid e_rspr

'
uc h lo��t;l Th.e o r i e. 

Vom praktischen Gesichtspunkte betrachtet ve.rdanken wir .dieser Theorie 
Yor allem die Feststellung der Tatsache, ilaß q = konstant" die' wahrscheinlich 

� • 1 
b'esten Werte der Urge\\ichtc repräsentiert, was durchaus nicht a' p�iori einleuch-
tc!ld ist. Bcdenl�t man jedoch, <laß, wenn kleine Fehler häufiger ' sind als -große, 
die ersteren auch bei q = konstant überwiegend auf das Hesul_tat einwirken, so 

er kennt man jene 1-:onsequenz der Theorie für vollkoinmeti einwandfrei. 

· · ·Das ·Stabilit�itsprinzip· gibt auch hinsich tlich der Dimension von lt eine_n 
Aul's chluß. 

\V�r_den n:imlich die Beobachtungsdaten t in. ein anderes System ;,, = a +;,. l 
transformiert, also E in bE verwandelt, so darf die relative Häufigkeit hiedurch 
kci1.1c Änderung erleiden, es muß also 

oder 

<p(Ed q>(E1) 
rp (E2) = <p tE�) 

t•-h':,' e-H2b';1' 
�-h••,' :;=.;��, 
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sein, was nur möglich ist wenn ff= l!_, ;venn also lt durch die Transformation 
' b . �- . 

umgekehrt beeinflußt wird als ein ßeobacht;;�gsfehler, d. h. wenn lt die rezi-

proke Dimension eines Fehlers besitzt. 

Die Theorie führt tatsächlich auf. eine Relatiqn 

lt=· lim ! 

11 =CO 
· n 
2'( E2jr . . 

welche die gewünschte Eigenschaft besitzt� und" es ist_ tla�1n , 

H = Jim y-:-u-. � 1 li�
, : v· · n '__ �-·. 

n = oo 2 [(hc)2)�b· j, · .� 2 _lc:J] � b.' 

es wird somit obige Forderung · der Stabilität er(üllt 

1 1 

. . 1 

----
. j ' 1 

Praktische W·inke für Nlessu.ngen.· zur Ergänzung 
' 1 ' . 

der K��astral·mappen. 
Von Jullus Hanlsch, k. k. Ohcrgeomete� in Römerst_adt. 

. (Fortsetzung.) . . ' I f .i' . 

, f 
' . 

"; l 

Wir kommen nun zu einem schwierigen Kapitel jeder der.artlgen1 Aufnahme,· 

d. i. zur Orientierung und·Trahsfor-mierirng des ·Netzes: "Wenn ,\, i r.. , auchi aus den' 

vorhin. angegeben�n Grüriden ·auf eine genaue Einfügung in ,die -L�ndeslrfan�u

lierung verzichten müssen, so müssen wir doch frachten, d�s . · ga ��e·-� s. t a·r\r e 

S Y s t e m von Punkten in eine derartige Lage zu bfüige·n; daß es eine· möglkhst 

wa h r s c h e i n l ich e Lage zur L a n·d e s t r i a ngul i e rtin g, aber auch ,ztir;. tle

stehcnden Mappe n d a r s t el l u ng bekommt; oder mit anderen ·worte:n ; .. :die 

Sektionslinien cler Beimappe' sollen VOff den -Sektionslinien der --�alt'eit Mappe 

möglichst wenig ab\veichen. 
· · · ·1 ' '1 

Wir w�i.hlen uns daher teils am Rand·e de� Neuaufn'ahmegeQietes, teils ::m 

anileren günstigen Punkten, i. B. 'in der Nähe· von ehemalige·n graphischen rTri

angulierungspunkten liegende sogenannte • Orientierungs.punkte'• ·aus, · �a�· sind 

so lche Punkte, deren Lage möglichst gut eingemessen werden· kann,· ·die· wir 

hierauf in die Mappe sorgfältigst einzeichnen �n<l deren Koordinaten .wir .aus 

der Mappe entr1ehmen und selbstverständlich auf die SektionsHi.ngen ( 1896,48')( 

1517, l 9) ausgleichen. Auf diese Punkte werden \\' ir unser starres Punktsystem 

möglichst einschwenken. Solche «Orientierungspunkte• sin_g__hier: Pi; ·p3, :Pt, P,, 

S, F, /$, p11 und ';12• Von den Punkten P, und l sehen wir hier ;1b, weil .deren 

Mappenblätter gegen die zwei Mappenblätter 3 und 5, auf welchen übrigens ·der 

��ößte Teil der Neuaufnahme liegt, eiQe zu große Verschiebung aufweisen, wie 

wir_ aus „ ��m Beispiele 5 wissen. Der Punkt P, liegt · in der Nähe eines. ehema li

Ren graphischen Triangulierungspunktes. Ihn an der (übrigens natürlich unsicheren) 

Stelle des aHen Triangulierungspunktes anzunehmen, war aus dem Grunde. �n

tunlich, weil von dort die Aussicht zu den Basispunkten l und K nicht möglich . 

gewesen wäre. 
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Stabilitätstheorie der Gauß' sehen Fehlerfunktion. -
Von G.-Grlgercslk, kgl. ung. Bergkommissiir. 

Aus der bekannten Formel für die Wahrscheinlichkeit der Koexistenz emer 
Fehlerreihe E1; E2; • • •  En 

bezw. aus der Bedingung 

. . . . . . . 
folgt eine gewisse Funktion 

oclcr 
F ( l - /1 ; L - 12; • • • •  L - /n) = 0 

für Wmu. und die Entwicklung nach L soll 

·. 1) 

L = f(/1; 12; • . • /n) · • · · • · . • . . • 2) 
geben. 

Der wahre Wert ist an sich stabil, die analytischen Ausgleichungswerte 
sind nur dann verwendbar, wenn sie stabil sind. Soll also die nach 2) zu be
rechnende Größe L den wahren Wert oder überhaupt einen analytischen Aus
gleichungswert bedeuten, so muß die allgemeine Form der Funktion f 

L - [g-1] - [gJ' . . . . .  \ . . . . . .  3) 
sein,•) woraus [g(L-1)] = 0 
oder 

folgt. 

[gE]_= 0 . .  , . . .  , . . . • • , 4) 

. Aus 1) und 4) erhält man, wenn k eine Konstante bedeutet 

d/grp (E) = k .g, E, d& 

*> Vergl . ·coas Stabllltätspriozip in der Ausglelcbungsrecbnuog,• XI. jab�1aor 1913, Nr, B. 
der 0. z. r. v. 
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oder 

• . . . • . . 5) 
wo A konstant ist. 

Die Ausführung der Integration bedingt 
zwischen g und c, welche wir vorläufig mit 

die Kenntnis des Zusammenhanges 

�= t/J(c) . . . . .  . . 6) 

bezeichnen wollen und das Urgewicht der Beobachtung l nennen. 
Um w näher zu bestimmen, transformieren wir l in a + bl, also E in bc. 

Es muß dann 

oder 

sein, woraus zunächst 

[rti(bc). (a + bl)] =a+ b [t/J(c) !] 
(lJ!(bc)] [lJ! (c)] 

a + bllJ!(b�=a+b[t/J(El_Q [t/J(bc)] [t/J(c)] 

( lJ! (b E) . 1] _ [ t/J (c) I J 
[t/J(bc)] - [t/l(c)] 

ferner, weil die Koeffizienten der l beiderseits gleich sein müssen, 

folgt. 

t/J (b E) tjl (c) 
[t/l(bc)]= [lJ!(c)] · 

Diese Bedingung muß erfüll werde , gleichgültig, ob man unter E den 
absoluten oder den relativen Fehler von l versteht, denn im letzteren Falle 
ändern sich die Zahlenwerte ebenfalls um einen gemeinschaftlichen Faktor, wenn 
man den Einheitsfehler verändert. Es muß also 

t/l(bc) = c. t/l\c) 
sein, wo. c eine von E unabhängige Größe bedeutet, 
nur die eingliedrige algebraische Funktion 

und diese Eigenschaft besitzt 

g·= tjl (E) = Ern 
Setzen wir den erhaltenen Wert von g in 4), so wird 

[cm +i J = 0 

. . . . . . 7) 

-- In einer ungezwungenen, analytisch konsequenten Theorie können nur �eelle 
Lösungen in Betracht kommen, es muß also m + 1 eine ungerade bezw. m eine 
gerade Zahl sein. Wir setzen m = 2 r, gleichzeitig L - l statt E und erhalten 

[(L - /)2r+1] = 0 
Es sei die Lösung dieser Gleichung L =/(!1; /2; • • •  !") 

dann muß die analoge Gleichung, bezogen auf ein anderes Maßsystem mit den 
Parametern a, b, 

[{r - (a + b l)}2r+1] = 0 
für x einen Wert liefern, welcher der Bedingung 

X = a + b L = a + b / (/1; 12; • • •  In) 
entspricht, was jedoch nur bei ,. = 0 der Fall ist. 
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Mit r = 0 wird g = 1 und aus 5) ergibt sich die Gauß'sche Formel. 
Wir können das Wesentliche dieser Deduktion in dem Folgenden zusammen

fassen: 
Man hat die Frage nach der Existenz eines Fehlergesetzes von der Frage : 

welche analytische Form ein Fehlergesetz überhaupt haben kann, zu trennen. 
Die erste Frage, wie jede Existenzfrage, läßt sich bloß durch die Erfahrung be
antworten. Die zweite läßt sich dagegen a priori untersuchen und führt zu dem 
Ergebnis, daß die Gauß'sche Form die einzige ist, welche dem Stabilitätsprinzip 
entspricht, also die einzige, welche die Grundlage einer exakten Fehlertheorie 
bilden kann, gleichgültig, ob eine gesetzmäßige Fehlerwahrscheinlichkeit wirklich 
existiert, oder die Gesetzmäßigkeit nur eine unvollkomlJ!ene ist und die analytische 
Theorie bloß zur Idealisierung der Erfahrungen dienen soll. 

Kombiniertes Rückwärtseinschneiden. 
Von Koloman v. Mate6czy-Flelscher, k. u. Obertrigonometer. 

Unter diesem Titel hat Herr k. k. Agrar-Geometer Anton T r a n  q u i 11 i n  i 
in den Heften Nr. 9 und 10 des Jahrganges XIII ( 191 S) der Österreichischen Zeit
schrift für Vermessungswesen die Lösung einer kombinierten Pothenot'schen 
Aufgabe abgeleitet und gerechnet. 

Ausgebend von der allgemeinen 
Meinung, daß die Rechnungen der tri
gonometrischen Punkte einfach sein sollen 
und doch gute Resultate geben sollen, 
erlaube ich mir die beschriebene trigono
metrische Aufgabe, das >Kombinierte 
Rückwärtseinschneiden «, auf kürzerem 
Wege zu lösen und mit einigen Bemer
kungen niederzuschreiben. Die Aufgabe 
ist die folgende : 

Gegeben sind die Koordinaten der 
Punkte P1, P2 und P8 und die gemessenen 
Winkel IX, ß, r und �. 

' 

Pi : Y1 = + 8724·73 X1 = - 8622·94 
P9: )'3 = + 7665•47 X3 = - 6715·25 
Pa: Ys = + 7745·49 .i-8 = - 5796·26 

a = 60° 46' 0311 r = 120 08' 02" 
ß = 45 41 54 � = 17 45 30 

Zuerst werden aus den gegebenen 
Koordinaten die Richtungswinkel und 
Seiten gerechnet, die zur weiteren Rech-. 
nung als Basis dienen. 

Y1 -Y1 = - 1059·26 
XII - X1 = + 1907·69 


