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Stabilitatstheorie der GauB'schen Fehlerfunktion.

Von Q. QGrigercsik, k. u. Bergkommissir.

: Nach der bekannten Amnalogie .ist es gerechtfertigt, den Faktor ¢, in der
digemeinen stabilen Ausgleichsformel unmittelbarer Beobachtungen®)

— 94
lp= el s e il ks SR ot 1)
das Gewicht der Beobachtung /, zu nennen. Je gréfier ¢, umsomehr nihert sich
0 2u /. Die Ausgleichung hat aber mmur .dann einen Sinn, wenn sie moglichst
gtte Resultate zu erzielen sucht, es muB also zwischen g, und dem Fehler &,
Yon / eine gewisse reziproke Beziehung g, = ¢ (¢,) vorausgesetzt werden.
1 Wir nennen den mit dem Fehler &, der Beobachtung ¢, in reziproker Be-
Zithung stehenden Faktor g.:=1v() das Urgewicht yon 4.
Schreiben wir a + b statt /, so .geht £ in 4& iiber und aus 1) wird

PPN 2 YR ) R 1Y 5

Wor . [ (ée)] el
8us mit Riicksicht auf
;- @]
YT [w(e)

unichst
[w(be)./) _ [v(a).7]

A @) (v

"N aber, weil dic Faktoren der / beiderseits gleich sein miissen,

%lbeh, g BlE G ) e =T 2)
[wee)] — [wie)

folgt,

Die Bedingung 2) muB -erfilit werden, gleichgiiltig, ob wir unter & den

absg : :
, luten, oder den relativen Fehler von / verstehen, denn im letzteren Falle

* v ; -
! Vgl. <Das Stabilititspriozip in der Ausgleichungsrechaungs. Nr. 13, 1913,
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indern sich die Zahlenwerte je nach der Wahl des Einheitsfehlers ebenfalls unt
einen gemeinschaftlichen Faktor, obige Ableitung gilt somit auch fiir 'diesen Fall,
Die Bedingung 2) wird nur dann erfiillt, wenn

w(be) =B v -
ist, wo f einen von & unabhingigen Fehler bedeutet, und diese Elgenschaft
besitzt nur die eingliedrige algebraische Funktion % &)=¢, wo wir den Koeffi-
zienten der Einheit gleich setzen, weil andere Werte nach Formel 2) gleICh>
giiltig sind. :
Soll aber % (¢) mit & reziprok zusammenhingen, so muB. der Exponent =
negatives Vorzeichen haben, demnach ist
Qo ... 231
mit dem Bereiche s 0 die allgemeine Formel eines rationellen stabilen, Ur- =
gewichtes, d. h. eines solchen, welches die Stabilitit der Ausgleichung ungestort 4
bestehen und das Resultat nicht prinzipiell gegen die schlechteren Beobachtungen
gravitieren lif3t.
Vorausgesetzt nun, daB die Wahrscheinlichkeit (Hiufigkeit bei unendlich =
wachsender Beobachtungszahl) eines Fehlers ¢ irgend ein analytisches Gesetz .
W=p/e) befolvt und die Wahrscheinlichkeit der Koexistenz einer Fehlerreihe

&; &) . - . & durch das Produkt W'=g(&). p(&) . . - 9&) dargestellt
wird, ergibt snch das Mammum von W' aus der Bedmgungsglelchung
[a’lgq)(s)]__o ey, Bt e
de
oder |
Fleg; &5 . - . &)=0,

welche auch in der Form :
FUL—l 3 L =y ot B S0 s sy o aen o (250)
geschrieben werden kann, wo L den fehlerfreien Wert bedeutet.
Aus 5) erhalten wir den fehlerfreien Wert

L =of Uy iadaa Tt o L) of e i e o oy - . i)

als eine gewisse Funktion der Beobachtungsdaten, u. zw., weil diese Beziehung
unbedingt stabil sein mufl, ganz allgemein

P U SR A T NI/

(9]
analog zur Formel 1).

Wir miissen hier eine Bemerkung emschalten

Die Gleichung 4) driickt eine exakte Wahrheit aus und (6) ist nur eine
andere Form derselben. Diese Gleichungen sagen, daB, wenn eine Fehlerfunktion
p existiert, der wahrscheinlichste Wert immer der fehlerfreie Wert ist
giiltig. was fiir eine spezielle Form auch ¢ haben mag.

Wenn wir dagegen eine wirklich ausgefiihrte Beobachtungsreihe nach wahr-
scheinlichkeits-theorethischen Prinzipien a posteriori ausgleichen, ist es bloB eine
Annahme, da wir gerade diejenigen Fehler begangen haben, welche W' zu
einem Maximum machen, deshalb gilt 6) bzw. 7) in diesem Falle nicht mehr

, gleich-
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ertre.ng genau, sondern blof mit groBter Wahrscheinlichkeit, und es fiihrt dann
abmcht Notwendigerweise auf L, sondern auf irgend einen Wert /, fiir welchen
er /,,.=[. mit groBter Wahrscheinlichkeit angenommen werden darf.
schej Wir haben demnach zwischen dem a priori und dem a posteriori wahr-
;ic emhc_hsten Werte zu unterscheiden. Der erstere ist der fehlerfreie Wert selbst,
der Zweite aber derjenige, welcher nach der theoretisch richtigen Formel unter
Fer Voraussetzung berechnet wird, dall die gegebene Beobachtungsreihe dem
ehlergeSetze @ entspricht, was jedoch in der Wirklichkeit wohl nie genau zu-
treffen wirq, i
. Die Theorie stiitzt sich naturgemiB auf den Begriff des a priori wahrschein-
lichsten Wertes.
Aus 7) folgt [g(L—{)]=0
oder P 1 CRI AN =T

Als die niher bestimmte Form von 5).
Die Koexistenz von 4) und 8) erfordert, daB
digp(el)=Fk.q.c.d¢
sei, wo # einen konstanten Faktor bedeutet. Die Integration liefert die allge-
meine Form einer stabilen Ausgleichungsfunktion

kgqs de

: ple)=A.¢ ca e ST S S D)
W0 A4 konstant ist. i

Die Integration kann erst ausgefiihrt werden, wenn 7 als Funktion von &
gegeben wird. Wir haben fiir ¢ die allgemeine Form
=&~ "

abgeleitet, mit dieser erhalten wir

& ‘82_8

pe)=05.e2"" . . 10)

Die weitere Diskussion griindet sich auf folgende Grundeigenschaften von ¢

L o(+ 8 =0p(—2),

2. (4 )=0,

3. @ (¢) kann nie unendlich groB werden.

Aus der ersten Bedingung folgt, daB 2—s eine gerade Zahl sein muf,
dann ist aber auch s eine gerade Zahl s=2/, mithin

G o= Lo ==& o, B SR et 1D

Wenn also die Fehlerwahrscheinlichkeit unabhingig ist von dem Vorzeichen
des Fehlers, so gilt dies auch von den Urgewichten, so dal man auch ¢4 .=
= ¢—. postulieren und hieraus @ .= _ . ableiten konnte.

Mit s=2¢ geht 10) iiber in
» 2(1—10

pl=5..0"9
: elchen Ausdruck wir hinsichtlich der zweiten und dritten Grundbedingung unter-
Suchen wollen, u. zw. fiir die Fille 1=0; r=1; />1.
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@) Fir t=0 wird b
| gle)=B.e’
Ist £>-0, so wird p(co)=o0, es mull demnach # negativ sein. Wir

Vi o . .
setzen /c=—7und erhalten die Formel von Gauf}

ple)=8.e—¥
welche die Bedingungen | bis 3 erfiillt.

8) Fir =1 wird ¢ = ¢—%, somit

L-S“" Y .
f ke o

pe)=4A.¢ = =
Ist £>.0, so wird @ (e0)=co; ist dagegen £-0, so wird g (2) = <o,
demnach ‘ist die' Annahme 7="1 unzula.smt7
¢) Ist £>>1, so wird mit l—z’=—'7f;
/i — 2

gE)=2>b.¢ “

Fiir #Z0 ist @ (o0 )= 5, also miifite wegen der Bedingung ¢ (oo )=0
auch & =0 sein, woraus dic Unzulassigkeit der Annahme 7> 1 erhellt.

Die Gauf’'sche Funktion reprisentiert somit das einzige
I'ehtergesetz, welches cinen stabilen wahrscheinlichsten Aus-
gleichungswert liefert, auf stabilen, rationellen Urgewichten
beruhtund die GrundeigenschafteneinesFchlergesetzesbesitzt.

Hieraus folgt aber, dall es gleichgiiltig ist, ob wir die konkrete Existenz
von ¢ (¢) anerkennen, oder diese Funktion bloB zur Grundlage einer analyti-
schen Behandlung, zur Idcalisierung der niemals streng gesetzmifligen Er-
fubrungsdaten wiihlen — in beiden Fillen bildet die Gaufi'sche Funk-
tion dic einzige Grundlage einer wlde\spruchlosen Theorie.

Vom praktischen Gesichtspunkte betrachtet verdanken wir dieser Theorie
vor ullem die Feststellung der Tatsache, dal g = konstant die wahrscheinlich
besten Werte der Urgewichte repriisentiert, was durchaus nicht a priori einleuch-
tend ist. Bedenkt man jedoch, daB, wenn kleine I"ehler hauﬁfrer ‘sind als grofle,
die ersteren auch bei ¢ = konstant iiberwiegend auf das Resultat einwirken, so
erkennt man jene Konsequenz der Theorie fiir vollkommen einwandl(rei.

 Das Stabilitiitsprinzip- gibt auch hinsichtlich der Dimension von /£ einen
Aulschlufi. s

Werden niimlich die Beobachtungsdaten / in cin anderes System i=a -} 4./
transformiert, also & in & verwandelt, so darf dic relative Hiufigkeit hiedurch
keine Anderung crleiden, es mufl also

9(e) _ (e
® (&) ¢ (&)
oder p— el o= H2b g

oM T p—Huesy
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i / ‘ : 3
Sein, was nur moglich ist, wenn £/ =5 wenn also % durch die Transformation

umgekehrt beeinfluft wird, als ein Beobachtungsfehler, d. h. wenn 2 die rezi-

proke Dimension eines Fehlers besitzt.
Die Theorie fiihrt tatsichlich auf eine Relation

L= Jim " .
n=co| 2 [E‘-’]’

welche die gewiinschte Eigeuschaft besitzt, und es ist dann :

Ak s TR ] PP | (5% Y

A S

n—=oco | 2[(6e)2) 6 —co | 278 0

es wird somit obige Forderung: der Stabilitit erfiillt.

Praktische Winke fir Messungen'zur Ergé’lnzung"
der Katastralmappen. = ' = '

Von Julius Hanlsch,kk. k. Ohergeometer in Romerstadt. {

i

(Fortsetzung.) . pr S el e i oy

Wir kommen nun zu einem schwierigen Kapitel jeder derartigen Aufnahme,
d. i. zur Orientierung und Transformierung des Netzes: 'Wenn wir auchiaus den
vorhin angegebenen Griinden auf eine genaue Einfigung in die Landestriangu-
lierung verzichten miissen, so miissen wir doch trachten, das ganze .starre
Svstem von Punkten in eine derartige Lage zu bringen, daB es eine moglichst
wahrscheinliche Lage zur LLandestriangulierung, aber auch zur. He-
stehenden Mappendarstellung bekommt, oder mit anderen Worten, die
Sektionslinien der Beimappe sollen von den Sektionslinien der alten Mappe
moglichst wenig abieichen. ‘ . Pl

Wir wiihlen uns daher teils am Rande des Neuaufnahmegebietes, teils in
2. B.'in der Nihe von ehemaligen craphischén -Tri-

anderen giinstigen Punkten,
Orientierungspunkte»> aus, das’ sind

angulicrungspunkten liegende sogenannte «
solche Punkte, deren Lage moglichst gut eingemessen werden kann, die wir
hierauf in die Mappe sorgfiltigst einzeichnen und deren Koordinaten 'wir aus
der Mappe entnehmen und sclbstverstindlich auf die Sektionslingen (1896,487°X
1517,19) ausgleichen. Auf diese Punkte werden wir unser starres Punktsystem
méglichst einschwenken. Solche «Orientierungspunkte: sind hier: Py, Ps, Py, Py,
S, ¥, £s, p,, und 2,,. Von den Punkten Ps und L sehen wir hier ab, weil deren
Mappenblitter gegen die zwei Mappenblitter 3 und 5, auf welchen iibrigens der
griBte Teil der Neuaufnahme liegt, eine zu grofie Verschiebung aufweisen, wie
wir_aus dem Beispiele 5 wissen. Der Punkt P, liegt in der Nihe eines ehemali-
gen graphischen Triangulierungspunktes. Ihn an der (iibrigens natiirlich unsicheren)
Stelle des alten Triangulierungspunktes anzunehmen, war aus dem Grunde un-
tunlich, weil von dort die Aussicht zu den Basispunkten / und & nicht moglich

gewesen wire.
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Stabilitatstheorie der GauB’schen Fehlerfunktion.

Von G. Grigeresik, kgl. ung. Bergkommissiir.

Aus der bekannten Formel fir die Wahrscheinlichkeit der Koexistenz elner

IFehlerreihe ¢, ; &q; ... &,

bezw. aus der Bedingung

folgt eine gewisse Funktion
F(e;89;5....86)=0

oder
F(L—4L;L—=Vy;....L—14)=0

fir W, und die Entwicklung nach Z soll
= (L e g | e o - e e 2)
geben.

Der wahre Wert ist an sich stabil, die analytischen Ausgleichungswerte
sind nur dann verwendbar, wenn sie stabil sind. Soll also die nach 2) zu be-
rechnende Grée L den wahren Wert oder iiberhaupt einen analytischen Aus-
gleichungswert bedeuten, so muB die allgemeine Form der Funktion f

(4]
L et &, 2 -0 e D 4 ARY AD '
7 i)
sein,*) woraus
[g(L—0]=0
oder
(e =00 e i e . BT e i 4)
folgt.

Aus 1) und 4) erhdlt man, wenn £ eine Konstante bedeutet
digp(e)=4r.g.6.ds

*) Vergl. «Das Stabilititspriozip in der Ausgleichungsrechnung,» XI. Jabrgaog 1913, Nr, 8,
der Q. Z, 1. V, :
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oder
q)(e):—_—A.f"S-‘”‘“ D ||
wo A konstant ist.
Die Ausfihrung der Integration bedingt die Kenntnis des Zusammenhanges
zwischen ¢ und &, welche wir vorliufig mit

=) . « « . . .5 8 % = s s «0)

bezeichnen wollen und das Urgewicht der Beobachtung / nennen.
Um w nither zu bestimmen, transformieren wir / in @ 4 &/, also & in Je.
Es mufl dann

[(68). (a4 b0)] _ [0 ()]
[w(be)] - +[’[ v @]
oder
apol¥0aA_, v
T el T e

sein, woraus zundchst
| (v(t9).1] _[v()!]
peEa (vl
ferner, weil die Koeffizienten der / beiderseits gleich sein miissen,
v(be) _ (o
[v@6a] ™ [w(e)]

folgt.

Diese Bedingung mul erfiillt werden, gleichgiiltig, ob man unter & den
absoluten oder den relativen Fehler von / versteht, denn im letzteren Falle
indern sich die Zahlenwerte ebenfalls um einen gemeinschaftlichen Faktor, wenn
man den Einheitsfehler verindert. Es muf} also

_ Pbe)=c.ve)
sein, wo ¢ eine von & unabhingige GroBe bedeutet, und diese Eigenschaft besitzt
nur die eingliedrige algebraische Funktion

E=P(E)=¢" s 5 5 y o w0 o)
Setzen wir den erhaltenen Wert von g in 4), so wird

In einer ungezwungenen, analytisch konsequenten Theorie kénnen nur rcelle
Losungen in Betracht kommen, es muB also »z 4+ | eine ungerade bezw. sz eine
gerade Zahl sein. Wir setzen m2 = 2», gleichzeitig L — / statt ¢ und erhalten

(L —)rr+1]=0
Es sei die Losung dieser Gleichung
L=fl;h;. .. 0
dann muB die analoge Gleichung, bezogen auf ein anderes MaBsystem mit den
Parametern a, 4,

[z — @t 20"+ =0
fiir  einen Wert liefern, welcher der Bedingung
r=atb6L=atbf{l;le...0)
entspricht, was jedoch nur bei » =0 der Fall ist.
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Mit » =0 wird g¢=1 und aus 5) ergibt sich die GauB’sche Formel.

Wir kénnen das Wesentliche dieser Deduktion in dem Folgenden zusammen-
fassen : i

Man hat die Frage nach der Existenz eines Fehlergesetzes von der Frage:
welche analytische Form ein Fehlergesetz iiberhaupt haben kann, zu trennen.
Die erste Frage, wie jede Existenzfrage, 16t sich bloB durch die Erfahrung be-
antworten. Die zweite ldBt sich dagegen a priori untersuchen und fiihrt zu dem
Ergebnis, daB die Gaui’sche Form die einzige ist, welche dem Stabilititsprinzip
entspricht, also die einzige, welche die Grundlage einer exakten Fehlertheorie
bilden kann, gleichgiiltig, ob eine gesetzmdBige Fehlerwahrscheinlichkeit wirklich
existiert, oder die GesetzmiBigkeit nur eine unvollkommene ist und die analytische
Theorie bloB zur Idealisierung der Erfahrungen dienen soll.

Kombiniertes Riickwartseinschneiden.

Von Koloman v. Matedczy-Fleischer, k. u. Obertrigonometer.

Unter diesem Titel hat Herr k. k. Agrar-Geometer Anton Tranquillini
in den Heften Nr. 9 und 10 des Jahrganges XIII (1915) der Osterreichischen Zeit-
schrift fiir Vermessungswesen die Losung einer kombinierten Pothenot'schen
Aufgabe abgeleitet und gerechnet.

Ausgehend von der allgemeinen
Meinung, dall die Rechnungen der tri-
gonometrischen Punkte einfach sein sollen
und doch gute Resultate geben sollen,
erlaube ich mir die beschriebene trigono-
metrische Aufgabe, das »Kombinierte
Riickwirtseinschneiden«, auf kiirzerem
Wege zu lsen und mit einigen Bemer-
kungen niederzuschreiben. Die Aufgabe
ist die folgende:

Gegeben sind die Koordinaten der

Punkte 7, £, und £ und die gemessenen
Winkel «, 8, ¥ und 9.
P1 N = + 872473 == 8622-94
Fy: y3=+766547 x,= _ 671525
Lyt ¥y =+ 774549 2z, = — 579626

a=60°046‘03" y=12008 02

B=45 41 54 d=17 45 30

Zuerst werden aus den gegebenen
Koordinaten die Richtungswinkel und
Seiten gerechnet, die zur weiteren Rech-
nung als Basis dienen.

Y2 — 1= — 105926
#3 — 2, = - 1907:69




