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Ueber die Behandlung der Fehlergleichungen,
deren Koeffizienten bei den Unbekannten nicht
fehlerfrei sind. p TR

Von Dr. Kaspar Woelgael, Professor an der k. k. Technischen Hochschule in Lemberg.

-

Bekanntlich wird in der Ausgleichungstheoric der vermittelnden Beobach-
tungen angenommen, dal die bei den Unbekannten stehenden Koeffizienten der
Fehlergleichungen fehlerfreie Grilen seien.

Im Gegensatz zu dieser Annahme sind sie jedoch in der Ausgleichungs-
praxis meistens nicht ganz fehlerfrei, da sie entweder auf Grund von Beobach-..
tungen, oder, wie es bei nichtlinearen Funktionen der Fall ist, nur niherungs-
weise bestimmt werden.

Eine ohne Beriicksichtigung der Fehler der Koeffizienten durchgefiihrte
Ausgleichung liefert Werte der Unbekaunten, die von den wahrscheinlichsten
desto mehr abweichen, je grofler diese Fehler waren. Unter Umstinden kdnnen
also die Resultate der Ausgleichung ganz wertlos sein.

Es soll nun gezeigt werden, daB, wenn in solchen Fillen besondere Ma8-
regeln getroffen werden, doch die wahrscheinlichsten, oder zum mindesten davon
wenig abweichende Werte der Unbekannten erhalten werden kdnnen.

Die Ursache der Koeffizientenfehler linearer Funktionen liegt darin, daB
letztere auf Grund von DBeobachtungen gebildet wurden; es kommen in diesem
Falle nur zufilllige Fehler in Betracht.

Nichtlineare Funktionen miissen vorerst unter Her'mmehung von Niherungs-
werten in Reihen von beschriinkter Anzahl der Glieder entwickelt werden. Dies
ist, wie spiiter gezeigt wird, bei solchen Funktionen die zweite Ursache der Un-
genauigkeit der Koeffizienten.

Behandeln wir zuerst die Ausgleichung der Beobachtungen, die lineare
Funktionen der Unbekannten sind.
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Die Form einer linearen Fehlergleichung ist bekanntlich:

ax+boy+cqs ..., -+ L=,
wobei 4= — Z, als Beobachtung mit negativem Vorzeichen angenommen wurde.
Ersetzt man in dieser Gleichung die wahrscheinlichsten Werte der Unbe-
kannten i, y, 5, ... durch wahre a, y, 2, ..., so geht sie iiber in die folgende :

a,x + 6!}/ + 62 4+ ... Fi==

In diesen zwei angefiihrten Gleichungen entstehen @, der scheinbare und
&, der wahre Fehler dadurch, daf} sowohl /, als auch die Koeffizienten a,, &, c;,
auf Grund beobachteter Grolen gebildet wurden.

Wollen wir den wahren Fehler ¢ ndher betrachten.
Hitte man in die letzte Fehlergleichung statt der fehlerhaften Koeffizienten

aL b, e, . , wahre, fehlerfreie a,,4,¢,,..... , eingesetzt, so wiirde sie
einen anderen wahren Fehler &, liefern:
ax+by+tazt.... .. + =

Da in dieser Fehlergleichung alle Glieder -mit Ausnahme von / fehlerfrei
sind, ist / resp. Z, die einzige Ursache des Fehlers &

Bezeichnen wir analog die wahren Fehler der Koeffizienten a,, 4, 3
mit &3, & & und setzen sie in die Fehlergleichung ein, so resultiert:

(a,+ &a )£+ (64 &5 )_y_—|— (a+ £q):5_+ ..... + 4=¢&4 oder:
a,_,_r—}—b,zﬂ—ci_f—{— oot L= Eh — XEa — YEb — BE — ... = &

Die letzte Formel gibt uns den Zusammenhang zwischen dem Fehler ¢ und
den Fehlern der einzelnen Koeffizienten.

Den wahren Fehler & werden wir bekanntlich niemals kennen lernen und
miissen uns daher nur mit der Kenntnis des mittleren Fehlers u; begniigen, der

in bezug auf den genannten Zusammenhang der Fehler folgendermaflen gebildet
wird:

wh=ata + 2200 + et + L + u'

In dieser letzten Formel bedeuten wpa;, us;, e
ler der entsprechenden Koeffizienten a,, 4, ¢,

gleichung ¢ entsprechenden mittleren Fehler.

Die den einzelnen Fehlergleichungen entsprechenden Gewichte miiiten
streng genommen nach der Formel:

H=

..... ut die mittleren Feh-
..... /. und u;, den der Fehler-

C
et i e A T T TR SRR o

(wobei C'== const.) bestimmt werden, wenn die Ausgleichung richtige Werte der
Unbekannten liefern sollte.

Diese Formel ist jedoch unbrauchbar, da uns vor der Ausgleichung nur
Niherungswerte der Unbekannten x,, y,, £, . . . bekannt sein kdnnen.

Driickt man in der Gewichtsgleichung die wahren Werte der Unbekannten
durch die gendherten aus, indem man:
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£=J;0+ Az, 1=J’O+AJ’) E.= .S‘o—i-/_\z, ..... setzt,
so resultiert:
p — C o LN B PRI 0 2 P i -
T (o AR e+ (3 F A 2P B+ AR e+ L e
oder:
- c
(e v -
R R (R [ S
Werden nun die Niiherungswerte x,, %, 5, . . . S0 gewiihlt, da man die
2 2 2 Az g . .
GroBen ../_\.r) ._._/Ay’ 2A e d e gegen Eins vernachlassigen kann*), so gilt
i Jo )

auch die geniiherte Formel:

C
7=z ot F YW oW Fo .

Dieser Fall kommt in der Ausgleichungspraxis am &ltesten vor, er soll
deshalb den weiteren Ausfiihrungen zugrunde gelegt werden.

Mit Beriicksichtigung dieser Gewichte wird die Ausgleichung, deren Re-
sultate wir mit x, ¥,2, .. ... bezeichnen wollen, durchgefiihrt. '

Sind die Unterschiede xy — xo, 31 — %, 5 — 30, . ... im Verhiltnisse zu
den entsprechenden Unbekannten sehr klein, so waren die Gewichte mit einer
fiir dic Endresultate der Ausgleichung geniigenden Genauigkeit bestimmt worden,
andernfalls mul die Ausgleichung mit Zuhilfenahme von neuen Gewichten:

" C
T ape e+ st - o

in Angriff genommen werden, da doch angenommen werden darf, daB die Unter-

"

schiede Nxr, =2 — 1, Ay,=9—n, Aa=zc—2z,..... im allgemeinen
kleiner ausfallen werden, wie die Unterschiede A x, Ay, As, .. ...

Die Resultate dieser zweiten Ausgleichung x,, 7, 2, . . . . . werden mit
denjenigen der ersten Ausgleichung i1, %1, &, . . . . . iiberginstimmen, wenn fol-
gende n» — | Gleichungen bestehen werden:

e 4 W - SRR
7o, 2, T

Dicse Bedingung kann ausgeniitzt werden, um gleich nach Vollendung der -
ersten Ausgleichung von der Giiltigkeit ihier Resultate sich iiberzeugen zu konnen.

"

Sind nimlich die Quotienten £-* alle einander annithernd gleich, so ist die

zweite Ausgleichung unnéotig, anderenfalls muBl ‘sie mit Beriicksichtigung der
neuen Gewichte " zum zweitenmale durchgefiihrt werden.
Gehen wir jetzt zur Ausgleichung nichtlinearer Funktionen iiber.

*) Streng genommen Kkann das zwar nicht konstitiert werden, man kann jedoch in der Aus-
ZAx .Ay 2Nz

gleichungspraxis immer eine geniigende Vorstellung von den GroBen ===, — == =2 . haben.
%o Yo %




Solche Funktionen werden bekanntlich in Reihen entwickelt, die nach Po-
tenzen der E=ax-——ay, =y —3, 6=2—2p .. ... fortschreiten.

In der Praxis kann jedoch nur cine endliche Anzahl der Glieder, beriicksichtigt
werden, meistens wird die Reihe sogar bei den ersten Potenzen der & 3,6, . . .
abgebrochen. ,

Am meisten findet hier Anwendung die Taylor'sche Reihe, die wir deshalb
vom Standpunkte der Ausgleichungsrechnung niher besprechen wollen.

Die Form eincr nichtlinearen Fehlergleichung ist bekanntlich:

Li+ov=f(r,5,2..... )
wobei L, wie frither die beobachtete Grifle und x, 3, 2. ... .. die wahrschein-
lichsten Werte der Unbekannten bedeuten.
Werden die Unbekannten x,y, 5, ... durch 20 -+ & %+ u, 5,4+ - - - -

ersetzt, so nimmt die obige Gleichung eine fiir die Entwicklung in die Taylor-
sche Reihe giinstige Form an:

L +%—ﬁ L+ & yo+rz, 24+& .. )= flxo, o 20, - .. )+

(1)

+ (Cx°§+cﬁ = Tiey .)+‘_(9‘ng+3“£)3 §+ )(z)
3L( +ﬁf‘ ﬂfi 1. . )(a . (aflg_{_’fx §+ )(r) .....

Um diese Reihe in einer fiir die Ausglelchungsrechnung passenden Form

darzustellen, mu man die einzelnen Glieder nach den Unbekannten £, 4,¢, . . .
ordnen.

Da nun (et 4+bn+ct+.. )= (E+ by ct+... )" (@E+ o+ cE+...)=
=ta(@E4-ont-cb+.. 0 (ug-l- b€+ )+ Cc a§—+— by+ek+.. )+ .
kann mit Beibehaltung der bei der Taylor'schen Reihe angewendeten symbolischen
Bedeutung der Potenzzahlen gleich gesetzt werden:

Lot vt Lot V= (Lot Lot Lo )7 e

o or

e o I G e e

Wenden wir diese Darstellungsweise auf jedes Glied der Taylor'schen Reihe
an, so resultiert:

L4 v =/ (%, Y0 %4y« + - ) -

T P T LT
+ll|2§' 2;{( E+°f' +af‘§+...>“)zf(",+ .....
+17 if‘§+2,{(af‘§ sz °f‘c+. ) ’g%f”w .....

oder in abgekiirzter Schreibweise:
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Li—}—f'x:f(r Yoy 8 s ) +
tex (e Lt Lot )T

)
2 £ d (r-1) 3 "f (1)
e s ¥ —_— — '
o, 3 3}'0 '? 330 ¢ }- ) 3)’0} iy
A )U‘-l) ofi }(l)

uZo

wobei in den Summen fiir » ganze Zahlen von | angefangen zu setzen sind.

Werden die Unbekannten in den Klammern durch ihre Niherungswerte
ersetzt, so kann auf diese Weise eine nichtlineare Fehlergleichung in eine lineare
mit Beriicksichtigung der Glieder beliebiger Ordnung umgewandelt werden.

Um dieser Gleichung die in der Ausgleichungsrechnung iibliche Form zu
geben, setzen wir: £ (%, ¥, &y ....) — L, =1/, die Summe bei £ gleich 4,®,
bei y gleich 4, bei § ¢, usw. (e, o0, ¢, .. bedeutet, dal in diesen
Koeffizienten Glieder 7-ter Ordnung beriicksichtigt wurden), wodurch die Fehler-
gleichung folgende Form annimmt:

v=aOE+ 0y FeME4.. ... + 4.

In der Praxis kann bei der Ausgleichung solcher Funktionen folgender
Weg mit Vorteil eingeschlagen worden.

Zuallererst werden bei der Ausgleichung nur die Glieder erster Ordnung
als Koeffizienten a(), 60, ¢® . beriicksichtigt. Finden sich in diesen Koeffizienten
beobachtete Griflen vor, so mull — wie bereits gezeigt wurde — mit entspre-
chenden Gewichten gerechnet werden.

Die auf Grund dieser ersten Ausgleichung erhaltenen Werte der Unbe-
kannten bezeichnen wir mit &, 9, & ....

Sie sind aber nur dann als endgiiltige Ausgleichungsergebnisse zu be-
trachten, wenn nicht nur wie bei den linearen Funktionen die Bedingung:

AT o S )
? Py n
erfiillt ist, sondern auch die Glieder der zweiten Ordnung im Vergleiche zu
denen der ersten Ordnung in den einzelnen Koeffizienten als verschwindend
klein betrachtet werden konnen.
Ist dies nicht der Fall, so miissen die Glieder der zweiten, event. der
héheren Ordnungen bei der Bildung der Koeffizienten beriicksichtigt werden.
Setzt mana(r)—a(’“”=Aa(""3,b(’)—&<r' )_Ab(r--l) L(r)_C(r--l)_Ac(r 1)
so kann man die Koeffizienten mit den Glicdern r-ter Ordnung folgendermaBen

darstellen:

al®) = (-1 (1 }.Aa('"‘ ) Hry = ple=-1) (l + A[’(f"l) Cu)—c(r--n(l_l_/\‘(r"l))._._

a(""’l) C("'l)
Man bildet also mit Hilfe der &, 5, &, .... sukzessiv: a®, &6®, ¢® ... und so

Aa(r) / 6o Agm

" . ] N ) A6 N
weiter, bis man sich bei @™, 47, ¢ . iiberzeugt hat, daB} T
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gegen | vernachlifigt werden kénnen. Ist dies der Fall, so ist es nicht ndtig,
atrtth) S+ e+ 00 zu bilden, sondern bei der Ausgleichung nur (™) 40, 0. ..
zu beriicksichtigen.

In der Regel kann dann die ganze Ausgleichung als vollendet angesehen
werden. '

Wiiren dagegen, was doch iuBerst selten vorkommen kénnte, die Resultate
dieser zweiten Ausgleichung &, 1., & . ... von den Resultaten der ersten Aus-
gleichung &, »,, & . ... sehr verschieden, so miifite doch die Ausgleichung mit
Beriicksichtigung der zum zweitenmale mit Hilte der Werte &, %, & .
deten Koeffizienten durchgefiihrt werden.

Dieser letzte Fall hat jedoch mehr eine theoretische als praktische Be-
deutung.

... gebil-

Zuletzt wollen wir noch die ganze Sache vom Standpunkte der MeBkunst-
praxis iiberlegen.

Zwei Fille waren hier auseinandergesetzt worden, ein Fall mit linearen,
ein zweiter mit nichtlinearen Fehlergleichungen.

Beziiglich des zweiten Falles wollen wir jedoch bemerken, dal in der
MeBkunstpraxis nur dullerst selten Fille vorkommen diirften, bei denen die Be-
riicksichtigung der GroBlen zweiter Ordnung notig wire.

Den zweiten Fall werden wir also nicht behandeln, sondern uns lediglich
mit dem ersten Falle beschiftigen.

Ein sehr gut den ersten Fall charakterisierendes Beispiel liefert uns die
Ermittlung des wahrscheinlichsten Halbmessers » eines im Felde abgesteckten
Kreisbogens.

' Gegeben ist die Tangente in dem Bogenanfangspunkte und die einzelnen
Bogenpunkte.

Zur Ermittlung des wahrscheinlichsten Halbmessers » wurden mit Hilfe

cines im Bogenanfangspunkte aufgestellten Theodoliten die von der gegebenen

Tangente und den, den einzelnen Kreispunkten entsprechenden Sehnen gebildeten
Winkel « und die Lingen der Sehnen & gemessen.

Die Relation zwischen den gemessenen Groflen ¢, « und dem gesuchten »
lautet :

d= 2 7sin «.

Wird » mit x bezeichnet, so nehmen die einzelnen Fehlergleichungen
folgende Gestalt an:

.YQSiIlO(i-—‘di::Ui.

Wiirde man — wie es die Theorie verlangt — den Koeffizienten bei der

Unbekannten x als fehlerfrei annehmen, so miilliten die den einzelnen Fehler-
. ) . . 1

gleichungen entsprechenden Gewichte p proportional den einzelnen L also
C.‘ 25

p= — angenommen werden.
i

Wird jedoch die in der vorliegenden Abhandlung besprochene Theorie
beriicksichtigt, so miissen die Gewichte der Formel:



p‘ Lo C‘u
= — =t
y : & + 423 costa, . &%,
Geniige leisten.
d, b ]
Oder da r =7 = Zene, und &z, = » Va’, in der Ausgleichungspraxis an-

genommen wird, so resultiert:
Cu C‘u 1
= T et e et
vid 4 d3, Ctg= «; . &g
Den Unterschied dieser beiden Gewichtsannahmen wollen wir an einem

Zahlenbeispiele veranschaulichen.
Fiir einen Bogen von =300 72 sind die fiir 20 #2 von einander entfernten

Punkte ausgerechneten « und « in der nichststehenden Tabelle I zusammenge-
stellt und mit Nummern der entsprechenden Punkte bezeichnet.

A il A e

Tabelle I.
' Punkt | « d Punkt @ d i
1 1054:37% | 2000 m 8. | 15016'56% | 15814 m
) 3 49 14 39-98 9. | 171133 | 17735
Jsiiay 5 43 51 59-91 10. | 1906 10 | 19636
4 7 38 28 1976 92. | 42 01 34 | 40168
| 5. 9 33 05 9956 30. | 571830 | 50495
6. | 112742 | 11923 45. | 85 57 45 | 59851
7 | 132219 | 13876 48. | 91 4136 | 59974

Dieselben werden nur wenig von den im Felde erhaltenen Resultaten
abweichen, so dall sie zur Bestimmung der Gewichte beniitzt werden kdnnen.

Wird ¢' = 100, ¢* = 18,084.294, » = 0-003 (fiir Lattenmessungen) und
Ey = '7311738' (eine Minute bei gewdhnlichen Feldtheodoliten) angenommen, so re-
sultieren die (mit dem Rechenschieber berechneten) Gewichtszahlen, die die
Tabelle II umfalfit:

Tabelle II.

| Punkt | 2 |- 2, Punkt 2 2,
! 1! 50-0 500 8. 63 514
’} O 251 499 9. 5.6 52-1
3 167 499 10. 51 528
| 4 125 50-1 99, 25 753
| 5. 10°0 50-2 30. 2:0 1143
| 6 84 505 45, 17 2769
e U 72 509 48. 17 2815

Wir sehen also, daBl bei Beriicksichtigung der in dieser Abhandlung be-
sprochenen Theorie eine bedeutende Aenderung in den Gewichtszahlen einge-
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treten ist, welche auf das Lndresultat der Ausgleichung cinen erheblichen Ein-
fluB ausiiben wird.
Betriigt der grofte Winkelwert fiir « rund etwa 25° (ev. — 259), so kénnen

im vorliegenden Falle die Gewichte der cinzelnen Fehlergleichungen anniihernd

gleich angenommen werden, findet man dagegen in den Iehlergleichungen

groflere Winkelwerte fir ¢, so mu3 mit entsprechenden Gewichten g gerechnet
werden.

Achnliche Untersuchung a priori angenommener Gewichte kann auch leicht
bei anderen Problemen gemacht und ihre Richtigkeit mit Hilfe der obgenannten

Theorie gepriift werden, was dann eventuell zu anderen Gewichtsannahmen
fihren kann.

Das StrichmaB.

Von Ing S. Wellisch.

WinkelgroBen werden gewshnlich in GradmaB, in der Astronomie auch in
ZeitmaB ausgedriickt; in der Analysis wird jedoch fast ausschlicBlich das Bogen-
mafl verwendet, wihrend in der Ballistik und SchieBpraxis allmihlich das
Strichma zur Anwendung gelangt. Das SehnenmaB und die goniometrischen
Funktionen finden nur wenig Anwendung.

Das StrichmaB wurde bereits vor etwa 40 Jahren von dem osterreichischen
Artillerie-Oberleutnant Mctlik als Winkeleinheit fiir die Schiefitechnik in Vor-
schlag gebracht. Oberst Josef Kozdk hat zuerst im Jahre 1902 in den «<Mit-
teilungen iiber Gegenstiinde des Artillerie- und Geniewesens», sodann in der
Publikation «Gebriuchliche Winkel-, Lingen- und Geschwindigkeitsmafle», Wien
1906, und neuerdings in dem Lehrbuche «GeschoBBbewegung im Vakuum»,
Wien 1909, iiber den Strich geschrieben. Umrechnungstabellen vom Strich- in
das Gradma@} brachte Hauptmann Ludwig v. Majneri in den «M. A. u. G.» 1908,
und eine «Logarithmisch-Trigonometrische Tafel fiir Winkel im Strichmafl» Ober-
leutnant Hugo Metzner in den «)M. A. u. G.» 1911.

Uber die neue artilleristische Winkeleinheit und deren Beziehung zu den
sonst gebriiuchlichen Winkelmaflen mége das Wesentlichste hier angefiihrt werden.

Das GradmaB In diesem Mafle wird ein Winkel durch cine Zahl ausge-
driickt, welche anzeigt, wie oft eine bestimmte Winkeleinheit — Grad genannt
-— in dem gegebenen Winkel enthalten ist. Bei der Sexagesimaltecilung
wird der 360. Teil, bei der Zentesimalteilung der 400. Teil des Vollwinkels
als Winkeleinheit angenommen. Ein «Grad sexagesimal> oder «Grad alter
Teilung» wird in 60 Minuten, eine Minute in 60 Sekunden eingeteilt; ein «Grad

zentesimal» oder «Grad neuer Teilung» besitzt 100 Minuten zu je 100 Sekunden.
Man schreibt im Sexagesimalsystem :

19=60", 1'=60"

im Zentesimalsystem, wo der Grad zur besseren Unterscheidung auch «degré»
genannt und mit « oder auch mit ¢ bezeichnet wird:



