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rechnung stehen unerreicht da und seine Publikationen aus der Hiheren
Geodiisie haben ihn zum Fiihrer in dieser Wissenschaft gemacht.

Wenn auch das Wissens- und Forschungsgebiet Helmerts, insbesondere
seit den letzten 28 Jahren, wo er dic Leitung des Geodiitischen Institu-
tes in Potsdam und jene der Internationalen Erdmessung inne hat,
weit iiber das Niveau der ecigentlichen Bediirfnisse des Geometers sich crhebt
und weitab von den DBestrebungen des modernen, realen offentlichen lLebens
liegt, so hat doch Helmerts Tiitigkeit internationale Bedeutung erlangt, woriiber
sich gewil die Geodiiten herzlich und aufrichtig freuen.

Moge die Allmacht dem grofiten lebenden Geodiiten Deutschlands noch

lange Jahre schenken, mdoge sie ihn arbeits- und schaffensfreudig erhalten zum
Wohle der geoditischen Wissenschaft! D.

Das Stabilitatsprinzip in der Ausgleichungsrechnung.

Von G. Grigercsik, k. u. Bergkommissiir hei der Berghauptmanaschaft Oravicza.

Nach Schiaparelli soll die Ausgleichung unmittelbarer Beobachtungen
folgende Bedingungen erfiillen :

1. Das Resultat soll unabhiingig sein von der Einheit, in welcher die ein-

zelnen Beobachtungen ausgedriickt sind;

2. seine Stellung unter den Beobachtungen muf} unabhiingig von der \Wahl

des Nullpunktes fiir die Zihlung dieser letzteren sein, analytisch gesprochen:
wenn man zu allen Beobachtungen eine beliebige aber bestimmte Grofie hinzu-
fiigt, so muBl auch das zu wiithlende Resultat um dieselbe Grole veriindert sein;;

3. wenn man ciner der Beobachtungen cine Anderung erteilt, so muB die
dadurch hervorgebrachte Anderung des Resultates dieselbe bleiben, welcher von
den Beobachtungen man die Anderung auch erteilt haben mag.?)

Den gestellten Bedingungen entspricht nur das einfache arithmetische Mittel.

Ferrero hat das einfache arithmetische Mittel lediglich auf Grund der
zwei ersten Bedingungen Schiaparellis abgeleitet.?)

Zu dieser Begriindung des arithmetischen Mittels gibt Prof. Czuber fol-
gende Bemerkung.

«Diese Bedingungen sind, genauer betrachtet, der Ausdruck von Eigen-
schaften des wahren Wertes der beobachteten Grofle . . . . . Da nun, wenn
man diese Eigenschaften dem wahrscheinlichsten Werte vorschreibt, dieser mit
dem arithmetischen Mittel zusammenfillt, erkliirt Ferrero wie folgt usw.?)

Diese Auffassung ist nicht ganz zutreffend, denn die zwei ersten, auch von
Ferrero angenommenen Bedingungen Schiaparellis stehen in keiner Be-
ziehung zum Begriffe des «wahrscheinlichsten» Wertes, sie bilden vielmehr ein

') Vergl. Czuber: Theoric der Beobachtungsfehler S. 31 bhis 32.
) L. c. S. 42 bis 44.
3 L. c. S 44,



@35

exaktes, von der Wahrscheinlichkeitstheorie vollkommen unabhiingiges Prinzip,
welches die Ausgleichungstheorie durchaus nicht ignorieren kann. Dieses, selbst
von Ferrero nicht klar erkannte Prinzip verlangt die Stabilitiit der Ausgleichung,
womit wir uns nun nither beschiiftigen wollen.

Wenn wir irgend eine durch direkte Messung gefundene Zahl 2 mit einer
anderen y =a - 4 x vertauschen, so haben wir das Rechnungssystem derart
modifiziert, daB wir den Anfangspunkt von O auf — @ verschoben und die Ein-
heit &-mal verkleinert haben.

Die Naturwissenschaften geben uns zahlreiche Beispiele derartiger System-
inderungen; wir wollen hier nur die Temperaturmessungen erwihnen und gleich-
zeitig an der Hand eines hierher gehdrigen Beispiels das Wesen der stabilen Aus-
gleichung erkliiren.

Angenommen, wir hitten eine Temperatur zweimal gemessen und in Cel-
siusgraden ¢ = 99; £, = 10° defunden, so liefert uns das arithmetische Mittgl den

Ausgleichungswert

a=2Th _gsic

Driicken wir ¢4 und 7, in einem anderen System, etwa in absoluten Graden
aus, also z = 273° 4 9°=282° und 1z, =273% 4 10°=283°%, so wird das
arithmetische Mittel

T =

m

’_‘Jé“_ — 282-59(abs)

was objektiv identisch ist mit dem friiheren Resultate #,, da ja 7, = 27304
9:50 = 2730 4 ¢, ist.

Das arithmetische Mittel besitzt demnach die Eigenschaft, seine objektive
Bedeutung von der Wahl des willkiirlichen Rechnungssystems unabhiingig zu
behalten, es driickt immer einen und denselben physikalischen Zustand aus, kurz:
das arithmetische Mittel 1st ein stabiler Ausgleichungswert.

Wollte dagegen jemand irgend eine andere Formel, z. B. das geometrische
Mittel 7, = Y4 . 4 zur Ausgleichung wihlen — und es scheint diese Formel
ebenfalls geeignet, wenn auch weniger einfach, als das arithmetische Mittel —
$o wiirde man bald zur Einsicht kommen, daBl eine Ausgleichung nach dieser

Formel ganz unmoglich ist.
In unserem Beispiele wiirden wir als Ausgleichungswert der Celsiusgrade

fn= Y90 = 9-487° C
der absoluten Grade aber
1, = V282.283 = 282.4990
erhalten. Verwandeln wir nun z,, in Celsiusgrade, so erhalten wir nichtz, =9-4870 C

wie friiher, sondern 7, = 9:499". Welcher soll nun der richtige Ausgleichungs-
wert sein, da ja doch beide aus denselhen Daten nach derselben Methode ab-

geleitet worden sind?
Das geometrische Mittel ist also ein labiler, von dem willkiirlichen Rech-

Nungssystem abhingiger Ausgleichungswert und ist als solcher unbrauchbar. Es
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ist nimlich an-und fiir sich klar, daB die Annahme eines solchen labilen Wertes
mit der willkiirlichen Auswahl irgend einer Zahl gleichbedeutend wire, was eine
nach festen mathematischen Prinzipien vorzunehmende Ausgleichung a priori
ausschlief3t.

Wir kénnen also die Stabilitit folgenderweise definieren:

«DDie Ausgleichung ist stabil, wenn das willkiirliche Rech-
nungssystem keinen Einflufl auf die objektive Bedeutung des
Resultates hat». '

Fiir unmittelbare Beobachtungen lautet die Stabilititsbedingung folgender-
weisc: Wenn

_|‘=f(/|;/g; o e e /n)
ist, dann soll

at+bx=flat+bh;atbl;....a46bl)

sein. Diese Bedingung erfiillt die Funktion

Py STy SRRy W AN WA
in welcher die Faktoren £ von der Transformation unabhingig sind.
Wir verlangen, da fir 4=/ = ...=0 auch v+ =0 und fiir /, =/ =
... =L (mit L bezeichnen wir den wahren Wert) r= "/, sein soll, woraus
'4.0 = O

und

bk, A =1

folgt. Indem wir

k=g .1
/‘,z_q'.- -7
k=g ¥

setzen, wird

l’, —— q'
@ tg,+.. .+

by

7,
— usw.
@+t .+

und als Endresultat erhalten wir

x=:¢4+%4+a.;+%4‘
ataot. o
d. h. das allgemeine arithmetische Mittel als die einzige stabile Ausgleichungsformel.

Mit der Feststellung dieser Tatsache ist das Ausgleichungsproblem geldst,
es eriibrigt sich noch, die Faktoren ¢ derart zu bestimmen, da 2 den wahren
Wert L womdéglich' anndhern soll.  Wir suchen also nicht die wahrscheinlichste
Ausgleichsformel, sondern die wahrscheinlich besten Gewichtszahlen der einzig

moglichen Ausgleichsformel. Hierin besteht der wesentliche Unterschied
gegeniiber der alten Theorie.
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Fiihren wir das arithmetische Mittel in die Form einer Bedingungsgleichung

zuriick, setzen also
[¢(r—0)]=[(7)]=0

so erkennen wir gleich, daBl dieses Ausgleichungsprinzip mit der Forderung
[6 v*"] = Minimum
identisch ist.

Diese Forderung hingt mit der Natur der gewissenhaft ausgefiihrten Be-
obachtungen eng zusammen, man kénnte hochstens einwenden, dals der spezielle
Exponent nicht motiviert ist, da man vielmehr allgemein

(¢ #2*] = Minimum
fordern sollte.

Warum nun gerade #=1 gesetzt werden mufl (und nicht nur kann 1), dies
erklirt eben das Stabilititsprinzip. Wiirde man » S| setzen, so wiirde man fiir
x eine nichtlineare Gleichung erhalten, welche ein labiles, also unbrauchbares
Resultat liefern wiirde. Es handelt sich somit nicht bloB um eine zweckmiBige
Wahl des Exponenten, nicht um die Vermeidung rechnerischer Schwierigkeiten,
sondern um eine exakt mathematische Notwendigkeit. Dies gibt auch eine theore-
tische Vertiefung der Gau f’schen Exponentialfunktion: sie muf3 auch vom zweiten
Grade sein, sonst wiirde sie einen labilen wahrscheinlichsten Wert liefern, was
ein prinzipieller ‘Widerspruch wire. :

Es ist nun ohneweiters einleuchtend, daB das Prinzip [¢2*']== Min. nicht
nur bei den unmittelbaren Beobachtungen, sondern auch als allgemeines Aus-
gleichungsprinzip an die Bedingungen #=1 gebunden ist und z. B. die Aus-
gleichung vermittelnder Beobachtungen nur auf Grund eines
linearen Resolventensystems geschehen kann, wenn die Resul-

tate stabil sein sollen.
Worin hier die Stabilitit besteht und ob die Methode der kleinsten Qua-

drate tatsidchlich stabile Resultate liefert, das wollen wir der Einfachheit halber
an der Ausgleichung einer speziellen Funktion untersuchen: :
Es seien die Konstanten 2, & des Systems
yg=a+é'rl
y’=ﬂ+ éx’

WO # ...y, &1...x, unmittelbar beobachtet wurden, auszugleichen.
Wir transformieren die Beobachtungsdaten, u. zw. setzen wir « 4 8y statt
¥ und p- d.x statt x, erhalten dann
e +pn=A+By+dxn)
et Bn=A+8(y+oxn) i

..................

et pr=A+ 8@+ 0x)

Die Stabilitit erfordert nun, da der Funktion
n=a-+ 6§
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des ersten Systems die Funktion

«+fn=-A+ B (y+ 9%
des zweiten Systems entsprechen soll, und zwar fiir beliebige Werte der Unab-
hiingigen & Demnach muB

¢+ BlatbB=A+B @+ o8
«+pattPob—oB)=A+By

sein, welche Gleichung der Willkiirlichkeit von & in folgende zertillt:
at+pfa=A+ By

oder

und
fo— 0 B=0,
woraus dann

A=a+ﬁx—ﬁ—d}i 1;|

1
B
B=-5.0

resultiert. Die Faktoren «, & und 4, B miissen demnach linear zusammenhingen,
was die lineare Form des Resolventensystems

ma+nbd+p=0

mya-+u b+ p=0
erfordert; (wh, s, pr; ms, 11, po bedeuten hier gewisse Funktionen der Beobach-
tungsdaten.)

, Wenn also das Prinzip [#*"])=Min. iiberhaupt anwendbar sein soll, muf3
n=1 sein.

Ob nun die Methode der kleinsten Quadrate die Stablhtdtsbedmgungen 111

wirklich erfiillt, das konnen wir bei der ziemlich komplizierten Form der Koéffi-

zienten s, n, p einfach a posteriori entscheiden. In der Tat, wenn wir die
Auflosung des ersten Systems

(] — ()
p— F ] —n[r]
[x1* — [+*]

mit derjenigen des zweiten Systems

4 [y 0x (- 0x) (e 4 fy)] —[e+ By [(y -+ 0 2)]
xR —n((y 4 0x)7]
g a5 (et By]—nlly+d2)(e-tF1)

pF ot —nlly+0x)]
vergleichen, finden wir die Stabilititsbedingungen III erfiillt.

DieMethode derkleinstenQuadratebildetsomitauchinihrer
allgemeinen Formulierung ein stabiles Ausgleichungsprinzip.
Bei den unmittelbaren Beobachtungen hat sich dieses Prinzip als das einzig
mogliche erwiesen, um so mehr mul} diese Tatsache bei den unvergleichlich kom-
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plizierteren Problemen der vermittelnden Beobachtungen (eststehen. Denn kénnte
man die stabile Ausgleichung der letzteren noch auf Grund eines anderen Prinzips
ausfiihren, so wiirde dieses von der kleinsten Quadratsumme abweichende Prinzip
ohneweiters auch fiir die unmittelbaren Beobachtungen verwendbar sein miissen,
was jedoch ausgeschlossen ist.

Die in groflen Ziigen geschilderte Begriindung der Ausgleichsprinzipien ist
von jeder wahrscheinlichkeitstheorethischen Hypothese frei; ob man eine Fehler-
tunktion fiir moglich hélt oder nicht, das ist fiir die Ausgleichung selbst voll-
kommen gleichgiiltig. Fiir diejenigen aber, welche die unleugbar hochinteressante
Theorie der Fehlerfunktion nicht autgeben mochten, licfert das Stabilititsprinzip,
wie bereits erwiihnt, einen Beweis der Notwendigkeit der GaufB'schen Formel.
Wir miissen néimlich das Problem folgenderweise auffassen: gesetzt, es bestehe
zwischen der absoluten Grofle des Fehlers und seiner relativen Wahrscheinlich-
keit (Hiufigkeit bei unendlich wachsender Beobachtungszahl) cin funktionaler Zu-
sammenhang, so mu} diese Wahrscheinlichkeitsfunktion fiir die maximale Wahr-
scheinlichkeit einen stabilen Wert liefern. Denn eine labile, also unendlich viele
willkiirliche Werte annehmbare Grofe kann doch nicht fiir den wahrscheinlichsten
Ausgleichungswert gelten, dies wiirde ja ohneweiteres die Negation des letzteren
sowie der Wahrscheinlichkeitsfunktion iiberhaupt bedeuten. Nachdem aber das
arithmetische Mittel die einzige stabile Funktion der Beobachtungsdaten repri-
sentiert, so muf} die hypothetische Fechlerfunktion das arithmetische Mittel als
den wahrscheinlichsten Wert liefern. Hiemit haben wir die G auB'sche Forderung,
jedoch nicht mehr als Axiom, sondern als die Grundbedingung der Maglichkeit
einer Fehlerfunktion erhalten. Wenn also eine Fehlerfunktion iberhaupt
existiert, kann sie nur die Gaufi’sche Exponentialform haben,

Damit ist allerdings noch nicht bewiesen, daB sie tatsidchlich existiert und
das entscheidende Wort ist diesbeziiglich der Erfahrung, den Fehlerversuchen
vorbehalten, welche bekanntlich zugunsten einer, wenigstens praktisch annehm-
baren funktionalen Beziehung sprechen, u. zw., wie es dann nach obiger Uber-
legung vorauszusehen ist, im Sinne der GaufB’schen Formel.

Messung der Polygonseiten.

Von k. k. Evidenzhaltungs-Oberinspektor Eduard Demmer.

Die vorgeschriebene doppelte Messung der Polygonseiten mittelst des Stahl-
bandes im ebenen Terrain liBt sich ctwas weniger zeitraubend und eintonig
gestalten,

In der ersten Bandlage wird bei 19™ und 20™ markiert und von diesen Punkten
aus die doppelte Messung der Strecke unter einem in derselben Richtung mit Band-
lagen zu 19™ und 20" ausgefiihrt, wobei die Richtigkeit der Marke fiir 19™ bezw.
die Ermittlung der Korrektur derselben eine selbstverstindliche Voraussetzung bildet.
Die in der »* Bandlage bei der Messung mit 19™ hezw. 20™ gesteckten Markier-
niigel miissen um » ganze Meter differieren. Die Umgehung der Doppelmessung



