
Paper-ID: VGI 191324
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Das Häufigkeitsgesetz des Ablesefehlers-beim 
Noniustheodolit. 

Von Professor A Capplllerl in Reichenberg. 

Der Polygonzug AB CD . . . werde mit einem Noniustheodolit von der 
Angabe a = 30" aufgenommen; die Visur von B nach A sei eingestellt und 
am Nonius z. B. 67° 44' 30" abgelesen worden, wobei der Einfachheit halber 
nur ganze Koinzidenzen berücksichtigt werden sollen. Denkt man sich am Instru­
ment eine genauere Ablesevorrichtung angebracht, etwa eine direkte Teilung des 
Kreises bis aut Sekunden, so würde man sehr wahrscheinlich eine andere. Ab­
lesung erhalten haben, z. B. 670 44' 23" oder . . . 41" usw., denn es ist nicht 
anzunehmen, daß der Winkel zwischen der Nullrichtung des Horizontalkreises 
und der Richtung BA auf 30" aufgehen mii<>se, weil die Angabe des Nonius 
gerade 30" beträgt. Es wird vielmehr jeder Winkel gleichwahrscheinlich sein, 
der innerhalb der 

. 
Grenzen 67° 44' 15" und . .. 45" liegt. Eine aiese Grenzen 

überschreitende Ablesung ist praktisch unmöglich; denn wenn der Winkel in 
Wirklichkeit 67° 44' 12" betragen würde, so hätte der geschulte Beobachter nicht 

· . . 30", sondern . . . 00" ablesen müssen. . . 
Der Fehler in der Ablesung gehorcht also einem Gesetz, das sich durch 

ein Rechteck von der Basis a = 30" und der Höhe lt darstellen läßt, wenn als 
Höhe die zu erwartende Häufigkeit des Fehlers aufgetragen wird. Der Ffüchen­
inhalt dieses Rechteckes gibt die Wahrschei11Iichkeit an, daß iiberhaupt ein Fehler 

begangen wurde, er ist also der Einheit gleich. Daraus folgt lt= � ; die Wahr­

scheinlichkeit rp (v) eines Fehlers v einer Richtung (z. B. BA) ist - innerhalb 

d G 1 ll er renzcn 1 -- und 2 
a 
2 - durch die Beziehung ausgedrückt: 

. . l rp ('i'l) = - . 
a 

1) 
. ' 

1 j 
1 1 
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Es handelt sich jetzt darum, die Wahrscheinlichkeit dafür anzugeben, daß 
der durch Subtraktion der Ablesungen BA und !» C berechnete Winkel mit einem 
beliebig gewählten Fehler v behaftet �ei, wobei \rir vorHtufig annehmen, daß 
die Ablesungen nur an einem Nonius ausgeführt wurden. 

Bei Verwendung eines Nonius von dor Angabe a = 30'· betr�igt der mög­
liche Fehler der Richtung 
BC .. -f- 15", -i-14'', + 13", . . . +2", + l 11, 0 ''- 1 11, - 2", .. . -13'',__..:14",-1 j", 
BA . .  -t-15",-tl4",+13'', . . . +2'',-t-l",0'',-l'',-2", . . .  -13",-14",-15". 

Der Fehler des Winkels A ßC ergibt sich als Differenz irgend zweier Glieder 
dieser beiden Reihen. Er kann im Maximum 

+ 15" - (- l 5") = 30'' betragen. 

Dieser Fall wird nur einmal eintreten, w�ihrend der Fehler 29'' zweimal 
auftreten kann, nämlich durch die Kombinationen 

+ 15" - (- 14") und + 14'' - (-15"). 

Der Fehler 28'' tritt dreimal auf, nämlich durch die Kombinationen 

+ 1 5" - (- 13"), + 14" - (- 14"), + 13" - ( - 15''). 

Be[ichtet man in diesen drei Fällen die eingeklammerten Zahlen 
-15" -14'', - 1 5 " - 13", -14", -15", 

so bemerkt man, daß <lie Häufigkeit kleinerer Fehler geradlinig zunimmt. Der 
Miufigste Fehler wird der Fehler Null sein: er entsteht durch Subtraktion zweier 
übereinander stehenden Glieder obig-er zwei Reihen. Die Wahrscheinlichkeit läßt 
si

.
ch daher durch ein gleichschenkeliges Dreieck von der Basis 2 a darstellen. 

Die Höhe lt dieses Dreiei:kes muß -
1 

angenommen werden, damit der FHichen-
a 

inhalt, d. i. die Wahrscheinlichkeit überhaupt einen Fehler zu begehen , der Ein-
heit gleichkomme. Die Wahrscheinlichkeit rp ("z1) eines Fehlers v des Polygon­
winkels Hißt sich demnach ausdrfü:ken: 

lt a -v rp (v) = - . (a - v) = -�- , . . . . . . . . . 2) 
a a 

worin v mit seinem absoluten Betrage einzusetzen ist. 
Der Richtungswinkel der dritten Polygonseite CD wird gefunden, indem 

man zum Richtungs\vinkel von AB (der als fehlerfrei angenommen werde) die 
beiden Polygonalwinkel bei /J und C addiert und eine entsprechende Anzahl 

von gestreckten Winkeln addiert oder subtrahiert. Um das Fehlergesetz des 
Richtungswinkels <ler dritten Seite CD zu finden, hat man die Fehlergesetze 
der beiden Winkel /J und C zu kombinieren. 

� + � ---za.----

hg I. 



In Fig. 1 steilt das gleichschenkelige Dreieck das Fehlergesetz des Winkels 
B und zugleich auch das des Winkels C vor. Der Fehler des Winkels B sei v 1 • 
der zugehörige Fehler des Winkels C sei ·v2. Bei der Addition der beiden Winkel 
entsteht der Fehler v1 + v2 = v. Es handelt sich nun darum, die Wahrschein­
lichkeit eines Fehlers v von gegebener Größe zu finden, wie groß. auch v, und 
V: sein mögen, wenn nur ihre Summe v beträgt. Letztere Bedingung läßt sich 

dadurch veranschaulichen, daß man das arithmetische Mittel 
v, � v2 

= ; in die 

Figur einträgt und festsetzt, daß nur solche Werte von v, und v, als zusammen­

gehörig betrachtet werden, deren Ordinaten <p (v,) und rp (v2) gegen <p ( ;  ) 
symmetrisch liegen. Daraus ergibt sich in einfacher und anschaulicher Weise 
der Bereich des Fehlers v1, von dem vorläufig angenommen werde, daß v1 > v2 

sei. Er kann, der Figur l entsprechend, nur zwischen � und a liegen, während 
V a 
2 > 2, also v > a ist. Die Wahrscheinlichkeit des Fehlers v1

�
�rgibt sich nach 

Gleichung 2) zu 

die Wahrscheinlichkeit des Fehlers v2, da V2 = 11 - v,,_ zu 
a + v,-v 

<p (v2) = a'll . 
Die Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens der Fehler <11 und ,,,, wodurch 

der Fehler 711 + ,,2 = �· > a erzeugt wird, ist das Produkt rp (z1,) • <p (<1,); das 

gibt - über die Fläche v bis a integriert - d i e  Wah r s c hei n l ich ke it 2 
ei n e s  F e hle r s  v>a: 

0 
,.._ __ za --� 

Fig. 2. 

Um die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers "' < a aufzustellen, nimmt man 
V ( Fi!!ur "}-) ,·i11, 1 ß 7' ./ 0 Nu 1 erstreckt sich der nerci h des Fehlers 7.'1 von � ca --;;-·---;;-· 1 2 _, -
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bis �· (wenn man wieder 111 > <'2 annimmt), der Bereich von <'2 überschreitet aber 

die Mittellinie des gleichschenkeligen Dreieck es , wo sich das Fehlergesetz der 

F orm nach ändert� weil es für absolute Betr�igc aufg-es:ellt wurde. Man darf 

" 
daher,,, nur von z his " ' wachsen lassen , wobei 712 die Nulle nicht überschreite t , 

also positiv bleibt. Die Wahrscheinlichkeit für den Fehler '' innerhalb dieses 
Bereiches ist dann 

n:.-. - �- </1 - au'!.+-� ,,:1 - -l-ti2;1 -1-·�47/l +- ·} a112 - {1/1 
a"' 

1 1,2 .• , _ 1 .-.. �;� _! _ _!_ �;:; 
-1__ �--- :l II l .t=_!_'.!_ __ " -

• (/ 

Fig. 1 

. . . 4) 

Nimmt man aber ''• > 11 an (Figur 3), so� muß in <p (v2) für das negativ 
ge\\'ordene ''� der absolute Betrag, n�imlich ..;. -711 und nicht "' - v, gesetzt 

\\'enlen. �fo.n erh;Llt dadurch <lie Wahrscheinlichkeit für den Fehler v: 

= oa- . a -f-- -•, ,, :: + n2,-, - -� a�,, - n�·;1 -\- fl71' -- �r 713- av2+ ·1-v3 -
ai 

_t. n" _ t ,12.-1 _L _1 -i'' 1 :! { 1 ti ' 
·----------­- . . . . . 5) 

Wir haben bisher durchaus r, > 1:. angenommen. Nachdem das Umgekehrte 
aber ebenso leicht möglich ist, so müssen wir noch die Gleichungen 3) bis S) 
rechter Hand mit 2 multiplizieren. Durch Addition der so vedinderten Gleichun­
gen 4) und 5) erh:Ut man die Wa h r s c h einli chke it d es F e hlers v;-..::::_a, 
gleichgültig ob 1J1 kleiner oder größer als v ist; 
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a1,, - a1;2 + .).. vs _2 as - a2v + .,\.. , s -3- a1 - a v2 + _1_ vs 'Pt (V) = u + � " = ·' 2 6) a• a' a� · · · 

gültig von v = 0 bis v = a. 

Die Gleichung- 3) liefert die Wah r sch e i n l i c h k eit des Fe h l e r s  v<a: 
f as - 2 a211 + a v% - f; r3 

<p2 ( i;) = -"-------
a' 

gültig von v = a bis v = 2 a. 

. 7), 

'Wenn man die den Formeln 6) und 7) entsprechende Kurve für einen be­
sonderen Fall aufzeichnet, so findet man, daß sie sich dem Anblick nach von 
der wohlbekannten G a u  ß'schen Fehlerkurve nur dadurch unterscheidet, daß sie 
nicht ins Unendliche geht, sondern - was ja ganz natürlich ist - bei einem 
bestimmten Punkte (li = 2a) aufhört. Und tatsächlich! Setzt man in 7) -c = 2 a, 

h .. 1 4 4 4 8 O D . so er a t man cp2 (2a) = - - - + - - - = . as ist c i n  e Probe für die 3a a a 6a 

Richtigkeit der Ableitung. Eine zweite ergibt sich daraus, daß man in 6) und 
in i) 1; = a setzt. Man erh1ilt 

2 1 1 l 
d aus 6) . . . rp1 (a) = -3 - - + -2 = -6 un 

ll (l ll cl 
4 2 1 1 l 

aus 7) . . . <p2(rr) =-3 --+---6 =-6 , a a a a a 
also dasselbe, wie es auch sein muß. 

Eine dritte Probe, die mit Rücksicht auf einen leicht möglichen Irrtum des 
Faktors „2" wegen erforderlich scheint, ergibt sich daraus, daß man die aus 
den Formeln 6) und 7) resultierende Wahrscheinlichkeit für das Auftreten eines 
Fehlers zwischen O und 2a berechnet, die sich zu t ergeben soll, da die Wahr­
scheinlichkeit eines Fehlers zwischen -2n und + z,„, der Gewißheit entsprechend, 
gleich 1 sein muß. Durch Integration der Formeln 6) und 7) zwischen 0 und a, 
bczw. a und 2a erhält man wirklich: 

Nachdem die Richtigkeit der Formeln· 6) und 7), soweit dies überhaupt 
durch einzelne Proben möglich ist, bestätigt wurde, gehen wir nun daran, die 
üblichen Fehlermaße der Funktion cp (v) zu bestimmen, aus denen sich ein neuer 
Beweis dafür ewcben wird daß der Fehler im Richtun!!swinkel' der dritten Zue--b , '--' '-"' 
seite dem G a u  ß'schen Gesetz mit großer Annäherung folgt. 

Der mittlere Fehler p. ist die Quadratwurzel aus der Summe der Hoffnungs­
werte aller Fehlerquadrate, also 
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11 211 

µ2 = 2 S v2• rp1 (v) dv + 2 � v2• rp2 (v) dv = 
0 a 

a h 

= � \ (2 a3v2-av'+-1.v5) dv + � r ({-a3v2 - 2 a2v3 + a v• - {-v5)dv = 
a' J 3 z a4 J 

0 a 
11 20 -�If.. arvv _J_ av• + _1 _ _  v6 I+ �I.! a3v3 - .1.a2v' + ·} avs - •/r; vel = - a' u s 1 2 a' o 2 
0 ll 

as 
-· 2a2 (..1 -_!_+ _1 +3 2 _ 8 +u - 1-6-.!. +1..-_!_ +-„\,) = -- 9 5 12 9 5 9 9 2 5 ou 3 

a µ=
V 3 

= O·S773a . .... . . . 8) 

Der durchschnittliche Fehler {)' ist die Summe der Hoffnungswerte aller 
Fehler, also 

a 2a 
&=2Sv.<p1(v)dv+2 Sv. rp1(v)dv = 

0 (' 
a h 

= �4� (ta3v -av3+-�·v')dv+ � � (fa3·v -2a2v2+a·v3 -iv')dv= 
0 a 

11 h 

= � I i- a3v2 -- t av4 + T\r vsJ + �' 1-} aV - t a2va + -1- av4 - :r\1 vsl= 
0 " 

=2a(+-++-t0+{-136+4-H--i-+-5--++·lö)=T\-a=0·4667a . . 9) 

Wenn die Wahrscheinlichkeit, daß ein Fehler innerhalb der Grenzen -1· 
und + r liegt, } beträgt, so ist dieser Wert r der wahrscheinliche Fehler. Er 
wird offenbar kleiner als a sein, so daß nur das erste Fehlerwahrscheinlichkeits­
gesetz, rp1, in Frage kommt. Es muß also 

+r � <{Ji (v) dv = -!- sein, oder 
-r 
r r � 'P1 (i:) dv = �4 � (� a3 - ai/ + -�- v3) d1 = �1 (-} a3r - -!i- ar3+ }r') = -{-. 
O· IJ 

Aus dieser Gleichung ist r zu rechnen. Durch Multiplikation mit 8 ergibt 
sich zunächst 

( : r- } ( : r + 1�6 ( : ) - 2 = 0, und daraus 

r = 0·4024a. . .... . . .  10) 

Aus den Verhältnissen : = 0·5773a 0·4667a= 1·231 statt 1·25 und 

µ 0 -- = · :.>773 a: 0·4024 a = 1 ·43-l statt l ·48, erkennt man, daß sich das Fehler­r 
gesetz im Richtungswinkel der 3. Polygonseite dem Ga u ß'schen Fehlergesetz bereits 

sehr gut anschließt, besser als es bei manchem empirischen Beispiel aus der 
geodätischen oder astronomischen Praxis der Fall ist. Durch K

.
ombination meh-
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rerer 'Winkelfehler würde sich die Übereinstimmung offenbar noch besser o-estalten 

„ - b , 
weil sich die äußersten Fehlergrenzen, die beim Ubergang von einem auf zwei 
Polygonwinkel von ± a auf ± 2 a gestiegen sind, bei Heranziehung mehrerer 
Polygonwinkel noch weiter ausdehnen würden. 

Bezeichnet man den mittleren Fehler einer Winkelmessung mit /Lw, so er­
gi�t sich der mittlere Fehler in der Summe zweier Polygonwinkel - also auch 
im Richtungswinkel der 3. Seite__.: zu ftw V2. Für letzteren Wert wurde nach Glei-
chung 8) y; gefunden, folglich beträgt der mittlere Fehler ftw einer Winkel-

a messung-= und der mittlere Fehler einer Ablesung am Nonius V6 
a , 1- a µ,„ = V 6 : r2= 2y3 = 0·2ss6a, 

also weniger als gewöhnlich angenommen wird-*) 
Berechnet man diesen Wert aus Gleichung 1) direkt, so kommt 

(1/2 af, 11/1 - - ----
5 (' 1 I v3 I a2 

µ,,,,2 
_ 2 v2. cp(v)dv=2 J v2. a av=2 . T =12, 

a 
0 0 0 

f-La 
= 

2 -y3 ' 

in vollkommener Uebereinstimmung mit obigem Resultat. Das hier angewendete 
Fortpflanzungsgesetz des mittleren Fehlers gilt ja stets, - wenn gleich große posi­
tive und negative Fehler gleich wahrscheinlich sind, gleichgültig, ob die Fehler 
dem G a u  ß'schen Gesetz gehorchen oder nicht. Bei dieser Gelegenheit mag aber 
als eine interessante ·Tatsache erwähnt werden, daß jenes «Pythagoräische» Fort­
pflanzungsgesetz für a n d e r e  Fehlermaße nicht mehr gilt. So ist z. B. der durch­
schnittliche Fehler einer Ablesung aus Gleichung l) 

a/1 a,11 • a '• 

�. 2 � 2 I viI a -&-. = 2 v.cp ('v) dv =- vdv=-. ? =-4
·

, . a .  a _ _  _ 
(} 0 (} 

und ni c h t _:;_ a · 11"4 = .... •- a wie man aus Gleichung 9) zurückschließen würde. � • f V 0 ) '-

Noch größer wird die Differenz für den wahrscheinlichen Fehler , der sich aus 

Gleichung 1) zu � = 0·25 a ergibt, während die Ableitung aus Gleichung 10) 4 
auf 0·2012a führen "ürde. 

Betrachten wir nun den Einfluß des Exzentrizitätsfehlers der Alhidade, der 
durch Ablesung an zwei diametral gestellten Nonien getilgt werden soll. 

Die Ablesungen an beiden Nonien sind von einander abhängig. Wenn an 
der den Nonius I vertretenden Vorrichtung eine gewisse Ablesung gemacht wurde, 
so darf die Ablesung an der zweiten Vorrichtung nicht mehr vom Zufall abhängig 
----

*) Vergl. Ed D 01eza1, Hand· und Lehrbuch der niederen Geod:1sie, 9. Aufl., Bd. 1, S. 449, 
a wo µ" = Z gesettt wird. 
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<Ye<lacht werd en· m an kön nt e  si e J·a mit  Hülfe d er Elem ente d er Exzent rizi füt 
h ' 
b erechn en, w enn d iese ein für all em al für d as vo rlieg end e Inst rum ent b estimmt  

wu rd en .  Um d en Zusamm enh ang z wisch en d en Fehl ern zu  z eigen, nehm en wi r 

an, d aß an Vo rrich tu ng I z .  B. l 2' 00", an Vo rrichtung II l 2' 08" ab gelesen 

wo rd en sei . - An d en N o n i e n wü rd e der Beob ach ter 12' 00", b ezw . 1 2' 00'' ab ­

lesen und d araus <las l\litt el 1 2' 00" b ild en ,  d as nu n g eg en d as r ic h t ig e  

Mitt el 12' 04" u m  4" feh lerh aft wäre. Di e id eale Abl esu ng 12' 00'' i st ab er rein er 

Zufal l, sie kön nt e  eb ensogut 1 2' 14" laut en , m an wü rd e  an d em Noniu s 1 doch 

noch 1 2' 00" abl esen . D ie Vo rrichtu ng II wü rd e d ann ab er 12' 08'' + 14" = 

l 2' 22" g eb en ,  was d er Beob acht er am Non iu s  II für 12' 30" h al ten müßt e. D as 

, arith met isch e Mitt el w äre jetz t 1 2 ' l 5", m it einem Fehl er vo n 1 1  ". Es h and elt 

sich nu n d arum ,  fü r d ie G rö ße d es mit  H ilfe b ei der No nien b estimmt en aemp i­
ri sch en i Mit tel s G renz en au fzu st ell en u nd d ie Wah rsch einlichk eit d er Feh ler an­
zugeb en .  

D a  es mit Rück sicht au f di e G röß enverh ält ni sse n icht möglich i st ,  d ie 
Parti en d er K reist eil ung , an welch en d ie Nu ll st rich e d er b eid en No nien st eh en, 
•tn ih rer d iam et ral en Lag e d arzu st ell en, z eic hnen wi r sie u n t e r  ei nand er . 

.1 ' ' J?1 "-0" A'l _____ ·1=2:,�00,__ ___ �� nnpir. u t.t1111g 

I 
�r ,o. ss· 4 2.' s• '10' '15" zo· _z3• ) o· }5' 

l 1 1 1 1 l 1 1 1 1 l 1 1 1 r 1 r r 1 r l 1 1 1 1 l 1 1 1 1 l 1 1 1 1 l 1 1 1 1 l 1 1 1 1 l 1 1 1 1 l 1 idmlf 
·· .. „ 

. � ·„ · .. 

-·-·:��"::-·-·-·- -· -· _:·::_�� -·- - · -· --->:::.�·:::· - .�:·':i'::-·-·-·-·-·-·- intalrJ/1ält/ 

IT 111111;--i„111111111111 1
";-i"11 11111111111';·i"11111·;··i. j1111j 1 zdtalfANmmg 

,,. so· 53' .-f Z' S' 10' 15' t.o• Z5' 50° :H' 

12.' 00" 12: 30' empir. 
f<ig. 4. 

In Figur 4 ist •I» di e Parti e b ei Noni us I, «lh di e Parti e b ei No niu s II, 
b ei d e  mit einer id ealen Sekund enteilung v erseh en. Bei I l aut e  di e id eal e Lesu ng 
12· 00", b ei II 12' 08". D ie V erb ind ungslinie d ieser Pu nkt e  sch neid et d ie st ri ch ­
l iert e Linie in b, wo sich d as id eal e .Mi tt el 12' 04'' ergi bt. Die emp irisch e Ab ­
l esung au t No nius I und 11 l au tet 12' 00", d er Fehl er b etdigt also 4". D ie em­
pi ri sch en Abl esungen lau ten ab er auch d ann noch 12' 00", wenn m an di e Ve r­
bi ndu ng sli nie nach l fok s  oder recht s  verschi ebt , sol ange  ih re Endpu nkt e in ner­
h alb d er G renz en l iegen, welch e du rch di e hor izo ntal en Kl amm ern als 1 2' 00" 
b ez eichn et sind . Auf d iese Art erh ält m an d ie id ealen Mitt el b ei a u nd c und 
erk ennt  d arau s, d aß d er Feh ler d es emp iri sch en Mitt els zwi sch en -1- l l" und 
- l l "  li eg t. Ab er b ei c kö nnt e auch ein e  and ere empi risch e Abl esu ng- erfo lg en, 
näml ich 1 2' 30''. Dadu rch wü rd e  d as emp irisch e l\lit tel um 15" wach sen, d ah er 
d essen Feh ler - 11" + 15" = + 4" b et ragen würd e. Vo n hi er an nimmt d er 
Fehl er ab , so lan ge d ie emp irisch en Lesu ng en 12' 00'' b ezw. J 2' 30" laut en. B ei 
d t ritt wi ed er ei n Um sch wun g ei n. Man kö nnt e auf 1 eb en sog ut 12' 00" als 
12' 30" abl esen , wod urch d as emp iri sch e Mitt el von 1 2' 1 S·' auf 12' 30'' wach sen 
wü rde, also d er Feh ler von -4" auf-4"+15"=-l- 1 1 ". Von hi er an wi ed er-
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holt sich das Spiel. l\fan erhält also abwechselnd Fehler von + 1 111 bis - J J 11 
und von + 4 bis - 4", u. zw. alle Fehler mit gleicher Wahrscheinlichkeit. 

Aus diesem Zahlenbeispiel erkennt man, daß 1. eine Vergrößerung der 
exzentrischen Differenz d um die halbe Noniusangabe oder ein Vielfaches davon 
(z. B. von 811 auf 8" + 15" = 23") ohne Einfluß bleibt, 2. daß der mögliche 
Fehler den Reihen 

a-de-d 
Z- , · -2- - I , 

. a-d d d d . d 
bis - -?- oder °?' -2 - 1, -2 - 2, . . . bis - -

� - 2 
angehört. Die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers von der Größe v läßt sich durch 
zwei aufeinanderliegende Rechtecke darstellen (Figur 5). Da der Flächeninhalt 
der ganzen Figur der Einheit gleich sein muß, so ergibt sich aus 

� (a - d) + � d = 1 die Höhe h = �. 
- 2 a 

1 
i<· 4·" „..j.. '} „, 

1 
• 1 

" 1 
1 
1 !<-·-"'"" "f _„ ·>j"' „. „ �„." „„, 

Fig. 5. 

. Solcher Fehlerflächen gibt es unzählich viele, weil d von 0 bis � aller 

Werte fähig ist. Betrachten wir aber bloß Abstufungen von 1", also d=O", ) ", 

2", .. . .  1511 und nehmen wir an, daß die Wahrkcheinlichkeiten für alle diese 
Fälle gleich groß seien, so können wir die «durchschnittliche>, also hier �.lie 
wahrscheinlichste Fehlerfläche in folgender Weise finden. 

' 
. 

\Vir legen die Figuren zusammen, aber so, daß die oberen Rechtecke (für 
d = 0", l ", 211 • • • •  7") untereinander, die entsprechenden unteren Rechtecke 
(für a-d= 15", 14'', 13" . . . . 8") übereinander �ommen (Figur 6). Die Höhen 

.Ng. 6. 

der einzelnen Rechtecke mußten dabei auf 1,'8 ihres Wertes reduziert werden, 
damit der Flächeninhalt der ganzen abgetreppten Figur, welche die mittlere 
Fehlerfläche darstellt, der Einheit gleich werde. Diese Figur geht in ern gleich-
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schenkcliges Dreieck von der Basis a und der Höhe lt=.� über, sobald man 
a 

die Abstufungen unendlich klein werden läßt. Das wahrscheinlichste Gesetz für 
die Wahrscheinl ichkeit des Fehlers v des arithmetischen Mi ttels beider Nonius­

a 
lesungen ergib t sich nun analog der Gleichung 2), indem man - statt a setzt: 

2 

Ist die Ri chtung von BA mit dem Fehler v1, die Richtung B C mit dem 
Fehler v2 behaftet, so gibt v1 - V2•= v den Fehler des Polygonwinkels .ABC, 
dessen Häufigkeitsgesetz nunmehr zu suchen ist. Nehmen wir zuerst an, v sei 

größer als ; . (Figur 7 .) 

Fig. 7. 

Der Bereich von <.1 wird sich jetzt von v - .!!__ bis 
a
2 

erstrecken und die 1 2 
Wahrscheinlichkei t des Fehlers v ergibt sich zu 

'"'1 
_ v,B _av111 vv12 1_ 16a"-48a2v+48m12-l6v3 

3 2 + 2 - 6a1 • 

'V-uj., 
gültig von v = � bis v = a . 

..., 

1 1)' . 

Für v < � müssen wir zwei getrennte Untersuchungen anstellen , je nach­
v dem ,,, negativ oder positiv wird. Ersteres tritt ein, wenn v1 zwischen 2 und v 

,,, ----et----.. 

Fig. 8. 
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liegt. (Figur S.) l\Ian muß wie oben in der Funktion <p (112) für r12 den absoluten 
Betrag einführen, also v3 = v - i·1, nicht V1 - v. Man erhält dann die Wahr· 
scheinlichkeit für v in dem genannten Bereiche 

v a a 
v __ v -+V1-V v 

'P (v) = j'P (v,). cp(v,) dv, = j 2( a \''. 
2 

! a )" dv = �� H:' -a, '- ".;' + vv, ) dv, = 

r/2 v/2 - - • v/2 
. 21 ,z, 

V 
= � ·Ia2 1, _ 'ZJ13 _ avv1 + vv1 2 J= 6 a=v� 12 av2 + 4v3 

. . . . 1
2) . .. 

a' 4 1 3 2 2 3 a' vf, 
Ueberschreitet v1 den Wert v (Figur 9)1 so wird v2 positiv, also gleich 

V-· V1• 

Ft'g. 9. 

Die Wahrscheinlichkeit für v in dem Bereiche v bis � ist also: 

a a a/, ttf,_ - V --V +v o/, 

... 

r r 2 1 " 1 16r ( :i cp(u) = J"'(v,) . <p(v,)dv, � � (% r . - li)' dv.= a' J : -av.+ v.'+"; -w, )dv.� 

• 9 '! 2 llf, 3 
= 16. 1a·v1 _ av1• +� 1 avv, _ vv1 l

= 
2a -6a2v+Sv3 

T 3 , · · . 13) 
a' 4 2 3 2 2 v a 

Die Formeln 12) und 13) müssen rechter Hand noch mit 2 multipliziert 
werden, weil bei ihrer Ableitung nur die eine Hälfte der symmetrisch gelegenen 
Fälle beachtet wurde. Durch ihre Addition erhält man schließlich die Wahr� 

scheinlichkeit des Fehlers ·v < �: 2 
() 

4aa-24av2+z4va 
"lt' f" 0 b. 

a 
14) 'Pi V = gu 1g ur V= lS V = -2 . . . . 3a4 

Setzen wir noch der.Vollständigkeit halber die gehörig gekürzte Gleichung 
1 1) darunter 

() 8a3-24a!v +24av2-8v3 „1 · f" a 
b' 15) <p, v = gu t1g ur v = -2 ts v = a . . . . , 3a' · 

so erhalten wir in den Formeln 14) und 15) das Ge s e t z  f ü r  d i e  W a h r ­
sc h e i n l i c hke i t  d e s F e h l e rs v i m  Poyg o nwi n k e l. Wendet man auf 
diese Formeln die analogen Proben wie auf 6) und 7) an, so wird man sich 
leicht von deren Zutreffen überzeugen. Die Formeln 14) und 15) gehen eben 

in die Formeln 6) und 7) über, wenn man � statt a einsetzt, wie sie ja auch 
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aus dem gleichschenkeligen Dreieck von der halben Größe der Basis (a statt Zn) 
abgeleitet wurden, freilich auf verschiedene Art. Ersteren l iegt die Subtraktion 
von Fehlern 111 und 112 zugrunde, letzteren deren Ad dition. Daß auf beide Arten 
dasselbe Resultat erreicht wird, ist immerhin bemerkenswert, da die Ausgangs­
funktionen rp('1•,) und rp(v,) nicht mit der Ga u ß'schen Exponentialfunktion iden­
tisch sind, von welcher diese Eigenschaft längst bekannt ist. Bemerkenswert ist 
auch die Tatsache, daß Beobachtungen, die innirhalb endlicher Grenzen mit 
Fehlern konstanter Hiiufigkeit behaftet sind, in ihren "· e iteren Kombinationen 
auf das Ga u ß'sche Fehlergesetz führen: auf «das vertraute Gesetz in des Zu­
falls grausigen \Vundern». 

Neue Typen der selbstreduzierenden Tachymeter 
in Fran kreich. 

Von Dr. Fr. Fiala, Ass istent an der k. k böhmischen Technischen llochschul c in Pr:1g. 

Bei den französischen tachymetrischen Arbeiten tritt die Verwendung von 
einer Anzahl selbstreduzierenden Tachymetern hervor, deren Zweck darin be­
steht, w�ihrend der Feldarbeit ohne größere Mühewaltung die horizontale Ent­
fernung, bezw. die Höhendifferenz direkt zu bestimmen. Dadurch entfällt der 
größte Teil der Kanzleiarbeiten. Das Bestreben, diese zu vereinfachen, besteht 
schon seit Beginn der Tachymetrie; denn bereits Po r r o, der Gründer der 
Tachymetrie, benützte das sogenannte «anallaktische» Fernrohr. Seit jener 
Zeit entstand eine ganze Reihe neuer, mehr oder weniger modifizierter Konstruk­
tionen'), die alle auf dem Prinzip, die schiefe Entfernung mittels einer Ein­

richtung am Apparate auf die Horizontale zu übertragen, beruhen. Unter die 
besten selbstreduzierenden französischen Tachymeter gehört der Tachymeter von 
Sa ng u e f!), der durch Kombination verschiedener Anordnungen sehr genaue 
Längenbestimmungen zuläßt. Obwohl das Prinzip, auf dem dieser Tachymeter 
beruht, höchst zweckmäßig ist, so ·bereitete die Handhabung dieses Apparates 
dennoch gew isse Unbequemlichkeiten, mit denen man sich vertraut machen muß, 
welche Zeitverluste, Ermüdung des Auges, Kompliziertheit beim Ablesen ver­
ursachen. 

Diese �länge! - trachtete Jngenieur B a  1 u-P a r i s mit der mechanischen 

Werkstätte J\. er n-Aarau durch eine neue Konstruktion eines selbstreduzierenden 
Tachymeters abzuhelfen�). Im Wesen ist die neue Type dem Tachymeter von 

1) Oester reichische Zeitschrift für Vermes sungswesen : 1907. Dr. lbns Lösch n er, Ueher 
Tac hymeter und ihie Geschichte 1910. Dr Franz Aub e 11: Ein reduzierendes Doppelhilll·Tachymeter. 

Joseph d'A n g e 1 o: Le tacheometre et ses applications aux lcvcrs de pLrns et aux tr;tccs de 
chernin de fer. Paris 1906. 

�) Lau ss e da t: Recherches sur les instruments, les methodes et !es dessins topographiqucs. 
Paris, 1. lbnd, Seite 190 

Jordan: Handbuch der Vermessungskunde. Stuttga rt 1908, II. tland, Sei te 7 30 
3) E Ba 1 u: Le tacheometre ßalu-Kern (autorcducteur). Ivr y sur Seine. 
Dr. Rysavy: <Dva oove tacheornetry francougskth. Zemerniföesky Vestnfk. 1913. Nr. 5. 


