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Ausgleichung nach dem Prinzip der gleichen Zu-
und Abgangsflachen.

Von S. Woellisch, Bauinspektor der Stadt Wien.

1. Man kann die Frage aufwerfen, welche Eigenschaft eine Kurve, die
zwischen die durch Beobachtungen bestimmten Punkte verglichen hindurchgelegt
wird, haben miisse, damit sie sich diesen Punkten «mdglichst gut anschliefie»
oder «am besten anpasse».

Die Methode der kleinsten Quadrate bestimmt rechnerisch eine ausgleichende
Kurve derart, daf} die Summe der eventuell mit Gewichten zu multiplizierenden
Quadrate der Abstiinde aller durch die Beobachtungen gegebenen Punkte von
der Ausgleichungskurve ein Minimum wird. Man konnte aber auch geneigt sein,
diejenige Kurve als den gegebenen Punkten am besten anpassend zu bezeichnen,
welche so verglichen hindurchgelegt ist, dall die Summe aller diesseits der Aus-
gleichungskurve und die Summe aller jenseits derselben abgeschnittenen Fliichen,
also die Summe aller Zu- und Abgiinge, cinander gleich werden, wie dies in
Fig. 1 angedeutet ist. Nach diesem Grundsatze werden ja auch Grenzregu-
lierungen vorgenommen, wo bei gleichen Bonititen die Flichenriume der in
Betracht kommenden Grundstiicke unverindert bleiben sollen, - wie dies Dr. A.
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Haerpfer in der «Osterr. Zeitschr. f, Verm.», 1910, S. 391, ausgefiihrt hat. -
Nach demselben Prinzip werden auch Trassierungen von Eisenbahnen und
Stralen rationell durchgetiihrt und die Massenausgleiche getroffen, wobei nur an
die Stelle von Flichen die Kubikinhalte treten. Die 6konomischeste Trassenfiihrung
ist niimlich diejenige, bei der innerhalb einer bestimmten Strecke die Summe
aller Abgrabungen oder Einschnitte gleich wird der Summe aller Anschiittungen
oder Dimme, so daB die gesamte Erdbewegung innerhalb der gegebenen Strecke
vollzogen werden kann, ohne dafl an Erdmaterial noch etwas benétigt oder er-
iibrigt wird. Das Ausgleichen besteht also in der Bildung eines neutralen Zu-
standes oder in dem Aufsuchen eines Mittelwertes, der so beschaffen ist, daf3
d :rch Verminderung des Uberflusses auf der einen Seite eine Beseitigung des
Mangels auf der anderen Seite herbeigefiihrt wird, bis jeder UberschuB und Fehl-
betrag, jedes Zuviel und Zuwenig verschwunden ist. — Der Meerespiegel befindet
sich in Ruhe oder im Gleichgewicht, wenn die Wellen und Wasserwogen geglittet
oder ausgeglichen sind.

2. Die einfachste Ausgleichungskurve ist die Gerade. Es seien z. B. fol-
gende iiberschiissige Gleichungen von der allgemeinen Form y =»a -}-4 gegeben:
+046=109a-+} ¢
+ 03 =1'12a-+4
+ 00l =154a-+4
—067=182a-} 4.

Die Ermittlung der Unbekannten @ und # nach der Methode der kleinsten
" Quadrate geschieht durch die Auflgsung der Normalgleichungen®)
8122 + 55764+ 031=0
5570 +4006—014=0
a= — 1'388, 1)=-l-— 1:968.
Somit lautet die Gleichung der wahrscheinlichsten Ausgleichungs-
geraden:

= —1'388 » -} 1-968.

Die in der Richtung der Ordinaten gemessenen Abstinde der gegebenen
Punkte von der Ausgleichungsgeraden sind die Widerspriiche » (Fig. 2), die
Normalabstinde der Punkte von der Geraden sind demnach ¥ = cos ¢, wenn «
den Winkel bezeichnet, unter welchem die Gerade die Abszissenachse schneidet.
Da nach der Methode der kleinsten Quadrate [#*] ein Minimum ist, so ist es
auch die Summe der Quadrate der Normalabstinde, denn man hat:

[v%] = cos? « [v?] = min.
Im vorliegenden Beispiele ist v, = — 0°005, v, =+ 0073, », = — 0°180,
v,=+ 0112, {s] =0.

3. Bezeichnet man die einerseits der Ausgleichungsgeraden abgeschnittenen
Widerspruchsfiichen als positiv, die anderseits abgeschnittenen Flichen als negativ,
so liefert die der Methode der kleinsten Quadrate entsprechende Ausgleichungs-

#) Siehe: «Theorie und Praxis der Ausgleichungsrechnung», II. Bd., S. 194
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gerade (Fig. 2) eine Summe von Widerspruchsflichen, die durch Zerlegung in
Dreiecke und Abmessung der Grundlinien und Hoéhen dieser Dreiecke mittels

eines Mafitabes wie folgt gewonnen wird:
.0:00.0003=  0:0000

1
-:f .0:26 . 0043 = — 0:0056
4.081.0°105 = - 0-0425
4.018.0065= — 0:0058.
Die Summe der positiven Flichen ist X (4 f) = -+ 0:0425,
die Summe der negativen Flichen ist. . . 2'(— f)= — 00114,
somit besteht eine Differenz von. . . . . . 2= 0031],

die durch Ausgleichung nach dem Prinzip der gleichen Zu- und Abginge zum
Verschwinden gebracht werden soll.

_ Bei Vermeidung einer Drehung der Ausgleichsgeraden verlangt die Ver-
minderung der positiven Widerspruchsfiichen bei gleichzeitiger VergriBerung der
ncgativen Flichen im vorliegenden Beispiele ein Hinaufriicken der Ausgleichungs-
geraden. Denkt man sich diese Gerade von ihrer ewahrscheinlichsten Lage» in
der Richtung der Ordinatenachse um £ in die «passendste Lage» parallel ver-
schoben, wobei tg & — ¢ unveriindert bleibt, so geht 4 in & - £ iiber. Um den-
se]tfen Betrag £ #ndern sich aber auch alle ». Um fiir die Verschiebungsgréfe
£ einen mathematischen Ausdruck zu erhalten, teilen wir die Fliche zwischen
dﬁf“ gfbrochenen Linienzug und der Ausgleichungsgeraden durch die Ordinaten-
linien in Trapeze, dergestalt, daB sie durch die Ordinatenstiicke , + & und



264

7, 41+ & sowie die Normalabstinde derselben: x, ., — #, bestimmt sind. Der
Flicheninhalt eines solchen Trapezes ist dann allgemein:

(e —2) (@ v 28
Indem durch die Verschiebung um § alle positiven Zugangsflichen und alle
negativen Abgangsflichen sich gegenseitig aufheben, mufl sich fiir die Summe
aller Trapezflichen der Wert Null ergeben. Man hat somit

& (e — 2’1) (7’1 —}* U2 “!" 2 g)
Vs — 1) (4o + 2 §)

&4, —1,,-1)(2!11_‘1.—}-.7/,,:-[—.2&
{(a/l.r,-|-7/,x,-{—...—{-:,,_,x.—{—u el (T 2 R A o A x,,_.}—f—
'|"2 X —’31)5—0
e (xa-tvaxs+ .. —|—un_.1x |—u,,1,,)_ ‘,x,+1/,x,—|-w,x,+...+7/1,_.1n_:1)

2(r,—m)

Fiihrt man in diesen allgemeinen Ausdruck die Zahlenwerte von © und
ein, so erhilt man:

v, X, = — 00056 r, =182
o x, =+ 01124 =109
vz, = — 03276 r— o, =073
v,x,=- 02038
— v, 2, =4 00055 00620
= —0:0796 _ 00620 _ oo
v, z,=+ 02016 t=Gm =100
o iy — 01725 b4 £=2010
1-0'5233 — 05853 = — 00620

Sohin lautet die Gleichung der «passendsten» Ausgleichungsgeraden
y=—13882-}2'010.

Macht man die Flichenprobe, so findet man erstens durch Zerlegung in
Dreiecke

1.016.0007 = — 00006 2 (+f)=+ 00248
1.038.0068=— 00129 Z(—f)=—00248
1.062.0°080 = -}- 00248 Zf= 00000
1.025.0090=—00113

Zweitens durch Zerlegung in Trapeze nach der obigen Formel:

(112 — 1'09) (— 0-005 + 0073 4- 2 §) =+ 0-0023
1(1'54 — 1-12) (4 0073 — 0°180 + 2 §) = — 0'0044
1(1'84 —1'54)(— 0180+ 0112 2 §) = + 00022
2 f= -4 00001
Die positiven und negativen Widerspruchsflichen halten sich nunmehr (bis
auf kleine Abrundungsfehler) das Gleichgewicht.
4. Wir wollen jetzt die Flichenberechnung noch auf eine dritte Weise
vornehmen, und zwar nach MaBgabe der in der Fig. 3 eingetragenen Koten. In
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dieser Figur, die um den Winkel « gedreht erscheint, ist die Ausgleichungsgerade
als Abszissenachse betrachtet und sind von den Punkten 7, 7, £ und 2 und
dann nochmals von dem bei 7, aufgetragenen Punkte /%, den wir an dieser
Stelle mit Z4* bezeichnen, die Ordinaten gezogen. Die Flichenberechnung ergibt :

1.011(0025-- 0:068) = — 00051
1.024. 0068 = — 00082
3.062. 0080 = + 00248
1.028. 0068 = — 0:0095
$.009. 0043 = —00019

2 f= -+ 00001

Aus der letzten Berechnungsweise geht hervor, dal man sich die ganze
Figur derart um einen Kreiszylinder herumgelegt denken kann, daf die Aus
gleichungsgerade zur Leitlinie wird und der Punkt 7 mit dem Punkte /3’ zu-
sammenfillt. Diese Ueberlegung gibt uns eine Handhabe, unsere allgemeine
Formel auch auf den Fall der direkten Beobachtungen anzuwenden. Liegen zur
Bestimmung einer unbekannten GréfBe mehrere unmittelbar erhaltene Beobach-
tungen 4, 4, . . . /, vor, so ist der wahrscheinlichste Wert der Unbekannten
das arithmetische Mittel. Es soll nun derjenige Mittelwert, welcher die Beobach-
tungsergebnisse nach dem Prinzip der gleichen Zu- und Abgangsflichen aus-
gleicht, das ist das passendste Mittel, gesucht werden.

Trigt man von der Abszissenachse aus in beliebiger Ordnung alle Beobach-
tungen 4, 4, . . . /, und am Schlusse nochmals 4 auf, und zwar in gleichen
Abstinden als Lingeneinheit, so erhalten in der allgemeinen Formel fiir § die
Groflen 2 der Reihe nach die Werte ’

Fi=lpaaa =278 =3, L A y==nEL
es geht also # in 241 iiber und unsere Formel vereinfacht sich wie folgt:
E {24, +3vF4u,+. . .+(n+])v,,+(ﬂj~_1)ﬂa} —{Z’x+"'=+27’=+- . -'*'(’_‘_'__l)”.'!_"'_f.z_’é}
—2(r+1—1)
EL 2(9,-[—7/,_-}—2/,—}- .__.__,_+‘v,.) 5, =__[zi]_ =« iy,

—2n ”
Denkt man sich simtliche Beobachtungen, wie in Fig. 4 skizziert, auf
24U Z.Y““defﬁﬁche in gleichen Abstinden aufgetragen und die Zylinderfliche
autgewickelt, so liefert die direkte Entwicklung das gleiche Ergebnis:
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(@ 42428
3ot os4-28)

3@t 28
Summe: [v]4+#2&=0 und £=0.

Damit ist erwiesen, duff das arithmetische Mittel zugleich das
passendste ist.

& <
Z ' ! | '
R o : ‘ K
2; e = B, A6 24
H I 1 ! I !
fag. ¢
Beispiel zu Fig. 4:
11=L+2 'L’1=__3
l.=L+4-2 = —13
ls=L-+}+6 vy =1
4=L—E~7 'f’4=+2
At n=13
A=L+5 [v]) =
SA=1 0 F 04D F L@ F3) 1.3 )= 4875
S(—)=3+4.3.34+1.3.% = 4875

3 f = 0000

Uber drei Orientierungsinstrumente.

(Bemerkungen zu dem Aufsatze von Prof. Dr. Ehrenfeucht im Hefte 3 der «Oster-

reichischen Zeitschrift fir Vermessungswesen», Jahrgang 1911))
Von E. Fox, Oberhergamismarkscheider in Clausthal,

Die in Heft 3, Jahrgang 1911 diéser Zeitschrift verdffentlichte Untersuchung
von Professor Dr. Ehrenfeucht-Riga «Uber drei Qrientierungsinstrumente» ist
durch Mitteilung der Ergebnisse eines reichen Beobachtungsmaterials besonders
wertvoll. Auffallen mufite dabei aber die auflerordentlich stark verschiedene Be-
wertung, welche die behandelten drei Instrumente (I Kollimator nach Borchers,
II Quarzfadenmagnetometer von Fennel und III Spiegeldeklinatorium nach
Schmidt-Neumayer) zuerst als Variometer und zum Schlusse als Orientierungs-
instrumente nach diesen Beobachtungen erfahren miissen. Es sind die mittleren

Fehler einer Bestimmung des Standes des Magneten mit diesen Instrumenten
beziehentlich

U, = j: 7'0“, w, = j: 9-7“) Wy = :t 22'2“. e (7) S 88 a. a. O



