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Über die geodätische Linie

Siegmund Wellisch 1

1 Bauinspektor der Stadt Wien
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Wir glauben auch, nicht unbescheiden zu sein, wenn wir manche Erfolge 
der Geometerschaft in den letzten Jahren nicht zuletzt auf unser publizistisches 

Wirken zurückführen. 
Die vielen neuen Freunde, die unsere Zeitschrift seit ihrem ersten Er­

scheinen im Laufe der Jahre sowohl im In- als auch im Auslande gewonnen hat, 
sind uns ein Beweis, daß die Wirksamkeit unseres Blattes anerkannt wurde; 
sie bieten aber auch die Gewähr für einen weiteren progressiven Ausbau unseres 
Arbeitsrahmens, da aus ihren Reihen gewiß noch zahlreiche wackere Mitarbeiter 
erstehen werden. 

So richten wir denn unsere Blicke von der Vergangenheit auf die Zukunft 
und hoffen, daß es uns gelingen wird, unseren Zielen noch näher zu kommen, 
unsere· Bemühungen noch wirksamer zu mach�n, zum Vorteile sowohl der geo­
dätischen Wissenschaft als auch der österreichischen Geometer. 

Schließlich erachtet es der unterzeichnete Redakteur als eine gebieterische 
Pflicht, der Verdienste zu gedenken, welche die früheren Redakteure: Ober­
geometer M. R e i n i s c h, J. B e r a n, L. v. Kl a t e c k i  um unsere Zeitschrift 
besitzen, dem Mitredakteur Ingenieur S. W e 11 i s c h für seine werktätige Unter­
stützung in den zwei verflossenen Jahren und allen Mitarbeitern, die sein redliches 
Streben in den verflossenen fünf Jahren unterstützt und gefördert haben, seinen 
herzlichen und aufrichtigen Dank auszusprechen, mit der Bitte zugleich, sie mögen 
auch in Zukunft treue Freunde des Blattes bleiben. Prof. E. D o 1eza1. 

Über die geodätische Linie. 
Von S. Welllsch. 

1. 
Die Entstehungsweise der geodätischen Linie. 

Betrachtet man zwei Punkte A und B auf der Oberfläche des Erdsphäro­
ides unter verschiedenen Breiten und denkt sich in diesen Punkten die Flächen­
normalen errichtet, so schneiden diese die Erdachse nicht in einem und demselben 
Punkte. Legt man daher durch A eine Vertikalebene, welche auch durch B hin­
durchgeht, so kann sie die Ffächennormale im Punkte B nicht enthalten. Ander­
seits kann die in B errichtete Vertikalebene, welche auch den Punkt A enthält, 
in diesem Punkte nicht vertikal stehen. Beide Vertikalebenen können daher auch 
nicht zusammenfallen; sie werden vielmehr die Sphäroidoberfiäche in zwei durch 
A und B gehenden e b e n e n  Kurven (elliptischen Bögen) schneiden, welche sich 
nicht decken. 

Um das Entstehen der beiden Normalschnitte anschaulich zur Darstellun<Y h 
zu bringen, denken wir uns in Fig. 1 die beiden Flächenelemente, welche die 

Punkte A und ß tragen, tangential erweitert und, da diese verlängerten Ebenen 

E1 und E� nicht zusammenfallen können, in der Kante T T' zum Schnitt gebracht. 

Errichtet man in A die Ffüchennormale A A' senkrecht zu E1 und legt durch 

diese und .den Punkt B die Normalebene N;, so werden die Ebenen E1 und l!.2 
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in dem Linienzuge At B gesclmitten. Die durch clie Flächennorm.al� B B1 des 
Punktes B und den Punkt A gelegte NormaJe.b en� N2,_ welche_ senkrecht auf .l!..2: 
steht, schneidet die beiden Ebenen E1 und E2 in dem_ Linieu_zuge ß t' A. Die 
gerade Verbindungslinie AB, welche die Ebenen E1 und_ l!,� in den Punkten A 
und B durchdringt, stellt die Schnittlinie der beiden Normalschni ttebenen N;, und 
N2 dar; sie bildet mit der Kante T T' ei

.
n Paar sich- kreuzende Ge�ade._ 

·' 

Fig. I. 

Da zwischen zwei Punkten auf einer krummen Ffäche, wie .später nachge· 
wiesen werden wird, im a llgemeinen nur e i n e  k

.
ürzeste Verbindungslinie. gezogen. 

werden kann und kein Grund. vorliegt, einem_ der beiden Normalschnitte vor, d�m„ 

anderen eine ausgezeichnete Eigenschaft beizuleo-en, so mag schon jetzt betont: 
werden, daß weder der eine noch der andere 

h
der beiden N9rmals�hnitte den 

kürzesten Weg· zwischen den beiden Punkten auf d�r. Erdoberfläche beze_ichnet. 
Dieser wird vielmehr im allo-emeinen zwischen den beiden .Normalschnitten yer· · 

h . . - . . 
laufen und demµach eine Kurve doppelter Krüm_mung bild�n : (Ber Ausnahms.fall„ 
daß beide E_ndpunkte in  gleichen-_B_reiten liegen, soll außer Betracht bl�ibe1,1.} ·: 

Die geodätische Elementaraufgabe, von einem gegebenen Punkte. aus 10·­

vorgeschriebener Richtung einen Linienzug abzus�ecken, wir_d im Sinne __ der. g�o-. 
d�itischen Praxis mit Hilfe eines Theodolits o-eiöst . Geschieht -die Theodqltt· . . h . -
Ausrichtung in einer. Ebene, so ist . der_ abgesteckte Linienzug .. eine. Ger�de, er� 



fol'gt sie auf einer Kugeloberfläche, so ist der Linienzug ein größter Kreisbogen, 
wird j"edoch die sphäroidische Erdoberfläche zu Grunde gelegt, so entsteht eine 
Kurve doppelter Krümmung-, welche die g e o  d ä t i s c h e Li n i e genannt wird. 
Es stell'en daher die Gerad'e und der größte Kugelkreisbogen auch geodätische 

Linien, af>er speziell'e Fälle derselben dar. 
Die Bezeichnung als «geodätische Linie», wofür Ga u ß  in den Di s q u i -

s i t i o n e s  g e n e r a l e s  c i r c a  s u p e r f i c i e s  c urv a s  nur den Ausdruck «linea 
brevissimal, d. i. kürzeste Linie gebraucht, rührt von ihrer Entstehungsweise her, 
vermöge welcher sie die durch den geodätischen Vorgang des Absteckens erlangte 
Eigenschaft besitzt, daß mindestens drei aufeinanderfolgende Punkte der Linie, 
nämlich der Theodolit-Standpunkt und die zu beiden Seiten gelegenen Zielpunkte 
einer und derselben Vertikalebene angehören. Während bei der Geraden und 
dem größten Kreisbogen nicht nur drei aufeinanderfolgende Punkte, sondern 
sämtliche Punkte in derselben Vertikalebene zu liegen kommen, sind bei der 
geodätischen Linie doppelter Krümmung nur drei unendlich nahe liegende Punkte 
oder zwei benachbarte Linienelemente in einer Vertikalebene gelegen, welche 
die S c·h m i e g un g s  e b e n e  genannt wird. 

Um zu beweisen, daß ein vierter Punkt der geodätischen Linie nicht mehr 
in der Schmiegungsebene der drei vorhergehenden Punkte liegen kann, verfolgen 
wir die geodätische Kurve bei ihrer schrittweisen Absteckung. Um von dem 
Punkte A aus in gegebener Richtung nach B einen Linienzug auszurichten, wird 
über A der Theodolit mit vertikalerJnstrumentenachse aufgestellt, der Vertikal­
faden in die vorgezeichnete Richtung nach B gebracht und durch Kippen des 
Fernrohres ein Zwischenpunkt a auf der sphäroidischen Erdoberfläche bezeichnet. 
Dies geschieht im Sinne der geodätischen Praxis in der Weise, daß be� a ein 
Visierstab durch Einweisen in die verlangte Richtung gebracht wird, wobei jedoch 
nicht außer Acht gelassen werden darf, daß dann nur der Fußpunkt des Visier­
stabes von dem Vertikalfaden des Fernrohres gedeckt wird, daß aber der Stab 
selbst, obgleich ihn der Gehilfe in a vollkommen vertikal hält, mit dem Vertikal­
faden einen kleinen Winkel bilden muß, weil ja die beiden Normalen in A und 
a nicht in dieselbe Vertikalebene fallen. Der auf diese Weise abgesteckte Punkt 
a gefö:frt alSo- auch der Vertikalschnittlinie in der Richtung von A' nach B an. 
(Geht man in umgekehrter Richtung von B aus nach A vor, so erkennt man, 
daß d'er ernte von B aus abgesteckte Punkt a' der geodätischen Linie in der 
Norma�sennittfi:ni-e von B nach A liegen muß.) 

Im zweiten Stadium der geodätischen Absteckung gelangt der Theodolit 
na-ch f1', wo �en Instrumentenachse vertikal gestellt, a1s0 in dieselbe Lage 
gebradH wi'rc.F, dfä· zuvor du Visierstab daselbst inne hatte und die daher mit 
der ersten Vertikal-ebene· des Punktes A' einen kleinen Winkel bilden wird. Der 
Visierstab- hingegen wird in A vertikal aufgestellt, wo er dieselbe Lage einnimmt, 
wie ursprünglieh d'i'e· fnstrumentenachse. Wird nun das Fernrohr nach A gerichtet, 
so· ist zttnä:dist zu beachten, d-aß· die Kippebene desselben nicht mehr identisch 
ist mit jener im Punkte A und daß die Schn·ittlinie beider Kippebenen die gerade 

Verbind'ungslini"e Aa ist. Diese Schnittlinie gehört sowohl der Vertikalebene in 
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A als auch der Vertikalebene in a an, weshalb auch den Punkten A und a:die­
selbe Zugehörigkeit zukommt. Wird nun we i ters das Fernrohr in a durchgeschlagen 
und ein zweiter Zwischenpunkt b auf der sphäroidischen Oberfläche bezeichnet, 
so ist es einleuchtend, daß der Punkt b nicht mebr in der Normalscbnittlinie 
A a B, sondern abseits davon zu l iegen kommeu- mu'ß, weil ja die vertikale Um­
drehungsachse des Theodolits im Standpunkte a ni'Cht mehr in der Nomial­
schnittebene A a B gelegen ist, sondern eben nur den einzigen Punkt a mit 'der­
selben gemeinsam hat, sonst aber um einen kleinen Winkel von ihr abweicht. 
Es ist aber auch einleuchtend, daß die drei Punkte A a o in einer und tlerse'lben 
Vertikalebene, n ämlich in der Kippebene des Theodolits im Standpunkte a liegen 
müssen , wobei jedoch n icht übersehen werden darf, daß be1 dem Rüc'kbHck naoh 
A eben nur der Fußpunkt A des ersten Visierstab·es und bei d·em Vor-Mick nach 
b eben nur der Fußpunkt b des zweiten Visierstabes von dem Vertikaffaden ties 
Instrumentes zur DeckunCY gelangen daß aber die Vis1erstäbe seihst) und zwar ' l::> , 

der eine nach links, der andere nach rechts um den wiederholt erwähnten kleinen 
Winkel aus der Kippebene des Instrumen tes herausgedreht erscheinen. 

B 

Fig. 2. 

Bringt man nun den Theodolit im dritten Stadium der Absteckungsarbeit 

vertikal über l', zielt zurück nach a, schlägt das Fernrohr durch und . fixier� 
einen vierten Punkt c der Erdoberfläche, so l iegen allerdings, wie früher die dret 

Punkte A ab in der Vertikalebene des Punktes a nunmehr die drei Punkteabc 
' 

in der jetzigen Vertikalebene des Punktes b, der Punkt A jedoch kann der letz-

teren Ebene nicht mehr angehören,  denn die beiden durch Aab und abc. be­
stimmten Schmiegungsebenen haben wohl die Schnittlinie ab der beiden rn a 
und b errichteten Normalebenen gemeinsam, die beiden anderen Elemente A a 
und b c erscheinen jedoch um unseren kleinen Winkel im horizontalen Sinne von 
einander abgelenkt, weil die vertikale Kipvebene im Standpunkte b die Normalen 
der Punkte a und c gerade in  der Erdoberfläche selbst, die Normale von A a�.er 

bereits außerhalb dieser Fläche schneidet während sie die Normale in b natur-
' 

li�h vollständi� in sich enthält. 
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II. 

Die Definition der geodätischen Linie. 

Bei .der Verschiedenartigkeit der F ormulierung der für die geodätische 
. Linie bestehenden Definitionen sei es hier unternommen, die unterschiedlichen Er­

. klärungsweisen auf möglichst einfachem und elementarem Wege in mathematischen 

. Einklang zu bringen. 
· . ,Die geodätische Linie zwischen zwei irgend einer krummen Fltiche ange­

:hör�nden Punkten wird in geodätischen Werken definiert als d i ejen i g e  Ku rve, 

}V e l c h e i n j e d e m P u n k t e m i t i r g e n d e i n e r a n d i e s e m P u n k t e 
g e l e g te n  F l ä c h e nta n g e n t e  g l e i c h e Sc h e i t el w i n k e l  b i l d e t. 

Diese Definition entspringt de(gcdachten Entstehungsweise der geodtitischen 
Linie durch fortgesetztes punktweises Einweisen auf der krummen Fläche, ebenso 
wie eine gerade Linie durch schrittweises Abstecken in der Ebene erhalten wird. 
Es ist daher eine sehr zutreffende Ausdrucksweise, wenn So 1 d n e r  in der «Monat­
lichen Korrespondenz zur Beförderung der Erd- und Himmelskunde», 1805, § 7, 
die geodätische Linie als eine « g e o  d ä t i s c h g e r a d e  Li n i e» bezeichnet oder 
wenn sie Hel m e  r t in den « Mathem. Theorien der höheren Geod�isie», 1880, 
S. 70, «di e g e r a d e  L i n ie d e s  Ge o<l�it e n» nennt. 

Die Identität der geodätischen Linie mit dem kürzesten Linienzuge hat 

Jo r da n  in seinem «Handbuch der Verme�sungskunde», III, 1896, § 70, durch 

Differentiation der zwischen zwei Punkten einer krummen FHiche allgemein gültigen 
Bedingungsgleichung, Kl i n g a t s c h  in der «Zeitschr. f. Verm.», XXVI, 1897, 

S. 614, mit Zuhilfenahme eines bifokalen Rotationsellipsoides und eines Rotations­
Doppelkegels und C z u  b e r  in den «Vorlesungen über Differential-�und Integral­
rechnung», 1898, II, S. 387, durch die Variationsrechnung nachgewiesen. Im 
Nachstehenden sei nun zunächst gezeigt, daß dieser Beweis auch mit ganz 
e 1 e m e n t a r e n .Mitteln gefü hrt werden kann. 

T 

B 
Fig. 3. 
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Sind A T T' und B T T1 in Fig. 4 zwei mit der Seite T T1 aneinander­
stoßende lpemente einer krumm�n Fläche, die man im Vergleiche zur Krümmung 
der Fläche als eben betrachten kann, z. B. zwei kleine Dreiecke eines Trian­
gulierungsnetzes, und stellt A Ta B die geodätische Linie zwischen A und B und 
die gemei11same Dreiecksseite TT' die Schnittkan'te der beiden Dreiecksebenen 
b� und l:;,2 dar, so nimmt der Schnittpunkt 70 der geodätischen Linie mit der 
Kante TT' auf der letzteren eine solche Lage ein, daß die Scheitelwinkel cp und 
lf.! einander gleich werden. Wird daher die Ebene E� um die Schnittkante TT' 
so lange gedreht, bis sie mit der Erweiterung der Ebene E1 zusammenfällt, so 
daß der Endpunkt H durch diese Drehung um den Drehungsmittelpunkt a nach 
b gelangt und bei a der Neigungswinkel r der beiden Ebenen E1 und E2 er­
scheint, so muß vermöge der Gleichheit der Scheitelwinkel das aufgedrehte Element 
Tub mit dem unverändert gelassenen Elemente A 1� eine G e r a d e  bilden. 

Die geod�itische Linie könnte daher auch nach dieser Auffassung definiert 
werden als d i e je n i g e K u rve, d e r e n  j e d e s  E 1 e m e n t g 1 e i c h i s t  d e r  i n  
d i e  Ta n g e n t i a l e b e n e  d e s  vo r h e r g e h e n d e n  E le m e n t e s  u m g e l e g t e n  
V e r  1 ä n g e r  u n g d i e s  e s E 1 e m e n t e s. _ 

In dem ebenen Vierecke A Tb T' ist Ta der Schnittpunkt beider Diagonalen. 
Da in einem Vierecke die Diaaonale stets kürzer ist als die Summe der beiden 

b 
ihr gegenüberliegenden Seiten, so ist 

Ab=A To+Tob=ATo+ 70B 
immer kürzer als die Summe: 

AT-'t-Tb=A T+TB 
oder: AT'+ T'b=A T' + T'B 

oder auch: A t-j-tb=At+tB u. s. w., 
womit dargetan ist, daß d i e  g e o dä t i s c h e  Li n i e  iin a l l g e m e i n e n  d e n  
k ü rz e ste n  We g zwi s c h e n  z w e i  Pu n k t e n  a u f  e i n e r k r u m m e n  
F 1 ä c h e b e z e i c h n e t  und daß es zwischen zwei Punkten ,nur eine mit der 
geodätischen Linie identische Kürzeste gibt. 

Dieser Beweis läßt sich auch durch Betrachtung der beiden Geraden A B  
und T T' in Fig. 1 leicht erbringen, indem nachgewiesen werden kann, daß die 
Normale von 'l� auf AB den kürzesten Abstand der beiden sich kreuzenden 
Geraden A B  und TT1 darstellt und daß unter allen von der gemeinschaftlichen 
Grundlinie Aß und irgend einem Punkte der Kante TT' gebildeten Dreiec�en 
das Dreieck A B  Ta die kürzeste Höhe oder den geringsten Flächeninhalt. besitzt 
und daß daher die Summe der der Grundlinie A B gegenüberliegenden Seiten 

A To+ ToB 
bei diesem Dreiecke ein Minimum ist. 

Wegen dieser charakteristischen Eigenschaft ist man nach Sc h e 11 (Theorie 
der Bewegung und der Kräfte) auch berechtigt, d i e  g e o dä t i s c h e Li n i e al s  
d i e  Gl e i c h g ewi c h t s f i g u r  e i n e s  ü b er e i n e  Fl ä c h e  h i n  g e s?a n�t e n 
Fa d e n s  zu definieren, welchen Gedanken auch schon Dr. Ba rf uß m semem 
�Handbuch der Meßkunde » 1 84 7 ausgesprochen hat. 
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Übergehend auf eine stetig gekrümmte Fläche wird der Linienzug A T0 B 
im allgemeinen eine Kurve doppelter Krümmung, die Kante TT1 eine Tangente 
an der krummen FHiche und der Punkt T0 der Tangentenberührungspunkt der 
geodätischen Kurve. Die durch A 1� B gelegte Ebene wird zur Schmiegungsebene, 
welche die beiden in T0 zusammentreffenden Elemente der geodätischen Linie 
enthält, auf der Flächentangentialebene senkrecht steht und die durch die Flächen­
tangente gehende Flächennormalebene in der Flächennormalen schneidet. 

Man kann daher nach C z u  b e r  folgende Definitionen für die geodätische 
Linie aufstellen: 

cUn t e r  e i n e r g e o d�it i s c h e n  Li n i e  i s t  e i n e  s o l c h e  K u rve a u f  
d e r F l ä c h e  zu v e r s t e h e n, d e r e n  S c h mi e g u n g s e b e n e  s e nkr e c h t  i s t  
z u r  Ta n g e n t i a l e b e n e  d e r  F l äc h e  in d e m  b e t r eff e n d e n  P u n k t e; 
oder s i e  i s t  e i n e  s o l c h e  K u r v e, b e i  w e l c h e r  i n  je d e m  Pu n k t e  d i e  
Haup t n o r m  a 1 e i n  d i e  No r m  a 1 e d e r  F 1 ä c h e f ä  1 1  t., 

Die bedingungslos jeder ebenen Kurve zukommende Eigenschaft betreffend 
die Gleichheit der Scheitelwinkel vermag also nicht jede beliebige Kurve doppelter 
Krümmung aufzuweisen, sondern nur diejenige, deren zwei unmittelbar auf ein­
ander folgende Elemente in einer Ebene liegen, welche auch die Flächennormale 
des Berührungspunktes 7� in sich enthält, was nur bei der geodätischen Linie zutrifft. 

Da für unendlich kleine Elemente der Kreisbogen B b (Fig. 3) in die Flächen­
normale des Punktes B übergeht, so lautet alsdann der aus der Gleichheit der 
Scheitelwinkel und der zweiten Definition hervorgehende, für die Ableitung der 
Differentialgleichung der geodätischen Linie grundlegende Satz: Be i d e r  g e o  -
d ä tischen L i n i e i s t  vo n z w e i  z u s a m m e n s t oße n d e n, u n e n d l i c h  
k l e i n e n  E l e m e n t e n  d a s  e i ne E l e m e n t  i m m e r  gle i c h  d e r  a u f  d i e  
kr u m m e  F 1 ä c h e p r o j izi e r t e n  V e r l  ä n g e r u  n g d e s  a n d e r e n  E 1 e m e n t e s. 
In diesem Sinne erscheint auch die geodätische Linie von Dr. G r u n e r  t in 
seinen <Elementen <ler ebenen, sphärischen und sph�irodischen Trigonometrie> 
S. 243) zum� rsten Male definiert. 

Neumessung des Grundbesitzes der k. u. k. militär­
aeronautischen Anstalt in Fischamend. 

Von Obergeometer L .  Mielichhofer, beh. autor. Geometer i n  Wien. 

Der geometrischen Aufnahme des vom k. u. k. Militärärar in Fischamend 
angekauften Grundbesitzes ist ein Dreiecksnetz, gebildet durch die trigonometri­
schen Punkte 1 bis 7 ,  zugrunde gelegt. 

Jn diesem Dreiecksnetze wurden alle Winkel je zweimal mit dreifacher 
Repetition gemessen und die l\'lessungswidersprüche nach der l\Iethode der 
kleinsten Quadrate ausgeglichen. 

Die Orientierung des Dreiecksnetzes im Koordinatensystem «Set. Stefan» 
des Grundsteuerkatasters geschah mit Benützung der Katasterkoordinaten der 
tri�onometrischen Punkte «Kirche Dorf t'ischamend (Pct))) unq «l<ircµe Markt 


