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Österreichische Zeitschrift für Vermessungswesen 9 (9), S. 285–288

1911

BibTEX:

@ARTICLE{Laska_VGI_191138,

Title = {{\"U}ber graphische Aufl{\"o}sung von {\"u}berz{\"a}hligen linearen

Gleichungen zwischen zwei Unbekannten},

Author = {L{\’a}ska, W.},

Journal = {{\"O}sterreichische Zeitschrift f{\"u}r Vermessungswesen},

Pages = {285--288},

Number = {9},

Year = {1911},

Volume = {9}

}



285  

d i e  Lote s berechnen können,  aber kein Mi t te l  i n  d e r  Hand h aben , auf cJ i e  Li-Lnge 
der Polabstände r zu sch l ießen , nachdem wir den Polvektor R ni ch t k e n n e n .  So 

kann es komm en , daß u nsere ganze Näherun gsarbei t  vergeb l i ch ist : wir k o m m en 

n i c h t  v orw�irts, d ie  Quadratsu m m e  der Absoluten wil l  nicht kle i ner werd e n .  D ie  
im fo lo·en<len behandel te n  Verfahren he lfen d i esem Ü belstande ab .  

0 

N e u e  E b e n e n . Aus d en gegebenen G l e i c h u n g e n G1 02 . . . kl. in n c n  

wir au ch beliebig v i el n eu e  G leichungen G ablei ten,  u .  zw . als Summ englei c h u n ge n  

n ach d e m  Schema 
G = u 01 + V G, + . . .  

\t\Tir kön n ten ebensogu t sagen : aus d e n  al t en E b e n e n l.:!:, E2 . . .  können w i r  
beliebig ·viel neue Ebenen E ab le i ten , oder aus d e n  alten S t  r a h 1 e n 51 S� . . . 

kö nnen w i r  n eu e S t rah len ablei ten . Die abg·eleitetcn Ebenen  gehen al le d u rch 
P0 un d d i e  abgele i te ten  �trah len  geben al le i n  der Lo tkug·el neue Lot punk t e  p 
u .  s. w „  u nd wie w i r  den ·wan derpunkt  :tu f d i e  al ten E b e n en proj iz ieren ,  so 
kön ne n w i r  i h n  au c h  au f d i e  n euen Ebe n en proj izieren , u m  dem Fe rnpu n k t  I �i 
n äher zu kom men . N u n  gib t  es l\fothod en , aus mehreren al ten Ebenen ( I 1 G2 • „ . 

pla n m äßig ein e  neue Ebene G abzulei t e n ,  die  s ich er b e s s e r  ist,  als di b e s t e  
der Kom pon n teneben e n ,  d .  h .  e i n e n  besseren föihcrnngspu n k t  p gibt ,  als die 
beste der verwen de ten Ebenen . Da l iegt der G e danke n ahe ,  zu1ükhst nicht  z u  
proj izieren ,  sondern erst p.lan m�ißig· aus den gegeb enen G l ei c h u ngen im m er bes.'ere 

Ebenengle ich ungen abzul ei te n ,  u n d e rs t  w e n n  wir e ine  seh r g u t e  E ben e g-e l u n de n  
z u  h ab e n  glau ben , den  Wan derpunk1' auf s i e  z u  proj izieren .  D a n n  s i n d  w i r  m it 
e i ne m Schlage dem Fern punk t e  P0 sehr nahe gekommen.  

Es soll- nun  gesagt werd en , wie man aus  a l ten  G le i  hungen s i c h  c r bessere 
Ebeneno· le ichu ngen abl ei ten kann ,  u n d  wir beginnen mi t der  A b l e i tung e iner  

besseren Gleiclntng aus z w e i  G l eichunge n .  
(Fortsetzung, resp. Schluß folgt.) 

Über graphische Auflösung von überzäh l igen l i nearen 
G leich ungen zwischen zwei U nbekannten.  

Von Prof. D r .  W. Laska i n  Prng. 
Es sei die gntphische Darste l lung ei nes System von l i near n Glei  hunge n : 

a„ x -j- /;k y +· c„ = 0 k = l , 2, 3 ,  . . . 1t 

g'egebe n .  Eine j ede Gleichung wird darin durch eine G erade darges tellt ,  welche 
i n  der Fig. l e in fach m i t  dem Index. 1 ,  2 ,  3 ,  4 bezeichnet erscheint .  

Um g·enäherte Werte für  .:r und y graphisch zu fi n den , suchen w i r  d i e so
gen annte Korrelation dieser Dn:rstellung auf. Durch sie werden d i e  G eraden i n  

Punkte yerwandel t und man erhält  eine n ahezu gerade Punktfolge,  sobald d ie  
urprüng lic h en Gerade n  sich i n · nahezu einem Punkte schneiden.  

· Dadurch wird d i e  Auff indung· von plausiblen x- und J'-\Vc r ten offenbar 
wesen tl ich erl i ch tcrt . D as Ziehen der Geraden M N  i n  der F1g.  2 stel l t  niiml ich 
ein gut defi n iertes geometrisches Problem dar, während d i e  A u ffi n d u n g  des pl au-
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Ftg. I. 

sibelsten Punktes in der Fig. 1 erst besonderer Erwägungen bedarf. Vermehrt 

sich wei ters die . Zahl der Geraden i n  der Fig. 1 ,  so wird das Bild ein ver
w-orrenes, während umgekehrt in der Fig. 2 die Vermehrung der Punktezah l n u r  

höchst wffnschenswert erscheint
. 

Fig. 2, 

-p 
]) 
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U m  eine bequeme Korrelationsfigur z u  erhal ten , wähle m a n  (si eh e Fig. 2) 
zwei Punkte 011, Ov un d ziehe die Verb indungsgerade un d auf diese i n  den er
wäh nten Punkten die  Senkrechten (+ U- U) (-f- V - V). 

Um den d er Geraden A B == 1 in der l'ig. l en tspreche n d en Pun kt  1 i n  

d.er Fig. 2 zu  fi nden, trage man 
0 A (Fig. 1) = 011 A' (Fig. 2) 
0 B (Fig. 1 )  = 0, B ·  (Fig·. 2), 

ziehe h i erau f die Verbindungsgeraden 011 B1 un d  Ov A', deren Sch n i t tpunk t 1 der  

Gesu chte ist.  Er tellt das korrelative B i ld der Geraden 1 -'--" A B i n  der Fig . 1 dar. 
Um analog den Punkt 3 in der Fig. 2 zu erhal ten, we lcher der Geraden C D  

in der Fig. 1 . entspricht, trage man 
Ov D' (Fig. 2) = 0 D (Fig. 1 )  
0„ C1 (Fig. 2) = 0 C (Fig. 1 ) , 

der Schnit tpunkt 3 (Vig. 2) der Verbindungslin ien 011 C1 und 011 D' ist das Korrelat 
der Geraden 3 == C JJ in der Fig. 1 .  So erg-eben sich die Punkte 1 ,  2 ,  3 ,  4 der 
Fig. 2 .  

Zieht man (etwa n ach d e m  Augenmaß) d i e ihnen am besten entsprechende 
G erade Jl1 N (in der Fig. 2) und schne idet diese die U- resp . die V-Gerade in  
dem Punkte M resp . N, so wird 

O„ M =  X O, N = y. 
Diese korrelative Transformation hat eine große Bedeutung-, w ei l  sie er

möglicht,  konstante Fehler in den Beobachtungen sofort zu übersehen .  

Weichen - nämlich d ie  Punkte dem Zufallsgesetze gemäß von einer Geraden 

ab, dann sind konstante Fehler nicht wahrscheinlich. Anders stent sich die Sache 

dar, sobald die Punkte eine regelmäßige Gruppierung zeigen1 indem sie beispiels

weise sich mehr einer Kurve, als einer Geraden anschmiegen. Dann ist der Ver
dacht au f einen konstant wirkenden Fehler gerechtfertigt un d die Form der 

Kurve wird sichere Fingerzeige geben zu seiner Aufdeckung. 
Bisher haben wir angenommen, daß allen Geraden das i;; loiche Gewicht zu

kommt. Dies ist ni cht immer der Fall. Wenn beispielsweise ein System von 
numerischen Gleichungen gegeben ist,  dann stellen sich Gewichte von selbst ei11 . - Denn um das System zeichnen zu können, muß man es auf die Form 

(JJ )' • • ---- + ---- = 1 mit dem Gewicht ck k = 1 ,  2, . . . n .  
- ck - ck 

a.k bk 
bringen. Dadurch erh al ten die einzelnen Punkte v rsch iedene Gewichte . In dies m 
Falle kann man das Pro bl em in zweifacher Weise in Angriff nehmen. Man kan n 

erstens in der Fig. 2 den einzeln en Punkten die Gewich te ck zuordnen . Dann 
führen die M i ttel ,  w elche uns M ö b i u s i n  seinem baryzentrischen Kalkül gel iefert 
hat, a J lenfalls zu ein er bequemen Lösung des Problems. Legt: man zweitens die 

Fig. l zu G runde, dann kann ein e  j ede Gerade dieser Figur als die Spur einer 

Ebene aufgefaßt werd e n ,  d eren N eigungswi nkel 2·..,. gegen die Ebene tfor Zeichnung 

durch die Gleichung 
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gegeben ist. Die orthogon al e Projektion der Schn i ttgeraden dieser Ebenen gibt 
dann e ine Geradenschaar, in welch er die einzelnen Geraden glei che Gewichte 
haben . D iese lassen si cl1 mit Hilfe der Grundsätze der Theorie der kotierten 
Projekti o n  leicht zeich nen.  

Nachtrag z u r  g raphostatischen Ausgle ichung 
l inear ge messener Fig u ren.  

H rr Professor E. H a m m e r  hat i m  19 .  Heft d er � Ze i tsch rift für Ver
m essu ngswesen,� l 9 1 1 eine Abhan dlung » Z u r  Ausgl eichung von ' treckennetzen « 

veröffentlicht,  welche sich auch auf die Berechnung des m i t t l e r e n  l' e h l e r s 111 L der Gewichtseinhe i t  erstreckt, was i ch s. Z. i n d em Artikel » G raphostatische· 
Ausgleichung linear gemessener Figuren « ( 1 .  Heft 19 1 1 der östel"I". Zeitsch rift) 
un terlassen hatte.  

Da 1nl = v[P ;vj, worin B die Anzahl d e r  Bedingungsgl ei chungen oder 

: den G r a d  d er s t a t i s c h e n U n b e s t i m m t h e i t  bedeutet, lrn„n<lelt  es sich nur  

dar:um , den Ausdruck [P 11 v] , oder, was dasselbe ist, [ �� ] au f dem Weg der  

Mechanik zu erm itteln .  Setz t m an alle Quersch ni t tsfüichen F = 1 nnd E = 1 ,  

so bedeutet } [ ·�· -] die Deformationsarbeit [ A] des Fach ' erks. Diese ist aber 

bekan ntlich halb so groß als die von den äußeren Kräften P geleistete virtuelle 

Verschiebungsarbeit  A • .  Die » i n nere « A rbeit [A] ist n ä.m l ich ebenso groß als die  
w i rk l i.c h geleistete äußere Arbeit ,  weil an  Arbei t n i chts verlo ren gehen kann. 
Letztere ist abe.r gleich + A,. , weil die K räfte P von Nul l  aus stet ig w achsen d 

angenommen werden m üsse n ,  u m  das Fachwerk, oh ne  d ur chzuschwingen,  in d i e  
Gleichgewich tsl age zu führen, w�ihrend A,. m i t  d e n  a l s  konstant w irken den P 
berechnet  wird, so daß die Kräfte P n u r  m i t  i hrem halben Betrage für d ie  
Arbe i t  in  Bet rach t kommen. .  1) Es ist also 

-1- [ � ]  = ·i- P (! ve l  + l ti'a l l ,  folglich 

[ P 'v V ] = [ :• ] = P. (j Va j )  + 1 Vo 1 i ) .  
Mit  den Werten des ersten Beispieles meines Artikels erhält man [P 1.1 11] 

= 0·00024 5 7  (0·0080 + 0·0442) = o·oooo 1 283 u nd somit 

111• =·vrp�-;J =;;Y ö{)o oo 1 2s3 - 0 ·003ss 111. 

Die (etwas umsfünd l i ch ere) direkte Ermitt lung von [p v v] � (- :� ] aus den 

graphisch· bestimm ten Werten von v liefert [ p v ;1] = 0·00 00 1 2 65 un d d araus 

1J Vgl. S, W e l I i s.c h > !!' ehlerausglelchung 11ach <lem Prinzip des Gleichg-ewic11ts elastischer 
Sy�teme1• Osterr. Z�ltschr. f.  Verm. 1 904, S. 1 83 u .  1 84 


