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die Lote s berechnen kénnen, aber kein Mittel in der Hand haben, auf die Liinge
der Polabstinde » zu schlieBen, nachdem wir den Polvektor A’ nicht kennen. So
kann es kommen, daB unsere ganze Nitherungsarbeit vergeblich ist: wir kommen
nicht vorwirts, die Quadratsumme der Absoluten wi‘l_l nicht kleiner werden. Die
im folgenden hehandelten Verfubren helfen diesem Ubelstande ab.

Neue Ebenen. Aus den gegebenen Gleichungen Gh(is. .. Kinnen
wir auch belicbig viel neue Gleichungen 7 ableiten, u. zw. als Summengleichungen
niach dem Schema

G=ull+vG, ...

Wir kénnten ebensogut sagen: aus den alten Ebenen /2 74 .. . kinnen wir
beliebig viel neue Ebenen /£ ableiten, oder aus den alten Strahlen 5.5, . ..
kénnen wir neue Strahlen ableiten. Die abgeleiteten Ebenen gehen alle durch

o und die abgeleiteten Strahlen geben alle in der Lotkugel neve Lotpunkte 2
u. s. w,, und wie wir den \Wanderpunkt auf die alten Ebenen projizieren, so
konnen wir ihn auch auf die neuen Ebenen projizieren, um dem Fernpunkt /7,
niher zu kommen. Nun gibt es Methoden, aus mehreren alten Ebenen G,G, . ..
planmiillig eine neue Ebene (7 abzuleiten, die sicher besser ist; als die heste
der Komponentenebenen, d. h. einen besseren Niherungspunkt p gibt, als die
beste der verwendeten Ebenen. Da liegt der Gedanke nahe, zuniichst nicht zu
projizieren, sondern erst planmiiflig aus den gegebenen Gleichungen immer bessere
Ebenengleichungen abzuleiten, und erst wenn wir eine sehr gute Ebene gelunden
zu haben glauben, den Wanderpunkt auf sie zu projizieren. Dann sind wir mit
einem Schlage dem IFernpunkte /% sehr nahe gekommen.

Es soll nun gesagt werden, wie man aus alten Gleichungen sicher bessere
Ebenengleichungen ableiten kann, und wir beginnen mit der Ableitung einer
besseren Gleichung aus zwei Gleichungen.

(Fortsetzung, resp. Schiufl {olgt.)

Uber graphische Aufldsung von tiberzéhligen linearen

Gleichungen zwischen zwei Unbekannten.

Von Prof. Dr. W. Liska in Prag,
Es sei die graphische Darstellung eines Systems von linearen Gleichungen:
ax-+hyte=0 A=LTY 3 - %
gegeben. Eine jede Gleichung wird darin durch eine Gerade dargestellt, welche
im der Tig. | emfach mit dem Index 1, 2, 3, 4 bezeichnet erscheint.

Um genitherte Werte fiir 2 und y graphisch zu tinden, suchen wir die so-
genannte Korrelation dieser Darstellung auf.  Durch sie werden die Geraden in
Punkte verwandelt und man erhiilt eine nahezu gerade Punktlolge, sobald die
urpriin;;'lic}wﬂ Geraden sich innahezu einem Punkte schneiden.

Dadurch wird die Auffindung von plausiblen - und y-Werten offenbar
wesentlich erleichtert. Das Ziehen der Geraden A7V in der Fig. 2 stellt niimlich
ein gut definiertes geometrisches Problem dar, withrend die Auflindung des plau-
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Fig. 1.

sibelsten Punktes in der Fig. | erst besonderer Erwiigungen bedarf. Vermehrt
sich weiters die Zahl der Geraden in der Ilig. |, so wird das Bild ein ver-
worrenes, withrend umgekehrt in der Fig. 2 die Vermehrung der Punktezahl nur
héchst wiinschenswert erscheint.
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Um eine bequeme Korrelationsfigur zu erhalten, withle man (siehe Fig. 2)
zwei Punkte O, O, und ziehe die Verbindungsgerade und auf diese in den er-
withnten Punkten die Senkrechten (4 &/— U) (4 V' — ).

Um den der Geraden A5 == 1 in der Iig. | entsprechenden Punkt 1 in
der Iig. 2 zu finden, trage man

0 4 (Fig. ) = 0, A’ (Fig. 2)
0 B (Fig. 1) = 0, B (Fig. 2),

ziehe hierauf die Verbindungsgeraden O, B’ und O, A, deren Schnittpunkt I der
Gesuchte ist. Er stellt das korrelative Bild der Geraden 1 -~ A A in der Fig. 1 dar.

Um analog den Punkt 3 in der Iig. 2 zu erhalten, welcher der Geraden ¢ /2

in der Fig. 1 entspricht, trage man

O, D¢ (Fig. 2) = 0D (Fig. 1)

.0 g 2) =0 ¢ (Fig. 1),
der Schuittpunkt 3 (I'ig. 2) der Verbindungslinien ), ¢* und O, I ist das Korrelat
der Geraden 3 == C' 0 in der Fig. 1. So ergeben sich die Punkte 1, 2, 3, 4 der
g 2,

Zieht man (etwa nach dem Augenmafl) dic ihnen am besten entsprechende
Gerade MV (in der Fig. 2) und schncidet diese die (- resp. die F-Gerade in
dem Punkte A4 resp. &V, so wird

OM=x O,N=y.

Diese korrelative Transformation hat eine grofie Bedeutung, weil sie er-
moglicht, konstante IFehler in den Beobachtungen sofort zu iibersehen.

Weichen nimlich die Punkte dem Zufallsgesetze gemiil von einer Geraden
ab, dann sind konstante Fehler nicht wahrscheinlich. Anders stellt sich die Sache
dur, sobald die Punkte eine regelmiBige Gruppierung zeigen, indem sie beispiels-
weise sich mehr einer Kurve, als einer Geraden anschmiegen. Dann ist der Ver-
dacht auf einen konstant wirkenden Fehler gerechtfertigt und die I'orm der
Kurve wird sichere Iingerzeige geben zu seiner Aufdeckung.

Bisher haben wir angenommen, dafl allen Geraden das gleiche Gewicht zu-
kommt. Dies ist nicht immer der Fall. Wenn beispielsweise ein System von
numerischen Gleichungen gegeben ist, dann stellen sich Gewichte von selbst ein.

Denn um das System zeichnen zu kdnnen, mufl man es auf die FForm

z -{- -2 = 1 mit dem Gewicht bg 4 =1,3 ,,.n
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(lk bk

bringen. Dadurch erhalten die cinzelnen Punkte verschiedene Gewichte. In diesem
Falle kann man das Problem in zweifacher Weise in Angriff nehmen. Man kann
erstens in der Fig. 2 den einzelnen Punkten die Gewichte ¢, zuordnen. Dann
fihren die Mittel, welche uns MG bius in seinem baryzentrischen Kalkiil gelietert
hat, allenfalls zu einer bequemen Lisung des Problems. Legt man zweitens die
Fig. | zu Grunde, dann kann eine jede Gerade dieser Figur als die Spur einer
Ebene aufgefalit werden, deren Neigungswinkel 7, gegen die Ehene der Zeichnung

durch die Gleichung :
tang i1, == ¢y
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gegeben ist. Die orthogonale Projektion der Schnittgeraden dieser Ebenen gibt
dann eine Geradenschaar, in welcher die einzelnen Geraden gleiche Gewichte
haben. Diese lassen sich mit Hilfe der Grundsitze der Theorie der kotierten
Projektion leicht zeichnen.

Nachtrag zur graphostatischen Ausgleichung
linear gemessener Figuren.

Herr Professor E. Hammer hat im 19. Heft der »Zeitschrift fiir Ver-
messungswesen« 1911 eine Abhandlung »Zur Ausgleichung von Streckennetzenc«
veriffentlicht, welche sich auch auf die Berechnung des mittleren Fehlers m,
der Gewichtseinheit erstreckt, was ich s. Z. in dem Artikel »Graphostatische
Ausgleichung linear gemessener Figuren< (1. Heft 1911 der &sterr. Zeitschrift)
unterlassen hatte.

Da w = '/ p"'_’ , worin 4 die Anzahl der Bedingungsgleichungen oder
den Grad der statischen Unbestimmtheit bedeutet, handelt es sich nur
darum, den Ausdruck [p v 2], oder, was dasseclbe ist, [z;.] auf dem Wege der
Mechanik zu ermitteln. Setzt mun alle Querschnittsllii.cilen F=1ad /=1,
so bedeutet } [z:] die Deformationsarbeit [A4] des Fachwerks. Diese ist aber

bekanntlich halb so grof3 als die von den iuBeren Kriften P geleistete virtuelle
Verschiebungsarbeit A,. Die »innere« Arbeit [4] ist niimlich ebenso grofi als die
wirklich geleistete iluflere Arbeit, weil an Arbeit nichts verloren gehen kann.
Letztere ist aber gleich { A, weil die Kriifte /2> von Null aus stetig wachsend
angenommen werden miissen, um das Fachwerk, ohne durchzuschwingen, in die
- Gleichgewichtslage zu fithren, withrend 4, mit den als konstant wirkenden /°
berechnet wird, so dafl die kriifte /” nur mit ihrem halben Betrage [ir die
Arbeit in Betracht kommen.') Es ist also
EEA% |
b [-] =4 P (Jos] + |2']), folglich

L)

[;ﬁvw]=[~:] - (ze]) - |&’]).

Mit den Werten des ersten Beispicles meines Artikels erhilt man [p v ]
== 0-0002457 (00080 -—}- 0°0442) = 00000 1283 und somit

“”" = =) 000 00 1283 = 000358 .

1
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Die (etwas umstiindlichere) direkte Ermittlung von [pr"v];—:[;f

My ==

] aus den

g1 aphlsch bestimmten Werten von # liefert [ poo] = 0:00 00 12 65 und daraus

") Vgl S. Wellisch »¥ehlerausgleichung nach dem Prinzip des Gleichgewichts elastischer
Systeme,« Osterr. Zeitschr. f. Verm. 1904, S. 183 u. 184



