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Lotverfahren.
Von P'rofessor Karl Fuchs in Prefiburg.
1.
Vor einiger Zeit ist im Archiv {iir Mathematik und Physik cine kurze Notiz
von mir erschienen, in der das folgende Niherungsverfaliren der Elimination
mathematisch kurz entwickelt ist. s scien # Gleichungen ¢, ¢ .. mit » Un-

bekannten gegeben:

()‘12 (Il .“l'—}—lllj/ —{—, . _—_—/J ] 1)
(ry: ayx -+ by .. =1 -
Wir fassen lese Gleichungen als Gleichungen von » Ebenen /90 7% ... |
die sich in einem Punkte 7% von den unbekannten Koordinaten X'} . . . schoneiden.

Wir kénnen den Punkt 74 im Raume so finden: Vom Ursprunge O aus proji-
zieren wir cinen Punkt, den Wanderpunkt, auf dic Ebene /2. Von dort proji-
zieren wir ihn auf die Ebene /4, von dort auf 2% u. s. w., Wir kommen so
notwendig dem Punkte 7% asymptotisch immer nither. Der Wanderpuukt heschreibt
so ein Polygon von irgendwelchen Seiten 47, .. im Raume, und jede Seite 7
ist ein Lot, das auf eine Fbene gefillt wird. Da wir Linge und Stellwinkel
jeden Lotes aus den gegebenen Gleichungen (7 berechnen kénnen, kdénnen wir
auch die  gewiinschten Koordinaten XY des Punktes 2% in beliebig hoher An-
niherung finden. Fiir dieses Nitherungsverfahren habe ich den Ausdruck lLot-
verlahren gebraucht.

Du in der Notiz die Tragweite dieses Gedankens nieht betont war, ist seine
Fruchtbarkeit bezweifelt worden. s soll nun an dieser Stelle gezeigt werden,
daly ziemlich atle Niherungsverfuhren der Elimination mehr oder weniger ver-
kappte Lotverfahren sind. Diese Darstellung wird darum aiitzlich sein, weil sie
uns die oft sehr nahe Verwandtschalt scheinbar ganz heterogener Vertahren
erkennen JiBlt und sie vergleichbar macht, uns tberraschende Einblicke in die
Griinde vieler Schwierigkeiten im Eliminationsverfahren gewihrt und uns in
den Stand setzt, Gegenmittel zu finden.
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Der erste Teil der vorliegenden Studie geht von den Ebenen aus, die durch
die gegebenen Gleichungen G G: . . . unmittelbar dargestellt werden. Der zweite
Teil wird von Ebenen ausgehen, deren Gleichungen den Kolumnen der ge-
gebenen Gleichungen entnommen sind:

2
g

mb+amy+4. ..
b E+ b~ ...

Dabei werden die Absoluten 4/ . .. als die bekannten Koordinaten eines
Fernpunktes /% angesehen. Es wird sich zeigen, dal die Niherungsverfahren, die
auf der zweiten geometrischen Deutung der Elimination (Kolumnenebenen) be-
ruhen, bedeutend besser sind, als die Verfahren, die auf der ersten und gebriiuch-
lichen Deutung (Zeilenebenen) beruhen.

Es ist notwendig, zunichst eine Reihe alter und neuer Sitze iber die
Ebenen im #-dimensionalen Raume kurz darzustellen. Es wird sich eine Termino-
logie ergeben, die das L.abyrinth des Eliminationsproblemes klar und durchsichtig
macht, und das allein ist schon ein Gewinn.

I

Eine Ebene.
Die Gleichung & einer Ebene £ im »z-dimensionalen Raume 2" lautet:
G: Ny O e s T S S

fig. 1.

Eine solche Ebene ist aber nicht etwa ein zw ei-dimensionaler Raum &%,
sondern ein (# — 1)-dimensionaler Raum A*~' denn durch den funktionellen
Zusammenhang zwischen den Variabeln xy ... wird nur eine Variable unserer
freien Verfiigung entzogen.
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Unter der Hypotenuse /2 der Gleichung G wollen wir die folgende

Funktion der Koeffizienten verstehen:
B R PR T e ST

Wenn wir die Gleichung & mit irgend einem Faktor « multiplizieren, also

die Gleichung # G ableiten, dann erhiilt diese die Hypotenuse
!=uh,

die wir abgeleitete oder sekundire Hypotenuse nennen wollen. Die Hypotenuse /
fassen wir immer als positive Grifle aul.

Dic Nermalform der Gleichung G lautet:

xeose-pcosf-... =S5 . . . . .. ... 0)
Hier ist s das Stellot der Ebene und «ff. .. sind Stellwinkel:
g«
oo e R B
costa -f-costp ... =1 ,

Das Stellot s liegt im Normalstrahle S der Ebene /, der durch den
Ursprung O geht. Die Stellwinkel « ... beziehen sich dem Sinne nach auf den
Normalstrahl § und nicht auf das Stellot, das allerdings in diesem Struhle liegt.
Die Stellwinkel «f. .. sind die Winkel, die der positive Ast des Strahles .S
mit den positiven Asten der Koordinatenachsen bildet. Wenn das Stellot s
negativ 1st, dann bedeutet das, dafi die Ebene 72 den Strahl S in seinem nega-
tiven Aste schneidet. Wenn wir daun die Normalgleichung mit I multiplizieven,
dann haben wir die Richtung des Strahles S umgekehrt und seinen negativen
Ast zum pesitiven gemiacht. An Stelle der Stellwinkel e ... sind dunn die

Stellwinkel ,
n—o n—p}

getreten und jetzt schneidet dieselbe Ebene £ den Strahl im nunmehr posi-
tiven Aste.
Diese Erorterung wird uns vor bésen Irrtiimern bewahren.
Die Kounstitutionsformel der Ebenengleichung S lautet:
x. hcosa-fFy. fcosP. . . =hs : S ol e O
Die Absolute /7 einer Ilbenengleichung ¢ ist also das Produkt
der Koelfizientenhypotenuse 2 und des Stellotes s
AL . e .o 9)
Die Eins-Form der Ebenengleichung ergibt sich, wenn wir die Ahsolute /
wegdividieren, so dafi sic die Gestalt erhiilt:

Ay e e s L L 0)
Die Konstitutionsformel 8) in der Fins-Form lautet so:
Cos « cos f3 '
Ao U S R R T

s Ky ’

Die Hypotenuse dieser Gleichung ist:

/As____(fgc.)i‘f)a,*_(cosﬁ)g_%.”:._.,,I,._l. e w02

s s st |
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Die Hypotenuse einer Einsgleichung ist also der reziproke
Wert des Stellotes.

Auf diesem Satze beruht ein bestechend hiibsches Niherungsverfahren, das
sich in neuerer Zeit grofler Beliebtheit erfreut. Wir werden erkennen, dall es
hedeutend iiberschiitzt wird.

Der Normalstrahl S wird von der Ebene 72 in einem Punkte p geschnitten.
Es ist das der FuBlpunkt oder Endpunkt des Lotes s und wir nennen ihn den
Lotpunkt g; seine Koordinaten sind;

r=scosa y=scosff’, ... )
——-/Jz _/l:!v 9 ly-e

Die Hypotenuse %4 der Ebenc denken wir uns immer auf dem positiven
Ast des Normalstrahles S vom Ursprung O aus aufgetragen. Sie gibt auf dem
Strahle S einen zweiten Punkt ¢, den Hypotenusenpunkt, und dessen Koor-

dinaten sind :
hcose =a Lcosfil=10 R S e )

Die Koeffizienten aé... der Ebenengleichung & sind also
die Projektionen der Hypotenuse /2 und sind somit die Koordi-

naten des Hypotenusenpunktes g.
Eine sekundiire Hypotenuse ¢ = # / mit einem Endpunkte ~ hat entsprechend

die erthogonalen Komponenten
rcose=una tecosfi=ub sl )

Zwei Gleichungen.

e P e R
G an‘—{-b,y-{—,,,:/,j
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Thnen entsprechen zwei Ebenen F, £, und auf deren Normalstrahlen S, S,
belinden sich die Lotpunkte g, 2 und die Hypotenusenpunkte ¢, ¢,. Uns kiimmert
der Winkel ¢ zwischen den Strahlen S, S.. Fiir ihn gilt:

COS & = C0S @, oS @, -} cos 3, cos B, + . . l
L 17)

Fig. 3.

Den Winkel & kdnnen wir auch so bestimmen (Figur 3). Von ¢, nach 2y
ziehen wir die Briicke /7, die wir berechnen kénnen:
[,/2_:((“____”2)2_'_(/}‘_/,2)‘1_{_.__ A |8)
Oftenbar ist // die Hypotenuse der Differenzgleichung
C=Gi—G: . . . . . vaeaoo..l®
denn diese lautet ausgeschrieben so:
G: ((I\ —(h).t‘—l-(/’; -—/I,)J’ '-I- e e =(/. —/g) W s i ] e QU)
Wir kennen nun die drei Seiten des Dreteckes 4,0 /7 und kinnen es
zeichnen; wir sehen dann den Winkel ¢ und kémnen ihn auch aus den Seiten
berechnen:

N e ey
COSNE 0= —=— == L
2 i s
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Ahnlich ist das folgende Verfahren. Aus den Hypotenusen /4, bilden wir
ein Polygon, indem wir 4. an /s fiigen und zeichnen dann die schliefende
Sehne /. Wir konnen dann sagen, /7 sei die geometrische Summe von
fy und /s

Der Punkt iiber dem Gleichheitszeichen besagt: wenn wir von O aus die
Strecke /%, -} /2. durchlaufen, dann kommen wir im Raume in denselben Punkt,
wie wenn wir von O aus die Strecke /7 durchlaufen.

Die Schne /7 ist bestimmt durch

= ta)+06,Fo)Ef. .. o0 o0 o0 23)

Dieses /7 ist offenbar die Hypotenuse der Summengleichung

CRI== N MG - e, CAAS B8 Al J L]

Bt Ao e D ST e S gy

die ausgeschricben so lautet:

G: (-t a)x+ -y +... =+ .. .. .25
Jetzt sehen wir den Winkel &: es ist der kael, um den 7, vom Strahle
S, abschwenkt. Wir konnen & auch berechnen:
H2— j2— 02

e B ‘ )
oS & 20 S S O

Wenn wir die Hypotenuse der Summengleichung mit /7y, die der Differenz-
gleichung mit 77 bezeichnen, dann finden wir aus 21) und 26) auch:

Gl e
COS & = - o
| s s )
Die geometrische Gleichung 22) lautet also korrekt geschrieben so:
ey el ool e R R SRl e e e b

Die entsprechende geometrische Gleichung fiir /7_ aber lautet:
lj._ S /11 "—/22 i e R SR LN RTE L s Dol e e . 29)
d. h. die Briicke ¢.¢, oder //_ in Iig. 2 ist die geometrische Differenz
der Hypotenusen /%, und /..

Summengleichung und Summenchene.

Es seien die Gleichungen G, ¢, ... von mehreren Lbenen 27 £
gegeben :
G,: n,v~{—-ﬁy—f—‘..=/11
G:: ay - b,y - =k 30)

In der Figur 5 sind alle Itbcnen in den Ursprung verlegt. Die Ebenen haben
die Hypotenusen /4, /4, . . ., und wir knnen die Hypotenusen und ihre Stellwinkel
aus den Koeffizienten der gegebenen Gleichungen berechnen. Wir multiplizieren
dann die Gleichungen mit irgend welchen Zahlen zo . so dafy sie die Hypo-
tenusen

tiz—.u/z’ L=uoh, Sl SRR U
erhalter, und bilden dann die Summengleichung & der Summenebene Z:
Gl sb 2ilndei s f o e Do 133)



dic ausgeschrieben so lautet:

G: (wn v+, x4 .. . =@h 244 ..) . . . .33

59
¢ - ¢
lig. s.

Dic sekundiren Hypotenusen 44 . .. addieren wir geometrisch, d. h. wir
bilden aus ihnen von O aus ein Polygon 4 4 ... mit dem Endpunkt ¢, und zichen
die schliefende Sehne /7. Die orthogonalen Projektionen A /7. . . der Sehne £/
sind offenbar die Projektionen des Polygons aul den Koordinatenachsen:

A=wua,+va, 4 .. .| 34)
B=ub +vh4.. .|
Fiir /7 ergibt sich der Ausdruck:
= R LR AR e L S N I 1.1
und seine Stellwinkel sind :
A ] A ‘
CoS @ = COS i = — P M 1
H H )
Wenn wir die Werte von A5 ... mit den Koellizienten der Summen-

gleichung & vergleichen, dann finden wir, daly /77 die Hypotenuse der Summen-
gleichung G ist. Es gilt also:

Die Hypotenuse // ciner Summengleichung G ist die geo-
metrische Summe der (sekundidren) Hypotenusen #k ©/o ... der
Teilgleichungen « G, v G,

Symbolisch gilt also:
He.ebo4+via4-... . 0 ... ... .37
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d. h. wenn wir von O aus das Hypotenusenpolygon 7,7 . .. durchlaufen, kommen
wir in denselben Raumpunkt ¢, wie wenn wir von O aus die Hypotenuse // der
Summenebene Z durchlaufen.

14

1

A

Fig. 6.

Der Fernpuakt /4
Wenn im #-dimensionalen Raume # Ebenen gegeben sind, dann schneideun
sie sich in emem Punkte 7, von irgend welchen Koordinaten X ¥ . .. und in
cinem Abstande & vom Ursprung O. Vou O aus legen wir ducch P, einen Stiahl
S,, den Nullstrahl. Auch alle Summenebenen G

Gt G =k Gy o s s i e B8
die wir aus den gegebenen Gleichungen G, Gy . .. ableiten, gelien an sich schon
durch den Ferupunkt /3, denn die Werte

X Yo ¥

die jede einzelne Gleichung G G, . . . belriedigen, befriedigen auch die Summen-
gleichung.

Die mittlere Ebene £, (Fig. 7). Ein Raumpunkt @ von irgend welchen
Koordinaten xy ... hat von /) irgend einen Abstand &, von den » Ebenen
25k, ... aber hat er die # Abstiinde o, o, ..., die wir aus # Gleichungen berechnen

kénoen: di = xCos & -+ ycos i+ . .. —s 1
ds == X COS @y —‘i—)’ cos 3 -’ N Jt 39)
Hier sind a5 ... bekannt und &« ... unbekannt. Nun kehren wir die
Aufgabe um : wir suchen die # Koordinaten xy . . . des Raumpunktes O, der von
allen # Ebenen /7 /7% ... denselben Abstand
dy=dy = . .=

hat, Jetzt haben wir » Gleichungen mit » Unbekannten xy . . .5 die Aufgabe ist

also 16sbar, und es gibt einen Punkt Q, der von allen Ebenen /7 denselben
Abstand « hat. Wenn wir durch 7, und © einen Strahl S, legen, dann hat jeder

=TI

Punkt dieses Strahles gleichen Abstand vou allen # Ebenen 7



Wir bleiben bei dem ersten Punkte ©. Der Normalstrah! S, der Ebene /%,
bildet mit dem Strahle S, cinen Winkel o, der bestimmt ist durch

174
o8I0 = et T pe e o D)
l?’n
Denselben Ausdruck finden wir auch fiir alle dbrigen Ebenen. Der Strahl
S bildet also mit allen Normalstrahlen S5 . .. denselben Winkel o, und

daram nennen wir ihn den mittleren Strahl S,.

Normal zum mittleren Strahle S, legen wir durch 2, eine Ebene /2. Mit
dieser hilden alle gegebenen Ebenen 2 /5. .. denselben Winkel ¢, und darum
nenuen wir sie die mittlere Ebene /5, Die gegebenen LEbenen bilden mit
dem mittleren Strahle oder die gegebenen Strahlen mit der mittleren Ebene den
Ergiinzungswinkel w zu 4.

Es gibt Gleichungssysteme Gy Gy ..., die allen Eliminationsversuchen die
unangenehmsten Tiicken entgegensetzen. s wird sich zeigen, daf} diese Tiicken
dann auftreten werden und missen, wenn die den Glertchungen ent-
sprechenden Ebenen /75 /5 ... entweder cinen sehr kleinen
Winkel & oder einen sehr kleinen Winkel o zeigen. Nachdem
dieser Grund der Tiicken erkannt ist, wird es auch leicht sein, Mittel zu linden,
diesen Ticken zu begegnen; diese Mittel sellen bhei anderer Gelegenheit ent-
wickelt werden. Wir werden sehen, dal in der Theorie der Schwierigkeiten die
Fullpunkte @, und @, eine grofie Rolle spielen.

Die Lotkugel AT Die gegebenen Ebenen 74 25 .0 (Fig. 1) gehen durch
den Fernpunkt /3 und werden vou ihren Normalstrahlen S, .5, .., die durch den
Upsprung O gelegt sind, in den Lotpunkten 2. . . . durchstolen. Ein Lotpunkt
2 hat von O einen Abstand s und von /%, einen Abstand 7. Er ist der Strahlen-
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punkt, der zu Z, am niichsten liegt, und ist der Ebenenpunkt, der zu O am
nichsten liegt; # ist der Abstand des Strahles von P, und s ist der Abstand der
Ebene von 0. Dabei gilt:
22 L os3— R4

Daraus folgt, daB alle Lotpunkte 2,2, ... in einer Kugelfliche X liegen,
deren Mittelpunkt den Vektor A halbiert, deren Achse der Vektor & ist und
deren Pole die Punkte /%y und O sind. Die Kugelfliche schneidet von den Koor-
dinatenachsen Stiicke ab, die nichts anderes als die Koordinaten X Y. .. des
Fernpunktes /% sind. Diese Kugel A nennen wir die Lotkugel

Wenn wir aus den gegebenenGleichungenSummengleichungen G=#G, 4. ..
ableiten, dann liegen auch deren Lotpunkte # in der Lotkugelfliche, weil auch
sie durch 7, gehen. Je langer das Lot s einer Ebene ist, umso niiher liegt
der entsprechende Lotpunkt g zu £, Da wir das Lot s jeder Gleichung G leicht
finden, indem wir die Hypotenuse 2 wegdividieren, so kénnen wir die Gleichungen
G leicht nach ihrer Giite ordnen, d. h. nach den Abstiinden » ihrer Lotpunkte
von £,

Die Normalebene £, Wir wollen allen gegebenen Gleichungen durch
entsprechende Divisionen oder Multiplikationen dieselbe Absolute / geben:

/1 == /' == .. . .= l
Da die Absolute das Produkt von Hypotenuse /Z und Stellot s ist, so gilt

dann :
/Al e PR R et e 41)
Jeder Strahl S (Fig. 2) bildet mit dem Nullstraht S, einen Winkel o, und

es gilt ganz allgemein:

$1 == R oS ¢, 5, = R ¢oS 02 e G L A ST SR S
Wir multiplizieren jede Gleichung 42) mit der cutsprechenden Hypotenuse:
My 53 = R fey cos @4 Ity 53 == R I3 cos 0, G e )
Die linken Seiten haben alle denselben Wert /, so dal auch gilt:
-~[[\)-v=/zicosg,=/f,cos9,=.... e e sl

Das bedeutet, dafl alle Hypotenusen /% /%, . .. auf dem Nullstrahle S, die-
selbe Projektion /: R geben. Daraus folgt, dal die Hypotenusenpunkte ¢, ¢ . . .
aller Strahlen 5, 8.... in derselben zum Nullstrahle S, normalen IEbene /7,
liegen; wir nennen sie dic Normalebene £,

Die Ebene /£, wird vom Nullstrahl in einem Punkte @, durchstofien und
hat von O emnen Abstand 7,:

!
lg = —.
Y R
Wenn Z=1 ist, d. h. wenn die Gleichungen G, G, . .. Eins-Gleichungen

sind, dann ist der Abstand /%, der Normalebene von O der reziproke Wert
des Vektors R, :

Anf diesen Entwicklungen beruht ein bestechendes Niherungsverfahren.
Wir bringen die gegebenen Gleichungen durch Wegdividieren der Absoluten auf
die Ferm:



9
el
w

G, ax--by...
Gy ax by

il

Ce L 45)

Aus diesen konnen wir eine grofle Zahl Differenzgleichungen 1" mit der Ab-
soluten Null ableiten :

L wr-t+py+...=0
I wx Py ... =0 } . R I (0)
i vl by }

Die Hypotenusenpunkte ¢,¢, . . . der Gleichungen G (... liegen alle in
einer Normalebene ‘%, deren Lot %, der reziproke Wert des Vektors A ist. e
kiirzer die Hypotenuse % ciner Gleichung ¢ ist, umso niher fiegt ihr Eud-
punkt ¢ zum Durchstofungspunkt Q,. Dieser Gedanke fiihrt zu folgendem Ver-
fahren. Von einer Ebenengleichung G zichen wir eine «-fuche Ebenengleichung
I’ ab und gewinnen eine Ebenengleichung:

(@—ua)x (6 —a)y+...=1. . . . . . 4]

Der Hypotenusenpunkt ¢ dieser Gleichung wird also wieder in /2, liegen,
denn dic Absolute ist wieder Eins. Wir bestimmen nun # so, daff die Hypo-
tenuse £ der Gleichung 47) mdglichst kurz, also ein Minimum wird, und

finden die Bestimmung:
g Dipe s 48)

P L
Diesen Wert von u setzen wir in 47) ein und gewinnen eine Ehenengleichung
G, und der entsprechende Strahl S hat notwendig einen kleineren Abweichungs-
winkel ¢ = @' als die urspriingliche Gleichung G. Durch das gleiche Verfahren
gewinnen wir aus ' mittelst einer anderen 1-Gleichung einen Strahl S der dem
Vektor A noch nither kommt u. s. w. Endlich gewinnen wir eine Gleichung &,
deren Hypotenusenpunkt ¢ schon sehr nahe zu @, und deren Lotpunkt p sehr
nahe zu /%) liegt. Die Koordinaten a, 3. ... dieses Lotpunktes kénuen wir aber
aus der Ebenengleichung G berechnen:
: ax-t+by-4...=1

a 1/ JA—t “‘*_ 0 __i__ o ! 4_())

ftl = -

e A=

Die Werte r,7, ... sind dann sehr gute Niherungswerte.

Dieses bestechende Verfahren erfordert das Wegdividieren der Absoluten.
Wir werden spiter das gleiche Verfahren mittelst Differenzgleichungen kennen
lernen, ohne dal das Wegdividieren notig wire. Das geometrische Bild wird
aber ein ganz anderes sein.

Die geometrische Bedeutung der I-Gleichungen sei noch erwiihnt. I2s sind
das Gleichungen von Ebenen, die nicht nur durch £, sondern auch durch O
gehen, da sie keine Absoluten haben Alle I'Ebenen schneiden sich also im Null-
strahle 5.

Das einfache Lotverfahren.

Der Grundgedanke des einfachen Lotverfahrens ist schon entwickelt worden.

Der erste Niherungsakt besteht darin, dall wir den Wanderpunkt vom Ursprang
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O aus lings des Lotes s, in den Lotpunkt g, bringen (Fig. 1). Dort hat er die

Koordinaten :

L a, hé,
= = — - % e ()
Ty K 2, 7 R ol 50)

Diese Koordinaten runden wir auf einstellige, hochstens zweistellige Zahlen
ab und nehmen diese abgerundeten Zahlen als Niherungswerte. Die abgerundeten
Koordinaten driicken also nicht den Lotpunkt g,, sondern einen anderen, ihm
nahe gelegenen Punkt aus. Dort ist der Wanderpunkt zu denken und dorthin
verlegen wir den Koordinatenursprung. Zu dem Zwecke ersetzen wir in gegebenen
Gleichungen die Unbekannten xy. .. durch die Binome

o St

Die so gewonnenen numerischen Glieder schaffen wir auf die rechte Seite.
Die linken Seiten erhalten dadurch ihre friilhere Form, die Absoluten aber sind
kleiner geworden. Hiemit ist der erste Nitherungsakt beendet.

Wir erhalten also durch einen Schritt Niherungswerte fir alle Un-
bekannten. Wir miissen alle Koeffizienten multiplizieren, und das wiire ohne die
Abrundungen eine bdse Arbeit. Wir werden spiter ganz dasselbe Lotverfahren
kennen lernen in einer Form, die diese Miingel nicht hat.

Wenn wir mit den genauen Werten x,v, ... arbeiten, den Ursprung
also genau in die Ebene Z, verlegen, dann ist otfenbar nach der Transformation
die Absolute 4 der Gleichung G, getilgt, d. h. gleich Null geworden, da ja
jetzt 2 durch den Ursprung geht. Die Abrundungen haben zur Folge, daf} /4 nur
nahezu getilgt erscheint. Durch den zweiten Niherungsakt, wenn der Wander-
punkt etwa in die Ebene £ projiziert wird, wird dann die Absolute /7, getilgt,
/, aber erhitlt wieder emen gréfleren \Wert.

Der erste Nitherungsakt bringt uns dann moglichst nahe zu £, wenn wir
den Wanderpunkt auf die Ebene mit dem lingsten Lote s projizieren. Die
Absolute einer Gleichung gibt uns aber nur das Produkt /= /s des Lotes mit
der Hypotenuse. Um also besser erkennen zu kinnen, welche Gleichung G das
lingste Lot s hat, ist es gut, vor Erifinung des Niherungsverfahrens alle Hypo-
tenusen /2, /% . .. in einer Vorarbeit zu berechnen und wenigstens grob aus den
Gleichungen wegzudividieren. Es geniigt schon, wenn man mit der héchsten Stelle
der Hypotenuse, also etwa statt mit 583 nur mit 600 dividiert, da schon dadurch
alle Hypotenusen auf einen Wert gebracht werden, der von £ =1 nur um einige
Prozente abweicht. Nach diesen Kiirzungen zeigen die Absoluten angeniithert die
Werte der Lote s und wir werden jedesmal die grofite Absolute, also das
lingste Lot tilgen.

Wenn ein Lotpunkt p nicht in der Niihe des Fernpunktes 2, sondern in
der Nithe des Ursprunges O liegt, dann ist sein Polabstand » viel gréler, als
das Lot s. Der Polabstand » ist dann nur um ein geringes kleiner als A, d. h.
durch die Projektion nach g nidhern wir uns nur um ein geringes dem Pole /7%,
und durch die Abrundung der Niherungswerte kann auch dieses geringe verloren
gehen. Es ist der Fall moglich, dall alle Lotpunkte, auch der des lingsten
Lotes s, nahe 2u O liegen, und wir wissen nichts davon, da wir vorderhand wohl
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die Lote s berechnen kénnen, aber kein Mittel in der Hand haben, auf die Liinge
der Polabstinde » zu schlieBen, nachdem wir den Polvektor A’ nicht kennen. So
kann es kommen, daB unsere ganze Nitherungsarbeit vergeblich ist: wir kommen
nicht vorwirts, die Quadratsumme der Absoluten wi‘l_l nicht kleiner werden. Die
im folgenden hehandelten Verfubren helfen diesem Ubelstande ab.

Neue Ebenen. Aus den gegebenen Gleichungen Gh(is. .. Kinnen
wir auch belicbig viel neue Gleichungen 7 ableiten, u. zw. als Summengleichungen
niach dem Schema

G=ull+vG, ...

Wir kénnten ebensogut sagen: aus den alten Ebenen /2 74 .. . kinnen wir
beliebig viel neue Ebenen /£ ableiten, oder aus den alten Strahlen 5.5, . ..
kénnen wir neue Strahlen ableiten. Die abgeleiteten Ebenen gehen alle durch

o und die abgeleiteten Strahlen geben alle in der Lotkugel neve Lotpunkte 2
u. s. w,, und wie wir den \Wanderpunkt auf die alten Ebenen projizieren, so
konnen wir ihn auch auf die neuen Ebenen projizieren, um dem Fernpunkt /7,
niher zu kommen. Nun gibt es Methoden, aus mehreren alten Ebenen G,G, . ..
planmiillig eine neue Ebene (7 abzuleiten, die sicher besser ist; als die heste
der Komponentenebenen, d. h. einen besseren Niherungspunkt p gibt, als die
beste der verwendeten Ebenen. Da liegt der Gedanke nahe, zuniichst nicht zu
projizieren, sondern erst planmiiflig aus den gegebenen Gleichungen immer bessere
Ebenengleichungen abzuleiten, und erst wenn wir eine sehr gute Ebene gelunden
zu haben glauben, den Wanderpunkt auf sie zu projizieren. Dann sind wir mit
einem Schlage dem IFernpunkte /% sehr nahe gekommen.

Es soll nun gesagt werden, wie man aus alten Gleichungen sicher bessere
Ebenengleichungen ableiten kann, und wir beginnen mit der Ableitung einer
besseren Gleichung aus zwei Gleichungen.

(Fortsetzung, resp. Schiufl {olgt.)

Uber graphische Aufldsung von tiberzéhligen linearen

Gleichungen zwischen zwei Unbekannten.

Von Prof. Dr. W. Liska in Prag,
Es sei die graphische Darstellung eines Systems von linearen Gleichungen:
ax-+hyte=0 A=LTY 3 - %
gegeben. Eine jede Gleichung wird darin durch eine Gerade dargestellt, welche
im der Tig. | emfach mit dem Index 1, 2, 3, 4 bezeichnet erscheint.

Um genitherte Werte fiir 2 und y graphisch zu tinden, suchen wir die so-
genannte Korrelation dieser Darstellung auf.  Durch sie werden die Geraden in
Punkte verwandelt und man erhiilt eine nahezu gerade Punktlolge, sobald die
urpriin;;'lic}wﬂ Geraden sich innahezu einem Punkte schneiden.

Dadurch wird die Auffindung von plausiblen - und y-Werten offenbar
wesentlich erleichtert. Das Ziehen der Geraden A7V in der Fig. 2 stellt niimlich
ein gut definiertes geometrisches Problem dar, withrend die Auflindung des plau-
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Lotverfahren.

Von Professor Karl Fuchs in Prefiburg
(Fortsetzung,)

Die Summe von zwei Ebenen.

HE— T T
Vom Ursprung 0 aus seien die Strahlen 8 S, gezogen, die den Gleichungen
G, Gy entsprechen (Fig. 8). Aufl ihnen tragen wir die Strecken
h = u /"1 h= vl
auf, bilden aus # % ein Parallelogramm und zichen mnach dem so bestimmten
Punkt ¢ den Vektor 7/, sodall gilt:




300

¢ AR T .o e e e = TS
o’[//‘—l—'i']fg .........2)

Danp ist, wie wir wissen, // nach Linge und Richtung die Hypotenuse der
Summengleichung ¢ = ¢, + v 4.

Wenn wir 2 und # veriinderlich nehmen, dann kénnen wir A und # als
schiefe Koordinaten argend eines Ebenen-Punktes ¢ ansehen.  Dann sind
die Strahlen S, S, die schiefen Koordinatenachsen, und ¢ liegt notwendig in
der zweidimensionalen Ebene, die duarch S, und S, bestimmt ist.  Wir schen
hieraus: wenn wir aus irgend zwei gegehenen Gleichungen ¢, ¢, eine Summen-
gleichung ¢ ableiten, dann liegt der Strahl S dieser Gleichung notwendig in
der zweidimensionalen Ebene 5 5, In dieser Ebene kann er jede be-
liebige Richtung erhalten und die Hypotenuse ~ der neuen Gleichung kann
jede beliebige Linge haben. [Ein Summenstrahl kann keine neue
Dimension geben.

Fiir uns hat nur die Richtung des Summenstrahles S Interesse, denn
wir wollen Strahlen S ableiten, deren Richtung der des Vektors X méglichst
nahe kommt. Die Richtung des abgeleiteten Strahles S hingt lediglich vom
Verhiltnis #:» der Faktoren #2 ab, und ist von ihrer absoluten Gréflie un-
abhiingig; die Grole von » und 2 beeinfluft nur die Linge der Hypote-
nuse /1. Wir kénnen also auch immer entweder » oder » gleich Eins nehmen.

Die Abbildung 8 =zeigt drei frei gewihlte Strahlen S S S und es gilt,
irgendwie zu jedem Strahle die Stellfaktoren # und » zu bestimmen,

Auf den Strahlen S, S, tragen wir die eu1*spr'<*chcﬂdeu Hypoteausen /%, X,
aul und ziehen auch die Btucke die Hypotenuse /,,, die geometrisch bestumm
ist, durch:

LR TY

hy=h — : e

. Den Strahl S verlegen wir niach ¢, sodall er vom Strahle S, ein Stiick
' abschuneidet, das wir als Teil von 4 wmit # / bezeichnen und  wir kdinCa
w =1/, berechnen. Dann ist » ¢, nach Linge und Richtung die Hypote-
nuse einer Differenzgleichung o

U=, — N G,

Der Strah) S dieser Gleichung ¢ hat also die gewiinschte Richtung.

Den Strahl S* verlegen wir nach ¢, sodaB er von S ein Stiick ¢ ab-
schneidet, das wir als Teil ven / mit w7, bezeichnen und wir kdnnen v =2/,
berechnen. Dann ist » ¢, nach Linge und Richtung die Hypotenuse einer
Differenzgleichung ¢

M= G~ G
und 5 st der Strahl der Gleichung ¢
3. Der Strahl $ schneidet die Briicke in einem Punkt ¢, der von ¢ und
g, die Abstiinde », und #, hat.  Wir bilden das Parallelogramm des Punktes ¢,
und gewinnen auf S wnd S, zwei Strecken « 4, und » 4,," deren geometrische
Summe O ¢ die Hypotenuse des Strahles S ist. Es gelten dann die Propor-
tionen:
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Hiebei gilt offenbar:
#—+ v =1
Aus den Abstiinden 7, 7. kénnen wir also die Stellfaktoren « o bherechnen und
() ¢ ist nach Linge und Richtung die Hypotenuse der Summengleichung G
¢=ucs + v,

und 5 ist der Strahl dieser Gleichung.

Die letzte Methode — die Berechnung von » und @ aus den Abstiinden
r, 7, die wir auf einem durch ¢, und ¢. gelegten Strahle s messen — gilt auch

fir Strahlen S oder S, nur ist dann einer der Ahstiinde 7, 75 negativ. In
unserer Abbildung wiirden Gberdies die Schnittpunkte ¢' und ¢ weit aullerhalb
des Zeichenblattes fallen.

Der Lotkreis. Auf den Strahlen S, &, (Fig. 9) tragen wir die Stell-
, der IEbenen 75 25 auf, die durch die Absoluten und Hypotenusen der

Gleichungen ¢, ¢, bestimmt sind:

l.ote i

-
"w
N

5= - Sp = 57— . . . ..

3)

Wir zeichnen auch die Spuren der Ehenen /. /% in der Ebene S, S,; sie
schneiden sich in einem Punkte p. Alle Summenebenen 7, die wir aus €7 (/.

Fie 9.

ableiten konnen, gehen ebenfalls durch den Punkt 2. Daraus folgt, dali die
Lotpunkte # aller abgeleiteten Ebenen cbenso wie die Lotpunkte 2, 7. in cinem
Kreise A liegen, dessen Mittelpunkt den Vektor s des Punktes g0 halbier,
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dessen Achse der Vektor ist und dessen Pole die Punkte O und g, sind. Der
Kreis heifit Lotkreis; alle Lote der abgeleiteten Ebenen sind Sehnen des
Lotkreises.

Jetzt liegt es auf der Hand, dal die Summenebene, die die Achse », zum
Lote hat, das 1ingste Lot hat, das eine abgeleitete Ebene haben kann, und
dafl dieses letzte Lot jedenfalls besser ist, als die gegebenen Lote & s.. Die
Stellfaktoren # @, die diesem besten Strahle, dem durch g, gehenden Strahle
Se, entsprechen, konnen wir etwa in schon beschriebener Weise mittelst des
Strahles 7" bestimmen.

Wir kénnen die Stellfaktoren aber auch algebraisch bestimmen, und das
soll hiemit geschehen. Der Punkt p, hatim #-dimensionalen Raume irgendwelche

Koordinaten 4 5 ..., und seinen Vektor 7, wollen wir /7 nennen. In der Ebene
der Strahlen S; S: hat go die schiefen Koordinaten
h=u /l1 f2='y/22 e e e e e e 54‘)

und diese bilden von O aus ein kleines Polygon, dessen schliefende Sehne eben
H ist. Der Vektor / bildet mit den Strahlen S: S, die Winkel & &,, und es gilt:

H cos & =3, Hcose=s, . . . . . . .53

Wenn wir auf den Strahlen die entsprechenden Hypotenusen 4, und /4. auf-
tragen, dann gilt:

_ ad+h B4  wA+b6B+ ...
CoS & = — B i COS & = I H - . 56)
Durch die Ausdriicke erhalten die Gleichungen 55) die Formen:
e A+06, B+ ... = lus a, A+ 06, 5+... A 57)
=/ =7

Die a-Koordinate 4 des Punktes go ist offenbar die Summe der x-Projek-
tionen der Polygon-Seiten 4 = » /4 und # =9 %, und das entsprechende gilt
fir alle anderen Koordinaten des Punktes p,. Es gilt also:

A=ua,+va, B=ub 4+ vb C=.. . . .58
Wenn wir diese Werte in 57) einsetzen und nach # und v ordnen, dann finden
wir: (@ +or+.. ) Fv@atbb+.. )= 59)

ul@wmae, + 6,604+ .. )Fv@+6>+..)=/
Einfacher konnen wir eigentlich schreiben :
u (K K] + v [& K] 4 60)
u [K K]+ v [K K] =1
Die Berechnung der Koffizienten dieser zwei Gleichungen it sich geomet-
risch hiibsch veranschaulichen. Auf den Strahlen S 5, sind (Fig. 9) die beiden
Hypotenusen /% und /. aufgetragen und es ist auch die Briicke /i., die Hypo-
tenuse der Differenzgleichung Gy — G,, gezeichnet. .Diese drei Hypotenusen
bilden das Hypotenusendreieck /4 /%, /4, der beiden Gleichungen G, G,.
Es gilt dann:
(6, K) = bt [ LK) =y 3K K] =l e,
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Wenn wir so aus dem Hypotenusendreieck die Koeffizienten von 60) bestimmt
und die Stellfaktoren « » berechnet haben, dann ist die beste Gleichung ¢, die
wir aus den gegebenen Gleichungen ¢, G, ableiten konnen, bestimmt durch:
G=uG + v G,

Wenn wir wollen, konnen wir aus G und einer dritten Gleichung G5 eine noch
bessere Gleichung G* ableiten u.s.w. Endlich machen wir bei einer guten
Gleichung G' Halt und projizieren den Wanderpunkt auf ihre Ebene.

Der Strahl kleinster Hypotenuse. Denselben besten Strahl S, kénnen
wir auch viel einfacher finden. Die gegebenen Gleichungen G, &, sollen lauten:

G ax—+by4... =1

G, @by 4. =1
Thnen entsprechen zwei Ebenen /7, /7, mit den Normalstrahlen S, S,, auf denen
die Hypotenusen /; /. der Gleichungen aufgetragen sind, und diese Strahlen
und Hypotenusen zeichnen wir auch (Fig. 10). Dann zeichnen wir einen beliebigen
Strahl S, und wollen die Gleichung ¢ seiner Ebéne / als Summengleichung
der gegebenen Gleichungen ¢, ¢, darstellen: '

2

c=uG6 +ve ... .. ... . .62

. 61)

Fig, I0.

Zu dem Zwecke zeichnen wir den Briickenstrahl 7" und wihlen als Hypotenuse
H des Strahles S die Strecke O ¢. Dieses A mufl die geometrische Summe
zweler Strecken 4 =u/y und 4 == v /4, sein:

Hevwhy+vh . . .. . ... . .063)
Wir finden diese Strecken auf den beiden Strahlen S, S, sehr einfach, indem wir
von ¢ aus ein Parallelogramm konstruieren. Nun gelten dann die Proportionen:
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= U = U

so dal} gilt « +2=1. Wenn wir dic so bercchneten Werte # # in 63) etn-
setzen, haben wir die Gleichung (¢ der Ebene, die dem Strahle S entspricht.
Die Summengleichung hat dann die Absolute /:

femgf LUy o RS
Wesentlich bei diesem Verfahren ist es, dafl wir die Hypotenuse // des Summen-
strahles von O aus bis zum Briickenstrahl 7" messen.

Nun wiederholen wir dieses Verfahren auf anderer Grundlage. Die gegebenen
Gleichungen bringen wir durch Wegdividieren der Absoluten auf die Form von
Einsgleichungen &' 6,

G (?1‘1-'—"—&1‘)/“!"’. o5

T . 66
G, featr ity =1
Diese Gleichungen haben die Hypotenusen /4 /"
/n /i :
It = - P ;’ 6T

Das sind die reciproken Werte der Stellote s, s, der gegebenen Gleichungen ¢, Gy
Die Gleichungen ¢, G, driicken dieselben Ebenen /41 /% aus wie dic
Gleichungen Gi Go. Wir wollen nun die Summengleichung G
(gt b T e el B T R s e R
desselben Strahles S nach derselben Briickenmethode, aber auf Grund der
Einsgleichungen G,' G, und der Hypotenusen /4, 44 ableiten. Wir finden die
Werte #‘2' nach den Formeln
s w0 pakstis Bt .. 69)
7’1'+7’a' 7’:/"|— re! e '
und die Absolute / der Summengleichung ist:
b=t lawi==t 0., Sty U g T

Wir sehen jetzt den iiberraschenden Satz: Jede Summengleichung, dic wit aus
zwei Einsgleichungen nach der Briickenmethode ableiten, ist wieder eine
Einsgleichung.

Was wir suchen, das ist die Summengleichung, die das lingste Lot s hat.
Die Hypetenuse einer Einsgleichung ist der reciproke Wert ihres Lotes s.  Die
beste Summengleichung, die wir aus ¢, ¢, ableiten kénnen, wird also die sein,
die die kleinste Hypotenuse hat; das ist aber die, deren Strahl Si auf dem
Briickenstrahl 7' senkrecht steht.

Hieraus ergibt sich folgendes Verfahren zur Ableitung der besten Summen-
gleichung G aus zwei gegebenen Gleichungen ¢, ¢, Wir berechnen die drei
Seiten des Hypotenusendreieckes /7, /x /n:, um die Strahlen S, . zeichnen zu
konnen. Dann legen wir auf S, und S, die Strecken

I Ity

My = —- /1!' = T

auf, ziechen den Briickenstrahl 7 und ziehen normal zu diesem den Strahl S,
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Diesem Strahl entspricht die  beste Summengleichung, und wir bestimmen die
Stelllaktoren w v dieses Strahles am  etnfuchsten mittelst des Briickenstralles
7, nicht 77, da 7 die Faktoren fiv die urspriinglichen Gleichungen gibt, Die
Absoluten wegdividieren ist also gur nicht nétig. Fiir 2 und @ brauchen wir
nur zwei Zahlen zu nelimen, die sich so verhalten, wie # und 72, da nur
dieses Verhiltnis die Richtung des Strahles S bestimmt.

Wenn wir dieses Niherungsverfahren anwenden wollen, duann ist es zweek-
mifig, in ciner Vorarbeit die Hypotenusen 4 /.. .. ualler gegebenen Gleichungen
Gy G, ... zu berechnen. Das ist aber eine viel geringere Arbeit, als die Abso-
luten wegzudividieren. ;

5 5
» . o
\\ o~ 2
\\ - o <l - -
hS & ~ Ry e Ao e _
\\ A - _,,//A/
.//l —
N\ ¢ s
Pl N
e 1:4‘“"/
o

: Fig. 11.

Wir sehen aus der Abbildung 11, daB der Summenstrahl S vor allem
dann sehr giinstig ausfillt, weit besser als die Komponentenstrahlen S 5., wenn
der Winkel & den die gegebenen Strahlen S, S mitemander bilden, sehr
grofl ist. Wenn aus den gegebenen Gleichungen die Hypotenusen grob weg-
dividiert sind, dann kSnnen wir leicht erkennen, ob zwei gegebene Gleichungen
G, G, einen guten Summenstrahl geben werden. Wenn die Hypotenuse der
Differenzgleichung ¢,~—¢, sich dem Werte /. = 2 nithert, wird der Summen-
gtrahl sehr gut. Der Summenstrahl wird auch dann sehr gut, wenn der Winkel ¢
sehr klein und seine Schenkel sehr verschieden lang sind.

Wir wollen diese Kriterien ins Algebraische iibertragen und  gehen von
dem Satze aus, dall die Koeftizienten « 4. .. einer Gleichung & die Projektionen
der Hypotenuse % sind, die selber auf dem positiven Aste des Strahles S der
Gleichung (7 aufgetragen ist.  Die Zeichentolge der Koelfizienten o 6. .. wibt
uns also die Raumecke an, in der der (positive) Strahl liegt. So liegt der Strah!
der Gleichung

b3xr—35y+T72=28
in der Raumecke der Achsen:
(_t_ r, =7, _}_ 5)
Der Strahl liegt der Achse des gréfiten Koelfizienten am niichsten, also im Bei-
spiele der z-Achse; er stelt am senkrechtesten zu der Achse des  kleinsten
Koelfizienten, im Beispiele also der a-Achse.  Der Strahl nithert sich also den
cinzelnen Achsen im Verhithtnisse zu den entsprechenden Koeffizienten.  Wenu
die Koeffizienten ziemlich gleich groll sind, dann hat der Strabl cine zicmlich

diago nale Richtung.
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Wenn wir zwei Gleichungen ¢, ¢, vergleichen wollen, dann missen wir
sie so anschreiben, dal} beide eine positive Absolute zeigen, weil sie dann
positive Stellote s, x» haben. Wir fassen in beiden Gleichungen den gréofiten
Koeffizienten ins Auge. Wenn diese beiden groBten Koeffizienten gleichnamig
sind, z. B. @ und a., dann liegen beide Strahlen derselben Achse, also im
Beispiele der x-Achse, nahe. Wenn beide Koeffizienten das gleiche Vorzeichen
haben, dann bilden die Strahlen einen kleimen Winkel; wenn sie aber kon-
tridre Vorzeichen haben, dann bilden die Strahlen einen groflen, d. h. nahezu
gestreckten Winkel miteinander.

Wenn auch die zweitgrofiten Koeffizienten gleichnamig sind, z. B. 4, und 4,,
dann liegen die beiden Strahlen nahe zur zweidimensionalen Ebene der ent-
sprechenden Achsen, also im Beispiel nahe zur xy-Ibene /£,. Da sind nun
zwei Fille moglich: wenn a4, und 4, dieselbe Zeichenfolge haben wie 22 und 2,
dann liegen die Projektionen der Strahlen Si und S, in der Ebene Z, auf der-
selben Seite der a-Achse, und das ist der giinstige Full, der ein kleines & ver-
spricht. Wenn aber a, 6, und @ &, verschiedene Zeichenfolgen zeigen,
z. B. + + und 4 — oder — -+ und -} ¢, dann liegen die Projektionen der
Strahlen auf entgegengesetzten Seiten der a2-Achse, und dann wird &
weniger klein, und das ist der ungiinstige Fall. Wir haben also die Regel:
wenn die gréfiten Koeffizienten der gegebenen Gleichungen G\ (i, gleichnamig
sind (@ @', dann versprechen die Gleichungen einen guten Summenstrahl. Wenn
auch die zweitgriBten Koeffizienten gleichnamig sind (4, 4,). und o, & seigt die
selhe oder kontriire Zeichenfolge wie a4y &, dani sind dig Ausiichten umso,
besser. : -

sich in einer Vorarbeit einen gréfleren Vorrat von Summengleichungen oder
Differenzgleichungen zu verschaffen, deren jede je zwei grifite Koeffizienten hat.
Man kann dann zu jeder beliebigen Gleichung eine andere finden mit gleich-
namigen gréfiten Koeffizienten mit gleicher oder Kontrirer Zeichenfolge.

Man kann die Regeln noch viel ndher spezialisieren, doch hat das keinen
praktischen Nutzen.

Wir haben jetzt wieder ein Beispiel dafiir, wie niitzlich unsere geometrische
Darstellung der Elimination ist. Dieselbe Regel iiber die Auswahl der Gleichungen
kann man auch aus der algebraischen Theorie der Elimination ableiten, und hat
sie auch schon lingst abgeleitet. Dort steht sie aber als einficher mathematischer
Kunstgriff ohne allen Zusammenhang mit der ganzen Theorie. In unserer Dar-
stellung aber fliefit die Regel klar und anschaulich aus dem allgemeinen geo-
metrischen Bilde des Eliminationsproblems.

Die Summe von drei Ebenen.
C=uG, v b+ w(i.
Wenn wir aus drei gegebenen Gleichungen G, G, G, die beste Summen-

gleichung G ableiten wollen, dann stehen uns dieselben dret Verfahren zu Ge-
bote, wie bei zwei Gleichungen.

Da liegt der Gedanke nahe, aus den gegebenen Gieichungen 6 G- Sigisa
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I. Verf ahren der Ein-Ebene. Die gegebenen Gleichungen bringen

wir durch Wegdividieren der Absoluten 7 aul dic Form von Eins-Gleichungen
ax 4-6y--...= 1. Von O aus ziehen wir die Strahlen S S 8, die  den
drei Gleichungen entsprechen, und tragen auf den Strahlen dje Hypotenusen
G AL Ay der Kinsebenen auf;
K, K, Ky der Einsebenen auf

/2 /I

A’l - KN = it N, =— - T

/ . i B 5y e /1)
Die drei Strahlen S S 5. sehen wir als schiefe Koordinatenachsen an,  der-
gestalt, dafl die Koordinaten 4 74 7 -

If:i

W /\Vl f:: =v /\‘ /:; = w /\:c v .e  » 7.))

Fig. 12

cines Punktes ¢ den Achsen 50 S, S pacallel laufen. Die Gleichung einer Fhene
7, die die Achsenabschnitte Ay A, Ay hat, lautet:

f‘ _,}_ .__.f_?.._ H..Tl_, ‘/3 = | -
kl /ia K{ l'\)

Wenn wir hier die Werte 72) einsetzen, so erhalten wir:
v 4-w=l PSSP PRI s ¢

Der Vektor // eines Ebeuenpunktes ¢ ist dann, wie wir wissen, die Hypuotenuse
der Summengleichung ¢/
Q=uG +ol,+wl, . . . .. . . .73
Hier sind G, ¢/, Gy Einsgleichungen. Wenn wir die Summe wirklich bilden,
dann lautet die Summengleichung & so:
: (eay-Fvas-Fwas)x .. . =u-+v A 70)
Da nun nach 74) die Summe der Stelllaktoren « o ww gleich Lins ist, so gilt:
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wile Summengleichungen ¢/, die durch irgend cinen Punkt ¢ der Ebene 7 be-
stimmt sind, sind wieder Einsgleichungen. Die beste Einsgleichung ist
nun die, die die kiirzeste Hypotenuse /7 hat. Das ist also die Gleichung (7,
deren Strahl So normal auf der Ebene 7 steht.

Nachdem das Problem prinzipiell gelost ist, gehen wir an die praktische
Durchfiihrung. Die urspriinglichen gegebenen Gleichungen G, G, ¢, haben
die Hypotenusen /%, 4, /%,, die wir berechnen. Wenn diese Hypotenusen aul den
Strahlen S, 5: S aufgetragen sind, dann kdénnen wir zwischen ihren Endpunkten
drei Briicken Zia /froa /s spannen, und diese sind die Hypotenusen der drei
Ditferenzgleichungen

iy i = Gl dinn | o d] aaldees

Die sechs Hypotenusen /o /s 2y Jne ooy #51 sind nun die Kanten eines Tetra-
eders, des /-Tetraeders der drei Strahlen &, .S,.S;, und dadurch sind auch
alle Winkel bestimmt, insbesondere die Winkel &, ¢, &, 2zwischen den drei
Strahlen. Wenn wir dann auf die verlingerten Strahlen von O aus die Hypote-
nusen A, Ay A; auftragen und durch die Endpunkte die Ebene 77 legen, dann
haben wir ein zweites Tetraeder, das K-Tetraeder, und es ist leicht, graphisch
die Spitze O auf die Basis 7" zu projizieren, und so den Punkt ¢ der kleinsten
Hypetenuse /7 zu konstruieren.

Um nun auch die Stellfaktoren « = 7 zu bestimmen, dic dem Punkt g ent
sprechen, verfahren wir so: Durch die Hypotenuse /4, also O und ¢, legen
wir drei Ebenen & V7 IV, die durch die drei Ecken des Basisdreieckes gehen.
Sie geben im Dreieck drei Schnittlinien

R 7y -5, s —+ S
Die Ebene & gibt uns die Propertionen:
7 L. I'\/'
b G
Lintsprechende Gleichungen geben die Ebenen V und V) so dal} gilt:

u

PP LS Dl = T 0 =
7 "’f‘ RFt 7 "I"" Ry y "I’ Sy
Dald die Summe dieser Briicken gleich Eins ist, dus ist ein interessanter geo-
metrischer Satz. Mit # o 2o miifiten wir die gegebenen Einsgleichungen multi-
plizieren. Die urspriinglichen Einsgleichungen G, G, G, aber miissen wir mit

o v W
hel st el 0 o L s L )
/I /2 /3

multiplizieren, so dal} die beste Gleichung, die wir aus den gegebenen Gleichun-

gen ableiten kéunen, so lautet:

78}

u o w 5
= - G- -G, +- vl il 1 Lt )
G ; G, - 7 i e 80)

Wir sehen, daBl es durchaus nicht notwendig ist, in den gegebenen Gleichungen
die Absoluten wirklich wegzudividieren, denn wir brauchen von den Lins-
gleichungen nur die Quotienten

/135/1 /iaZ/z /ln:/a
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Hiemit sind wir fertig, Diese Lasung des Problems, s drei Gleichungen die
beste Summengleichung abzuleiten, hat mehr theorethischen als praktischen Wert.
Wir erkennen, dall der Summenstrahl vor allem dann sehr giinstig ausllt, wenn
die Winkel & dic die drei Strablen miteinander bilden, sehr grofy sind, nalie-
zu gestreckte Winkel. Auch wenn sie sehr klein sind, aber N, Ay Ay sehr
verschiedene Werte haben, ergibt sich ecin sehr  giinstiger Summenstrahl.
Man kann aber auch beweisen, dall das Dreistrahlen-Verfahren schr selten
einen wesentlich besseren Strahl  geben wird, als dieselben  drei Strahlen bei
dem viel einfacheren zweimaligen Zweistrahlen-Vertahren.

Graphisches Lotkugel-Verfahren, Nachdem wir das Hypotenusen-
Tetraeder berechnet und so die Winkel zwischen den Strahlen S0 8. Sy bestimmt
haben, tragen wir nicht die Hypotenusen Ay AL AL, sondern die Stellote s, s 5y

/, ls 4,

s,:.zl_v Sy =— —— .\‘3:_—/1. L. ,(Sl)

3 pl
der gegebenen Gleichungen auf. Wenn wir durch die Endpunkte g0 20 g0 der
Lote die entsprechenden Ebenen /4 £ /7 legen,  dann schineiden sich diese in

lio. 13,

[

cinem Punkte A, der einen Vektor 7o hat. Wir Konstruieren nun die bekanute
Lotkugel A, deren Mittelpunkt den Vektor 7o halbiert, und die durch die Punkte
O und g geht. Alle Summenebenen, die wir von den drer gegebenen Gleiwchungen
G, G: G, ableiten kénnen, gehen durch den Punkt gy und haben ihren Lotpunke
in der Lotkugelfliche AT Was wir suchen, ist die Summencbene, die das Lngste
Lot hat. Das ist offenbar die Ebene /2, deren Lot s der Vektor s, ist, deren
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Lotpunkt also der Schnittpunkt g, ist. Die schiefen Koordinaten 7, #4 # dieses
Punktes 2, linden wir, wenn wir von g, aus zu jedem Strahle eine Parullele zur
gegeniiberliegenden Koordinatenebene ziehien. Wir erhalten so die von O aus
zu messenden Strahlenstiicke # 4 7, aus denen wir die Stellfaktoren # z zv finden :

L L Ts

"= — = == AR e S 82
/z /lﬂ /13 )

Die Gleichung der besten Ebene ¢ ist dann:
pESyp L d bl G T B s iR

Das alles kann man leicht graphisch machen.

Algebraisches Lotkugelverfahren. Wir wollen fiir die Stell-
faktoren 2 ¢ 20 algebraische Ausdriicke entwickeln. Der Pol g0 hat im z-dimen-
sionalen Raume irgendwelche Koordinaten A /. . . und seinen Vektor 7o wollen
wir /7 nennen. Die Strallenkoordinaten desselben Punktes g, sind ein Polygon
von den Seiten:

= I h=vh. Io=w DR . 84)
Die a-Koordinate A ist die Summe der a-Projektionen der Polygonseiten 7, & /4
und das entsprechende gilt von 5 C'. . .:
A=va Fva-}was l
B=ub + vbs  wb, I

Der Vektor /7 bildet mit den drei Strahlen S; Ss 5y irgendwelche Winkel &, &, &,
und es gilt offenbar:

85)

Ifcos & =5 Heos =5, Moos b5, a1 BE)
Der Winkel &, den der Vektor /7 mit der Hypotenuse 4, auf dem Strahle .5,
also auch mit dem Strahle selber bildet, ist:

CoS & = f"ﬁ‘_‘j}f’ll/;‘i"_ 5 imsaantadl i )
Die entsprechenden Ausdriicke gelten fiir & und &. Wenn wir diese Ausdriicke
in 86) einsetzen, dann erhalten wir:
WAL Bt . .= dy A b Bt .. =l

=/1 =/2

. 88)

Wir setzen fir 41 B ... ithre Werte ein und ordnen nach 2« v
ulabi4 . )b v@atbb+.)Fwmatbbt.)=/ ]
u(a,a, -0y .+ v (@0 ) Fw(matbibs 4. ) =14 89)
ulasai - oo . ) v (@satbbh~4.) F @ +6 4. ) =4 [

was wir einfacher so schreiben konnen:

u [ K] 4o (KR fw [N A]=/
w[K, K] 42K, K]+ @K K) 't yaE e T
u (K, K]+ o [K K]+ w KWW =/

In den Klammern stehen Normalkoeffizienten, die man alle aus den sechs Seiten

des schon berechneten Hypotenusentetraeders berechnen kann. Es gilt:



(K K] =/’ ¢ [Ky K] = /2® + Ja— 2
(G Ks] = /n? v Ry K] = Mt N — 00

[ K Ko = A e [Ky Ky} =727+ Bt — i
Wenn wir aus den drei Gleichungen 90) die drei Stellfuktoren « o @ berechnel
haben, dann ergibt sich die beste Summengleichung /) die man aus den drei
gegebenen Gleichungen ¢, G, (/ ableiten kann:

G=uG, + v G, -} w G,

Die Gleiehung (7 kann man dann noch durch zwer andere Gleichungen (7, ¢,
abermals verbessern usw. Bei irgend einer Summengleichung ¢ hrechen wir
ab, und projizieren den Wanderpunkt in ihren Lotpunkt 2, der voraussichtlich

sehr nahe bei /3 liegt.

|
| TS
J

Die Summe von vielen Ebenen.
Das Problem, wie wir vom Ursprung O aus mittelst der gegebenen Strahlen
S S ... moglichst nahe an den Fernpunkt 2, herankommen kénnen, wollen

wir nun auf cine wieder andere Art betrachten.
Durch den Ursprung O legen wir eine Normalebene /1, die auf dem Ziel-

strahle So normal steht. Auf den Strahlen S, S. ... tragen wir in der Richtung
der Lote s, 5,... von O aus irgendwelche gunz heliebige, gleiche oder ungleiche
Strecken # 7, ... auf. Wenn wir aus dicsen Strahlen 7, 4 ... von 0 aus ein

Polygon 7 % ... bauen, dann kommen wir in irgendeinen Raumpunkt », und
durch diesen legen wir von O aus einen neuen Strahl S, Es Lifft sich nun
zeigen, dafl dieser Summenstrahl S mit grofler Wahlrscheinlichkeit
besser ist, d. h. niher an /% herankommt, als alle gegebenen Strahlen.

i
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Wir erwigen so. Die Strecke 4 hat auf dem Zielstrahl S, eine Komponente®
4 cos ¢, die gegen £ gerichtet ist, und in der Ebene Z, eine Komponente / sin o,,
die normal zu S, in irgendeiner Richtung lduft. Das gilt von allen Seiten
des Polygons: alle geben auf den Strahl S, eine positive Projektion 7 cos @, und
diese Projektionen addreren sich arithmetisch zu einer Summe 47, Alle geben
auch in der Ebene /7, eine Projektion * =/ sin g; diese Projektionen haben aber
verschiedene Richtungen; sie bilden in der Ebene Z, ein Polygon nu7. . .,
und dessen von O ausgehende Schlulsehne & ist héchstwahrscheintich
gegen A7 klein, vielleicht sehr klein. Die Sehne A ist der Abstand des Punktes
2 von dem Strahle S., und der Summenstrahl S bildet mit dem Zielstriahle S.
einen Winkel o, fiir den gilt: N
¥

Dieser Winkel ¢ ist also hochstwahrscheinlich klein; kleiner als der
Abstandswinke! o irgend eines der gegebenen Strahlen S, S, ... Hiemit ist der
Girundgedanke mehrerer Nidherungsverfahren gegeben.

Iis ist offenbur am zweckmiBligsten, fiir die Strecken # 7, ... auf den ge-
gebenen Strahlen die schon vorhandenen Lote s s. ... zu nehmen, da dann die
besten Strahlen den griofiten Einflul auf die Richtung des Summenstrahles S
haben. Wir finden dann die Koordinaten z, y, des Punktes » so, daf wir die
Lote s s, ... in ihre orthagonalen Komponenten zerlegen und die Komponenten
achsenweise addieren. Diese Komponenten sind durch die Koordinaten der Lot
punkte 2, g, ... gegeben, und so gilt denn:

/, a L b, b by
X, = w—/z«;-;-—- -|~ /I;;—,— —I—- o s Yit=e ﬁ.l—" nl_ /ﬂ = -+- i 92)
ZweckmiiBiger ist aber eine andere Behandlung des I’nohlcms. Die Strecken
2,1y . .. stellen wir als Vielfache der entsprechende~ 11, | tenuse dar:
L =ul £ DR SRR R S . 93)
Dann ist die Schlusehne // des Polygons / 4 ... nach Linge und Richtung
dic Hypotenuse einer Summengleichung G:
G =5 TG v oy S e e SO
Der Strahl S dieser Gleichung & ist sehr wahrscheinlich ein guter Strahl,
welche Werte wir immer den Stellfaktoren ## ... geben. Besonders gut ist aber
vermutlich der Strahl 5, wenn die Polygonstrecken die Werte
I, = S, /, =8 o
e :___/_2_ ..... Jec g oI M ARERO
2, /,

haben. Wenan wir diese Werte in 93) einfihren, dann erhalten die Stellfaktoren
die Werte :
. 96)

h
N 4o i L O 3 .
/e R.E

und dic Summengleichung G wird so dargestellt:

X /, /,
G = G A G RIS e L G
/,'1 /o Gy )

. . . . -
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Das heillit in Worten: wir bekommen eine voraussichtlich sehr gute Summen-
gleichung, wenn wir jede dergegebenen Gleichungen mit ihrer eigenen Ab-
soluten, dividiert durch ihr Hypotenusenquadrat, muloplzieren wnd  dann
die Gleichungen addieren.

Wenn, was immer geschehen sollte, die Hypotenusen aus den Gleichungen
grob wegdividiert sind, so dafl fiir alle Gleichungen etwa gilt:

| </2<<13
dann kann man 97) geniigend genau schreiben:
G=,G, LG .. . R 19!
Das heilit in Worten:  Wir erhalten eine - gute Summengleichung ) wenn wir
jede gegebene Gleichung - grob mit ihrer eigenen Absoluten multiplizieren und
dann addieren. Die Gleichung 98 laufet dann:
[eqr [0y ... =[] . .. . . 99)

Diese Gleichung it leicht erkennen, dall die Summengleichung voraussichtlich
gut ist. Die Absolute [/] wilchst niimlich voraussichtlich hoch an,  du sie aus
lauter positiven Gliedern besteht. Die Koeffizienten aber lanfen voraussichtlich
aar nicht hoch an, da sie aus teils positiven, teils negativen Gliedern hestehen.
Die Hypotenuse // der Summengleichung  witchst lso dureh  die Addition
viel weniger, als die Absolute. Da nun das Stellot s der Summengleichung he-
stimmt ist durch

[/
§ = RSl B B o LU DD
s )
85 dst das Steliot Summengleichung voraussichtlich groli Duas war ¢ben zu

heweisin, , :

~ Wir konnetr ioodur Yerainfachang noch weiter gehen. Bei der Erweiterung
der Gleichungen (7, G, . .. kdnnen wir den Absoluten den numerischen Wert
Eins geben. Das heifit mit anderen Worten: wir  schreiben alle gegehenen
Gleichungen mit positiven Absoluten, indem wir in jeder Gleichung it N
tiven Absoluten die Vorzeichen umkehren, und addieren dann die Gleichungen.
Die Summengleichung

[el # - [Oy -+ ... =[]

ist dann voraussichthich gut.

Beitrag zur rechnerischen Lésung des Pothenot-
schen Problemes.

Von August Gabrielll, k. k. Obergeometer in Linz
In den Monatshefter, 7 und 8 des Il [ahrganges und in Nro 10 des VIIIL
Jahrganges dieser Zeitschrift sind bereits Beitriige zur vechnerischen Lisung des

Rickwirtseinschneidens enthalten.
In beiden Fillen wird jedoch die Punktbestimmung  durch Einschaltung
von Hilfspunkten, deren Koordinaten ebenfalls gerechnet werden miissen, vorge-

nomimen.
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Lotverfahren.
Von Prof. Karl Fuchs in Prelburg.
(Fortsetzung).
Es seien 2 Gleichungen G, G,... mit » Unbekannten xy ... gegeben:
G, axt+bhy+ ... =4 )
G, ax++by+...=4 0T

und es gelte durch Elimination die Werte X' V. . . der Unbekannten zu bekommen.
Man kann das Problem auf verschiedene Arten geometrisch deuten. Die ein-
fachste und dlteste Deutung ist die, dal wir die gegebenen Gleichungen als
Gleichungen von Ebenen £, £, .. auffassen. Die » Ebenen im #-dimensionalen
Raume schneiden sich in einem Punkte 7~ von den Koordinaten X' V..., und
es gilt, aus den Gleichungen der Ebenen die Koordinaten des Schnittpunktes 7,
zu berechnen. Diese geometrische Deutung ist in einer ersten Studie besprochen
worden. In der vorliegenden zweiten Studie soll eine zweite geometrische Deutung
besprochen worden. :

g

Die orthogonalen Koordinaten im n-dimensionalen Raume wollen wir mit
En ... bezeichnen. In den gegebenen Gleichungen stehen die Koeffizienten in
Kolumnen. Die Koeffizienten der ersten Kolumne sehen wir als Koordinaten
eines Punktes ¢, an:
f=a N=a §=as ohat g )
und den Vektor des Punktes ¢, bezeichnen wir mit /u:

/h’=¢h’+(h’+a’a’+ oo s BIuiEy ....-3)
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Die Stellwinkel «, «, . . . dicses Vektors sind also :
28 a
COS ¢y =— COS @ = 2 o a0 0 50 % 4)
I /e

1
Dic verlingerte Hypotenuse /; gibt cinen Strahl S, und die Ursprungs-
chene, die normal zu S, liegt, hat die Gleichung:

/s, a&+antas+...=0. ... .. )

Wir konnen dicse Ebenengleichung auch die Gleichung des Strahles S,
nennen. Die Hypotenuse /1 sehen wir immer als positiv an; der Ast des
Strahles S,, in dem die Hypotenuse liegt, ist der positive Ast, und die Stell-
winkel e, «.... sind die Winkel, die dieser positive Ast mit den positiven
Koordinatenachsen bildet.

So gibt uns jede der Koeffizientenkolumnen einen Raumpunkt ¢, einen Strahl
S und eine Ebene /-

Auf den Strahlen S S. ... kénnen wir beliebige Strecken # 4 ... auf-
tragen. Diese Strecken stellen wir immer als Vielfache der entsprechenden
Hypotenuse dar, die also dadurch den Charakter eines MafBes bekommt. Ins-
besondere schreiben wir:

h='ox fh=/Iny h=/lsz . . . . . ..6)
So erscheint jede der Variablen + 3 . .. als Wegzahl eines besonderen Strahles
S. Die Projektionen der Hvpotenuse /, sind die Koeffizienten a, a.. . .; die
Projektionen einer Strecke # sind also:
a, X a x ax .. .. 1)

IEbenso konnen wir sagen: der Hypotenusenpunkt ¢, hat die Koordinaten aya. .. .,
und der Endpunkt s der Strecke 7 hat die Koordinaten a, x, a,v ... Das
Iintsprechende gilt auch fir die anderen Strahlen. So hat # die Projektionen
by, b,y ...

Die Absoluten /, /> . .. sehen wir als die Koordinaten eines Raumpunktes /2, an :
=4h =l =l .. .. ... 8
Der Vektor /, des IFernpunktes ist also:
W=ir+5LL4+ .00 00 000009
Es ist immer moglich, vom Ursprung O nach dem Fernpunkt /7% ein
Polygon von Seiten 4 % ... zu spannen, derart, dafl jede Seite ¢ die Richtung
des entsprechenden Strahles S hat. Dann muf} das Polygon auf der E-Achse die
Projektion /4 haben. Die Projektionen der einzelnen Seite # & ... sind:
ax by az ... .. 0.0, 10)

Es muf§ also gelten:
mxt+bhy+...=4 ... 0001
Das ist aber die erste der gegebenen Gleichungen G. Wenn wir ausdriicken,
dall die Projektionen des Polygons auf der y-Achse gleich /4 sein muBf, dann
erhalten wir die zweite gegebene Gleichung &, usw. Hiemit sind die gegebenen
Gleichungen geometrisch auf ein Seitenpolygon im Raume gedeutet.
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Das cinfache Lotverfahren.

Das ecinfache Lotverfahren ist ein Niherungsverfahren; wir bemiihen uns

wieder, den Wanderpunkt von O aus mit Hilfe der Strahlen S dem Fernpunkte
immer nither 2u bringen. Durch den Fer npunkt /% legen wir Ibenen £ £ . ..
parallel zu den Ursprungsebenen. Die Strahlen .S sind dann Normalstrahlen zu
den /%-Ibenen und durchstoBien diese dann in Lotpunkten p, . . . ., die wieder
in einer Lotkugel A" liegen, deren Achse der Vektor 4 des FFernpunktes ist, und
deren Pole ¢ und P, sind. Die Nitherung des Wanderpunktes erfolgt wieder
50, dafl} wir ihn von O aus von Ebene in Ebene projizieren. Er kommt dann
notwendig dem Fernpunkte immer nither. Die Wege # ..., die der Wander-
punkt zuriicklegt, haben die Richtungen der Strahlen S und bilden ein Polygon,
das gleichsam in einer Spirale sich dem Punkte P, nihert.

Auf seinem Wege wird der \Wanderpunkt wiederholt auf die Ebene Z
projiziert, legt also in der Richtung des Strahles S, mehrere Strecken #‘#* .
zuriick. Aneinandergefiigt geben diese Teilstrecken einen \Weg

=¥ e T e e e )
den der Wanderpunkt auf dem Strahle S, zuriickgelegt hat. Ebenso addieren
wir die Strecken, die der Wanderpunkt auf jedem anderen Strahle zuriickgelegt
hat. Die resultierenden Strecken t t... sind dann die gesuchten Seiten des

Polygons, das von O nach P, gespannt ist.
Wir ersehen aus dxesem orientierenden Ueberblick einen sehr bedeutenden

Vorteil des neuen Verfahrens gegen das alte; wir kennen von allem Anfang an
die Koordinaten des Fernpunktes I, und wissen somit in jedem Augenblick, wie

nahe wir schon an P, gekommen sind.
Wir wollen nun den ersten Niiherungsakt ausfiihren und den Wanderpunkt

auf die Ebene £, projizieren. Der Strahl S, bildet mit dem Vektor /, einen

Winkel o,.  Auf dem Strahl S, aufgetragen ist die Hypotenuse /4, und wir kénnen
den Wml\el ¢, aus den Projektionen von /4 und /% berechnen:

1(?—]-/,_,(1,... 13

COS Ol prm— oy / /l L R INER RO Vi Yool el Sk )

Wenn wir dem Wanderpunkt den Strahl S, als Fiihrungsstrahl geben, und
wir wollen ihn méglichst nahe an P, heranbringen, dann miissen wir ihn iiber
eimen Weg 7, in den Lotpunkt #, in £, bringen. Es gilt dann:

4y = /o cos g,
Wenn wir fiir 4 seinen Wert 4, x und fiir cos o, den Wert 13) einsetzen, dann

ergibt sich:
° / (,I + / (I —‘I"‘
x = AL e R P15
(z r | gt —|-
Das ist der erste Niiherungswert x, der Vanablen x. In bezug auf den Wander-
punkt hat jetzt der Fernpunkt P, die kleineren Koordinaten
—=ra v Ly —a, x I — @, x
Wir kinnten jetzt den Koordinatenursprung in den Wanderpunkt nach #: verlegen.
Hiermit ist der erste Niherungsakt beendet.

. 14)

. 16)
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Nach unserer Deutung beziehen sich also die Koordinaten 74/, ... des
Fernpunktes dem Sinne nach nicht auf den Punkt O, sondern auf den Wander-
punkt, der allerdings am Anfange des Niherungsaktes in O liegt. Wenn wir
den Wanderpunkt auf einem Strahle S méglichst nahe an P, herangebracht
haben, haben wir seinen Abstand 4 von P, zu einem Minimum gemacht:

K+ 4AE4 ... =Mn ..., . ..., .17
Den Gedanken, durch Aenderung einer einzigen Variablen » die Quadratsumme
[#] zu einem Minimum zu machen, konnen wir auch rein algebraisch durchfiihren.
Wenn wir in den gegebenen Gleichungen G, G, ... fiir » das Binom x, + »
einfihren, wo x, ein vorderhand unbestimmter Niherungswert ist, und wir schdﬁen
die x,-Glieder nach rechts, dann lautet die Bedmgung 17) so:

4, —a,x)4,—ax)-+4+...=Mn . ... . .18
woraus sich die Bestimmung gibt:

ll(l1+1:ﬂ,+... 19)
G Em . o AT
also genau dieselbe Bestimmung, die uns das geometrische Bild gegeben hat:

Nach dem ersten Niherungsakt folgt der zweite, indem wir den Wander-
punkt etwa mittelst des Strahles S, {iber eine Strecke /4, y auf die Ebene E,
projizieren. Wir erhalten so einen Niherungswert 3 usw. Wie wir sehen, ist
unser neues einfaches Lotverfahren nur das geometrische Bild des alten algebrai-
schen Niherungsverfahrens der Einzelinkremente. Wir erkennen
zugleich einen zweiten groflen Vorteil des neuen Lotverfahrens: wihrend im
alten Lotverfahren der Absolutentilgung jeder einzelne Niherungsaktifiir
alle Variabeln Inkremente gegeben hat, gibt das neue Lotverfahren nur einer
Variabeln ein Inkrement.

Wir kénnen jetzt vergleichen: Das Tilgungsverfahren, duBerlich so grund-
verschieden vom Verfahren der Einzelinkremente, ist geometrisch mit ihm
ildentisch: Projektion des Wanderpunktes von Ebene zu Ebene; beide fiihren
also gleich rasch zum Ziele und sind gleich gut. Nur verlangt das Tilgungs-
verfahren mit seinen vielen Inkrementen unverhiltnisméBig mehr Miihe als”das
Verfahren der Einzelinkremente.

Beim neuen Lotverfahren kommt man dem Fernpunkte P, offenbar am
nichsten, wenn man zum Fiihrungsstrahl den Strahl nimmt, der den kleinsten
Winkel ¢ mit dem Vektor /, bildet. Am einfachsten orientiert man sich iiber
die Winkel ¢ der Strahlen S mittelst der Hypotenusendreiecke, die wir schon
kennen. Das Verfahren soll nochmals kurz beschrieben werden.

Auf dem Zielstrahl S,, der durch /% geht, liegt die Hypotenuse / mit dem
Endpunkt P, und auf dem Strahle S, liegt die Hypotenuse 4, mit dem End-

punkt ¢:.. Wir spannen zwischen P, und g¢: die Briicke /,, deren Endpunkte P,
und 2 die Koordinatendifferenzen

X, =

a,—{, gt A R R ) EV )
zeigen, so dall wir /o, berechnen konnen:

Py= o=ty @=L 2
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Jetzt kennen wir alle drei Seiten des Dreieckes /4 4, /4o ; wir konnen es zeichnen,
und wenn wir es gezeichnet haben, sehen wir den gesuchten Winkel ¢ und
konnen auch den Niiherungswert 2 einfach graphisch bestimmen; wir fillen von
P, ein Lot auf S und gewinnen den Lotpunkt #;, also auch die Strecke 4, und
wenn wir diese durch /u dividieren, haben wir den Nidherungswert .r.

"Sz.

I7g, 2

So berechnen wir denn eine Reihe von Hypotenusen
Jeg, Yo Py
und zeichnen die entsprechenden Hypotenusendreiecke. Welches Dreieck die
kleinsten Winkel o zeigt, dem entnehmen wir den entsprechenden Néherungswert
+ oder y oder s usw. Wenn der Winkel ¢ nahezu ein gestreckter ist, dann
ist der Strahl wieder giinstig, nur liegt der Niherungspunkt # dann am negativen
Ast des Strahles.

Die Zeichnung lifit uns uamittelbar eine Gefahr erkennen, die uns bei
algebraischer Behandtung entgeht. Es kann vorkommen, daB die Hypotenuse
/: gegen 7, sehr klein ist, und dann wird die Zeichnung unsicher, In diesem
Falle tragen wir auf & ein Vielfaches von 4, auf, etwa K/ mit einem End-
punkte 7 und ziehen die Briicke von P, nach . Die Koordinaten von m, sind
Ka, Ka,,... und die Hypotenuse %, ist dann:

b= (Ko, — Ly + (Ko, —h)+... ... . . .22
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Jetzt ist die Zeichnung viel sicherer. Wenn umgekehrt /4 gegen /% schr klein
ist, dann tragen wir aul S cin Vielfaches A/ des Vektors auf, und die Briicke
ist dann hestimmt durch:

fos® = (a, — /\’/1)2 + (2 — KL) +o AL, T, L 23)
So machen wir es bei allen Strahlen. Die Niherungswerte x y ... werden

natiirlich auf Grund der einfachen Hypotenuse berechnet, z. B. x = #: /4 und
nicht *r =7, : K/u.

Es taucht dic Frage auf, ob wir der Gleichung G eines Strahles S nicht
ansehen konnen, ob ihr Strahl einen groflen oder kleinen Winkel mit dem Ziel-
strahl S, macht. Man kann es. Wenn die Koeffizienten a, a. . .. die Gleichung
G, eines Strahles S, den Absoluten / /, ... proportional sind, dann geht der
Strahl S, geradezu durch den Fernpunkt P.. Wenn die Koeftfizientes a, a. .
eines Strahles also nur wenig von der Proportionalitit

4 _ 4 9
[1 — [I o [3 o

abweichen, dann weicht der Strahl S, nur wenig vom Strahle S, ab. Es wieder-
holen sich hier die Erwidgungen des ersten Artikels iiber Lotverfahren.
So viel iiber das einfache Lotverfahren mit Kolumnenebenen.

Differenzstrahlen.

Die Endpunkte ¢, ¢, der Hypotenusen /%, %, wollen wir, wie schon oft, mit

der Briicke /%, verbinden. Der Punkt ¢, hat die Koordinaten «, ...., der

Punkt ¢, hat die Koordinaten &, &,...; die Briicke /%,, ist also durch die
Koordinatendifferenzen bestimmt:

/1122=(”l_b1)2+(03—b,)2+... g Tt R 24)
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Die positive Richtung von /%, fiihrt dann vori ¢» nach ¢.. Es gelten dann die
beiden gleichwertigen geometrischen Gleichungen :
Tl I = T | gl = 5 s s s 525)
Die erste Gleichung sagt: wenn man von O aus das Polygon /2 /s durchlautt,
dann kommt man in denselben Raumpunkt, wie wenn man von O aus die Strecke
%, durchlauft. Die zweite Gleichung sagt: wenn man von O aus die Strecke
%, durchlauft, die in Linge und Richtung mit der Briicke %, iibereinstimmt,
dann kommt man in denselben Raumpunkt, wie wenn man von O aus erst die
Strecke /« und von deren Endpunkt aus eine Strecke —+, durchlauft, die die
Linge der Hypotenuse /,, aber die entgegengesetste Richtung hat.
Die verlingerten Hypotenusen /, /,'/,, geben die beiden Strahlen S, und S,
und den Differenzstrahl oder Briickenstrahl %_, und alle drei Strahlen denken

13

Wir uns von O aus gezogen. Wir betrachten die geometrische Gleichung:
Iy ==ty sl et e T LSS 2 6)

Wir multiplizieren beiderseits mit irgendeinem Faktor «:

?l/luill/ln—ﬂ/lg o toin ene fhel Tl on i eizap e .27)
Diese Gleichung kénnen wir so deuten: Wenn wir von irgendeinem Raumpunkte
2% aus in der positiven Richtung des Briickenstrahles /,, eine Strecke 4, =17y,
durchlaufen, dann kommen wir in denselben Punkt, wie wenn wir von # aus
erst in der positiven Richtung des Strahles S, einen Weg 4 =wu/,, und vom
erreichten Punkt aus in der negativen Richtung des Strahles S, einen Weg
h=1/ts zuriicklegen.

Das alles hat folgende praktische Bedeutung. Nehmen wir an, wir hitten
den Wanderpunkt von O aus zum Fiihrungsstrahl den Differenzstrahl S, gegeben
und auf diesem den Wanderpunkt méglichst nahe an P, in den Néherungspunkt
?,, herangebracht. Der Wanderpunkt hat dann auf S,, einen Weg 4, =/,
| zuriickgelegt, und # ist bestimmt durch
f b=t th@—t) ... g

/112’
Die Binome im Ziihler sind die orthogonalen Komponenten von /. Jetzt haben
wir einen Niherungswert der Variablen #; die dem Strahle S, zukommt, der
uns aber unmittelbar nichts niitzt. Nun sagt uns aber G/ 27), dafl wir in]den-
selben Néherungspunkt g, auch so gelangen konnen, daB wir auf S, einen Weg

. h=-+#ul und auf S; einen Weg #» = — u /i zuriicklegen. Hiemit sind uns
] an Stelle des wertlosen Niherungswertes # =z die wertvollen Néherungs-
'\.verte =+ 2 und y= —u gegeben. Wir konnen also sagen: =2 Ist
dquivalent mit r= 4« und y=—u:
’ w=r iquiv. r=-~+n y=—u 29)
14 So kdnnen wir also aus den gegebenen # Hypotenusenpunkten ¢, ¢, . . . eine sehr
grolie Zahl von Briickenstrahlen
S1s S,, Su . ..
SII Sll D ) e e P T e s e RS Ve e 30)

)i'n‘mmw.}cﬂ o
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ableiten, deren Variable wir mit i, #, ... bezeichnen konnen. Wir buchen
diese Strahlen, indem wir in die Tafel die den gegebenen Gleichungen G, G, . . .
entsprechenden neuen Kolumnen anschlieBen, z. B.:

/1=(hx—'—btj’-l—...—'—((h—bx)?l”—-}-...
h=ax+by+ ...+ @—b)ym, 4+ ... .. .. .31

Jeder Niherungswert #=w#, den uns irgendeiner dieser Differenzstrahlen als
Fiihrungsmittel liefert, ist zwar an sich wertlos, gibt aber fiir die Variabeln
seiner Komponentenstrahlen zwei gleiche und entgegengesetzte Niherungswerte.
Vor jedem Niitherungsakt suchen wir uns aus den gegebenen Kolumnen 31) die-
jenige heraus, deren Koeffizienten den entsprechenden Absoluten einigermaiien
proportional sind, wenigstens insoferne, da den groften Absoluten die gréBten
Koeffizienten entsprechen, mit gleicher oder kontrirer Zeichenfolge, und die
beste Kolumne verwenden wir zum Niherungswert.

Summenstrahlen. Wir konnen neue Strahlen auch so gewinnen, daf
wir zwei neue Koeffizientenkolumnen, etwa die erste und zweite, addieren,
und so eine neue Kolumne mit einer Variabeln #,, bilden. Die Hypotenusen-
gleichung lautet dann

1112__':/!1 +/lz 0 . . . . . . . . . . . 32)
und die Aquivalenzgleichung lautet:

p=v  AqQu. X =0 Y=V . . . . . . . .33)
So kénnen wir die Zahl der disponibeln Strahlen abermals bedeutend vermehren.
(SchiuB folgt).

Reformvorschléage.

Yon Evidenzhaltungsobergeometer F. Goethe in Melk.

Als man vor me:i2re Monaten die Ernennung hervorragender Ménner des
offentlichen Lebens zi litgliedern der Kommission zur Forderung der Verwal-
tungsreform erfuhr, wu le diese Aktion selbstredend in den Kreisen der Staats-
beamtenschaft lebhaft erdrtert.

Hiebei machten sich Bedenken geltend, ob es der so zusammengesetzten
Kommission gelingen werde, allein und ohne Zuziehung von Beamten des aus-
ibenden Dienstes das zu erzielen, was sowohl die Regierung als die Beamten-
schaft anstrebt und erwiinscht.

Sehr zu begriilen ist es daher, daB in einer Sitzung anfangs Dezember
1911 der Vorsitzende dieser Kommission Freiherr von Schwartzenau den
Antrag einbrachte, auf breitester Grundlage der Beamtenschaft die Moglichkeit zu
bieten, bei dieser Arbeit mitzuwirken und daB dieser Antrag angenommen wurde.

Der Gedanke ist gut und wird nicht verfehlen, unter den Beamten auf
fruchtbaren Boden zu fallen.

Da fiir das Katasterwesen diese Zeitschrift den Ort bildet, wo Reform-
vorschlige wohl in der verstindnisvollsten Weise einer Beurteilung unterzogen
werden konnen, so sei es dem Verfasser gestattet, in groflen Ziigen einige An-
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Analog wiirde sich die Aufgabe fiir jede externe Projektion rechnerisch
behandeln lassen, da sich hiebei nur der Winkel 6 Hndert. Wiirde sich das
Zentrum Z in der Entfernung ¢ von der Kugelfliche, also in der Entfernung

27 -4-¢) von M befinden, so wiire tg 0 = TE 20 M
(2r+-e) g 7 D
E=Qr+4+e.tgo, n b fo
~o
Lotverfahren.
Von Prof. Karl Fuchs in Prefiburg,
(Schtuf).

Kombinierte Strahlen,

Zwei Strahlen. Die Strahlen S, S, die von O ausgehen, bestimmen
einc zweidimensionale Ebene ., in der sie liegen. Wir kénnen die
Strahlen S, S: als schiefe Koordinatenachsen in der Ebene £, ansehen, ““fl
dann kénnen wir jeden beliebigen Punkt ¢ dieser Ebene mittelst zweier Koordi-

naten 4 z4: h=u i =B i N 5 )
bestimmen. Der Punkt ¢ hat dann einen Vektor #/ und die Koordinaten
§=?1171+7’b1 )1'_—-”[12—[-'4‘)&1 §=.-.. A i .33)

Der Abstand des Ebenenpunktes ¢ vom Fernpunkt P, ist durch die Koordinaten-
differenz von ¢ und P, bestimmt:

rzs(g—zl)z‘l—(']—/2)2+.... SRR ppE B 36)
Wir haben nun die Absicht, dem Wanderpunkte in O weder den Fiihrungsstrahl
Si noch den Fiihrungsstrahl S, sondern die ganze Ebene £, zur Fiihrungs-
ebene zu geben und ihn in den Ebenenpunkt ¢ zu bringen, der zu Po am
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niichsten liegt. Diesen besten Ebenenpunkt ¢ finden wir, wenn wir 7% zu einem
Minimum machen. Wenn wir * entwickeln, ergibt sich:

P =u*|a®] | v2[b2] + suvlab]l —sulal] —sv[6/] - [/7] 37)
Daraus ergeben sich fiir # und © die Bestimmungsgleichungen:
u ) + v [ab) =T[al] 39)

nlad) -} v (6] =1[6!]
Diese Werte von 2z und o filhren den Wanderpunkt so nahe an P, als das in
der Ebene Zi. oder mit Hilfe der kombinierten Strahlen & &, iiberhaupt
méglich ist. Die Variabeln der speziellen Strahlen S5, 5, hecillen aber nicht
und ©, sondern x und y, und die berechneten giinstigsten Werte von # und v
sind also simultane Niherungswerte von . und y:
r=u Y= . . .« .. ... .39
Wir kénnen jetzt auch den Strahl S, berechnen, der in der Ebene £,
durch den besten Punkt ¢ geht. Es gilt niimlich fiir den Vektor /7 des Punktes
¢ die geometrische Gleichung:
F R T A P 0))
Hier sind /% /. die Hypotenusen der Komponentenstrahlen, und /7 nehmen
wir fiir die Hypotenuse des gesuchten Strahles S,.. Nach f{riiheren Erliuterungen
ist die Linge der Hypotenuse /7 bestimmt durch

= (wa,+ovb) 4+ (ear-Fob)y-+.... . . . . . 4l)
Die Normalebene des Strahles S,, hat die Gleichung:

AtE-+by+...=0. . . . . . ... .42
wobei die Koeffizienten 4 5 ... des Strahles S,., d. h. die Projektionen seiner.
Hypotenuse /7, die Werte haben:

A=ua +v b B=wua,+ v =... ... .43

Wir finden also die Koeffizienten des Strahles S;;, indem wir die z-fachen Koeffi-
zienten der ersten Kolumne der Gleichungen Gi G: ... zu den w-fachen Koeffi-
zienten der zweiten Kolumne addieren. Die Variable des Strahles &;, kénnen

wir etwa mit z,, bezeichnen, so daB eine Strecke 4, auf diesem Strahle so
geschrieben wird :

ba=Hwy . . « « « « « - ... 44
Wenn /A iibermiflig groB sein sollte, dann benutzen wir die Zerlegung:
=—— nW
12 7 13
= H'. w': T - 49)

d. h. wir konnen fiir den Strahl eine »-mal kleinere Hypotenuse A* annchmen,
miissen dafiir aber eine neue Variable ', = # 7tns einfiihren.

Wir wollen noch die Aquivalenzgleichung des Strahles S, aufschreiben.
Wir multiplizieren 40) mit ze,,:
H'ZUM == U TWq /h + U Wi /Z! B R RS S eagimi. i e 46)
Daraus ergibt sich die Aquivalenzgleichung:

Wiy == W, aqu. r=unw, y=vw,
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Das beschriebene Verfahren kénnen wir in doppelter Beziehung ein Lot
verfahren nennen. Man kann das Verfahren so betrachten, daB wir von P,
aus auf die Ebene /7. der beiden Strahlen S, S, ein Lot » getillt haben; man
kann es aber auch so betrachten, daf wir in der Ebene /X, einen giinstigsten
Strahl S, berechnet haben und auf diesem haben wir den Wanderpunkt in den
Lotpunkt ¢ der durch 7, gelegten Normalebene £ gelegt.

Das beschriebene Verfahren hiitten wir auch viel einfacher, rein algebraisch
entwickeln kénnen. Wenn wir in den gegebenen Gleichungen G, G, ... den
Unbekannten ry irgendwelche noch nicht niiher bestimmte Niherungswerte ¥,
geben und die dadurch gewonnenen Glieder nach rechts schaffen, dann erhalten
die Absoluten die verminderten Werte:

N=h—az—by b =h—asx—by

Wir suchen nun die Werte von x und », die die Quadratsumme der neuen
Absoluten zu einem Minimum machen. Wir finden .dann die Bestimmungen 38),
nur steht x und y an Stelle von # und . Die einfachen algebraischen Ent-
wicklungen der verschiedenen Niherungsverfahren haben den Nachteil, da man
auerstand bleibt, die verschiedenen Verfahren zu vergleichen und gegen-
einander abzuwigen. Die geometrische Entwicklung aber, obwohl weit
miihevoller, hat den Vorteil, daB ziemlich alle Verfahren auf den einen Grund-
typus des Lotverfahrens zuriickgefiihrt werden und dadurch kommen wir in
den Stand, die einzelnen Verfahren zu vergleichen und gegeneinander abzuwégen.
Jeder Schritt, den wir machen, flieBt dann aus dem geometrischen Gesamtbilde.

Drei Strahlen. Nach dem Vorbild des Zweistrahlenverfahrens kinnen
wir auch mit drei Strahlen S, S, S; arbeiten. Es soll von O aus ein Polygon von
drei Seiten 7,4 7, entworfen werden und die drei Seiten sollen die Richtungen
der Strahlen S, S, S, haben, so daB gilt:

L=uxh, Lh=yh, =28k . . . . - - . 48)
Die Zahlen xyz sollen so gewihlt werden, daB der Endpunkt ¢ des Polygons
moglichst nahe an P, herankommt. Wir rechnen so. Das Polygon gibt auf den
Koordinatenachsen die Projektionen:

A=a x4 by—+ ¢z 19)

B=ax-|-ty+tcsz ;
Das sind je die drei ersten Glieder der gegebenen Gleichungen G, Gu . . . Der
Abstand » des Endpunktes ¢ von /% ist bestimmt durch

(iDL o[ S S s, S0)
Wenn wir durch Differentiation die Minimumbedingung zum Ausdrucke bringen,
dann finden wir Normalgleichungen nach dem Vorbilde von:

z(aa) 4 y[ab] +zlac] = [a!]
x[ba)dy[68) f2od=[6] . . . . . - - -5l
x[ca]l +-y[cb) + z[cc] = [¢!] :
Diese drei Gleichungen geben durch Elimination die besten Nﬁheiungs_yerte
von ryz; sie geben das Polygon, das den Wanderpunkt so nahe an £, bringt,
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als das mit den drei gegebenen Strahlen mdglich ist. Die so berechneten Niihe-
rungswerte ry s setzen wir in den gegebenén Gleichungen G, G: . .. cin, d. h.
wir verlegen den Ursprung nach den Niiherungspunkt g.

Mcthode der kleinsten Quadrate.

Eine Aufgabe der Methode der kleinsten Quadrate liegt vor, wenn die
Anzahl 2z der gegebenen Gleichungen Gi G, . .. grofier ist, als die Anzahl #
der Unbekannten. Wenn man aber nach der Methode der Kolumnenebenen rechnet,
dann kehrt sich das Verhiltnis um: dic Kolumnenebenen von der Grundform

mg—}—aw;-{—ﬂag—*-...———‘o R 1))
liegen in einem m-dimensionalem Raume und der ernpunkt 7% hat 2z Koordi-
naten /4 / ...; es sind aber nur 2 Strahlen 5, 5. ... mit den # Variablen xy...

da. Die Zahl 2 der gegebenen Gleichungen ist also kleiner, als die Zahl s
der Dimensionen. Die 2 Strahlen S, 5. . .. beherrschen nur 2 Dimensionen von
den 72 Dimensionen des Raumes und es ist somit unmoglich, mittelst der
Strahlen S den Wanderpunkt in den LFernpunkt /7, zu bringen. Es ist also un-
moglich die Quadratsumme [/%] der Absoluten unter ecin gewisses Minimum zu
bringen und unser Nitherungsverfuhren [iihrt uns nur in einen Punkt gy, dessen
Abstand /, von £:
| o' =[/7]
der kleinste errcichbare Abstand ist. Es ist klar, dafl die beschricbenen Niihe-
rungsverfahren ebensogut zur Aulsuchung des Punktes des kleinsten Abstandes g,
verwendet werden konnen, wie zur Konstruktion eines Polygons, das bis nach
L, fiihrt.

Eliminierung einer Dimension.

Wenn 2 Gleichungen mit # Unbekannten gegeben sind, dann brauchen
wir zur geometrischen Deutung der Gleichungen ciuen #-dimensionalen Raum
und dabei ist es gleichyiiltiz, ob wir uns an das alte Bild der Zcilenebenen
oder an das ncue Bild der Kolumnenebenen halten. Wenn wir aus den gege-
benen Gleichungen cine Unbekannte, etwa z, eliminicren, was eine sehr listige
Arbeit ist, dann wird eine Gleichung iiberfliissig und wir brauchen nur mehr
einen (# — 1)-dimensionalen Raum, gleichgiiltigc ob wir das alte oder das ncue
Ebenenbild vornehmen. Der Wegfall einer Dimension ist aber eine grofle Er
leichterung der Arbeit.

Wenn wir mit Kolumnenebenen arbeiten, dann kdnnen wir eine Dimension
wegfallen machen auch ohne das listige Verfahren der Elimination einer Un-
bekannten. Wenn wir nimlich aus den gegebenen Gleichungen G, G, ... die
mittlere Gleichung berechnen, indem wir alle Gleichungen addieren und die
Summengleichung durch # dividieren, dann konnen wir diese mittlere Gleichung
G. von jeder gegebenen Gleichung Gi Gs . .. abziehen und die Folge wird sein,

dall in jeder Kolumne der umgearbeiten Gleichungen die Summe der Koeffizienten
gleich Null ist:

(I,+ﬂn+.--=0 bt—{—bg—l—:o /1+/z+...

I
o
w

3)
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Daraus aber folgt weiter, daf im Raume E# ... alle Hypotenusenpunkte
¢y - - - also auch alle Strahlen &, S, ... und auch der Fernpunkt /7 in ciner
Ebcne /i, licgen, die durch den Ursprung O geht und die Gleichung hat:

b el Ol 7 L e, Jorse s 4, )

Der Normalstrahl S, dieser Ebene liegt also in der positiven Raumecke
des Achsensystems &% ... und bildet mit den Achsen lauter gleiche Winkel
&, = . = ..., die man leicht berechnet; es gilt nimlich

[cos? i) = micos®ui= 1 "= % Gairaigheeetl as 055)
oder .
l
oS b = ——=

Diese Ebene £, im 7-dimensionalen Raum ist. selber ein (# — 1)-dimen-
sionaler Raum. Wir haben also im Nitherungsverfahreii die Vortcile des Wegfalls
ciner Dimension, ohne eliminiert zu haben. Wenn also beispielsweise drei
Gleichungen G, G, Gy gegeben waren und wir haben von diesen die mittlere
Gleichung (7,, abgezogen, dann geniigen im Verfahren der Kolumnenebenen schon
zwei Strahlen, den Fernpunkt /) von O aus zu erreichen und das geschicht
durch zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten.

Gleichschenkelige Abschiebedreiecke
»System Skrbek¥.
Von k. k. Obergeometer Wenzel Sedivy in Tabor.

Zum obigen, in der Februar-Nummer dieser Zeitschrift publizierten Artikel
sei mir gestattet, zum Zwecke der Ergiinzung einige Worte beizutiigen, denn
gerade in meiner Evidenzhaltungskanzlei fand ankiBlich einer vor vier Jahren
scitens des Herrn Oberinspektors Alois Skrbek stattgefundenen Revision dieser
Abschieheapparat seinen Ursprung. Genannter Herr Obermspektor hat damals
sofort ein fliichtig entworfenes Modell aus apier konstruiert, worauf die von der
Firma Josef und Johann Frig, MeBinstrumentenfabrik in Prag, nach seiner An-
leitung erzeugten Abschiebedreiecke seit jener Zeit nicht nur bei manchen Evi-
denzhaltungsbeamten, sondern auch in vielen =ziviltechnischen Burcaus mit Be-
liebtheit und mit vollkommenem Erfolge zur Anwendung gelangen.

Bei der Konstruierung der Dreiecke ging man von dem Bestreben aus, den
Evidenzhaltungsgeometern ein solches Instrumentchen zu schaffen, welches ihnen
die Kartierung im Mafistabe 1 :2880 hauptsiichlich von Veriinderungen bei kleineren
Objekten, z. B. Hiiusern, diversen—-Zubauten, geringen Vorspriingen etc., sowie
der ncu aufgenommenen StraBen priizise, ohne qualende Anstrengung des Auves,
mit Beschleunigung und ohne Beschiidigung der M'lppe die durch das Auftragen
und Abstechen der Liingen mit dem Zirkel unbedingt leidet, ermoglicht.

Um diese vorgeschilderten Begiinstigungen zu sichern, wurde zur Wahl der
gleichschenkeligen Dreiecke geschritten. Die verhiltnismiilige. GroBe der Dreiecke



