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Lotverfahren. 
Von Professor Karl Fuchs in Preßburg. 

I. 
Vor einig-er Zeit ist im Archiv für Mathematik und 1 hy:ik cme kurze Notiz 

von mir erschienen, in der das fo]O'cndc N�llicrungsvcrfahren der Eliminalil)n 
mathematisch kurz entwickelt ist. Es sei en 11 Gleichungen G, G2 . • • mit n Un
b kannten geo·eben: 

G1: G;l: 
a1 :1: + b1J' + . . . = li l 
a2 X + b�y + . . . = fd 1) 

Wir fassen cnese Clei hungen als Gl eichung en von " Ebenen F, F, . . .  :rnf, 

die sich in einem Punkte P0 von den unbekannten Koordinaicn X Y . . .  schneiden. 

Wir können den Punkt Po im Raume so fioden: \ om Ursprunge 0 aus proji
zieren wir einen Punkt) den \Vanderpunkt, auf die Eb ne F,. Von dort proji-

. zieren wir iJrn auf die Ebene I-2, von dort auf .f_s u. s. w. Wit· kommen so 
notwendig dem Punkte Po asymptotisch immer nliher. Der Wanderpunkt beschreibt 
so ein Polygon von irgendwelchen S iten L, lu . . .  im J�aume, und jede Seite t 
ist ein Lot, das auf eine Ebene g-efällt wird. Da wir L;ing-e und Stellwinkel 
jeden Lotes aus den gegebenen Gleichungen C berechnen können , können wir 
auch die g-ewünschten Koordinaten X Y des Punl· tes n, in bclichi� h oher An
näherung finden. Fi.ir dieses miherung-s\'Crfahren hab ich den Ausdruck Lot -
verfahren g·ebraucht. 

Da in der Notiz die Tragweite dieses Gedankens nicht betont war, ist seine 

Fruchtbarkeit bezweifelt worden. J�s soll nun an dieser ... 'tclle gezeigt werden, 

daß ziemlich a 11 e N:i.herungsvcrfahrcn der Elimination me.hr oder weniger ver

kappte Lotverfahren sind. Diese D�trstellung wird darum nützlich sein, weil sie 
uns die oft sehr nahe Verw:lndtschaft scheinbarganzhcierogener\!erfahren 

erkennen Hißt und sie vergleichbar ma.cht, un überrasd1ende Einblicke in die 
G r i.i n de vieler chwicrigkeiten im Eliminationsverfabren ge\\·:ihrt un<l uns i11 
den tancl setit, Gegenmitte 1 zu finden. 
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Der erste Teil der vorliegenden Studie geht von den Ebenen aus, die durch 
die ge gebenen Gleichungen G1 Gi .. . unmittelbar dargestellt we r den. Der zweite 
Teil wird von Ebenen ausgehen, deren Gleichu ngen den Kolumn e n  der ge
gebenen Gleichungen entnommen sind: 

ab· ·,�++ abi'l'J ++ . . 
·. = 0

0} . . . . . . . . . 2) 
ls •11 · · · =  

Dabei werden die Absol ut en 11 /, . • .  als die bekannten Koordinaten eines 
Fernpunktes. Po angesehen. Es wird sich ze ige n, daß die Näherungsverfahren, die 
auf der zweiten geometrischen Deu tu ng der Elimination (Ko lumnene benen) be
ruhen, bedeutend besser sind, als die Verfahren, die auf der ersten und gebrfoch
lichen Deut u ng (Zeilenebenen) beruhen. 

Es i st notwendig, zu näc hst eine Rei he alte r u nd ne u er Sätze über die 
Ebenen im 1t-dimensionalen Raume kurz darzustellen. Es wird sich eine Termino
logie erge ben, die das Labyrinth des Eljminationsproblemes klar und durchsichtig 
macht, und das allein ist schon ein Gewinn. 

Eine Ebe n e .  

Die Gleichung G einer Ebene E im 11-dimensionalen Raume R" lautet: 

' \ 
�. 

G: a x + b y + . . . = l . . . . 3) 

S, 

,:···" 
,• 
.-s. 

„. 

o-,� 
.

. �--'�-����'--.,...-�--�-x�-/�, ����� 
� ,.• 

"·· . . � 
·· .. 

•, :( '(' 
Fig·. I. 

Eine solche· Ebene ist aber nicht etwa ein zwei-dimensionaler Raum R2, 
son<lern ei n (n - l )-dimensionaler Haum R.11-1, den n durch den funktionellen 
�usammenhang zwischen den Va r iabe l n :r)' . . .  wird nur eine Variable unserer 
freien Verfügung entzogen. 



275 

Unter der Hypotenuse lt der Gleichung G wo llen wi.r die folgende 
Funktion der Koeffizie nten verstehen: 

lt� = a2 + b2 -1- ... . . 4) 
\iVen1� wir die Gleichung· G mit irgend einem Faktor u multiplizieren, also 

die Gleichung u G ableiten , dann erhält diese die Hypotenuse 

t = ult, 
die wir abgeleitete oder sekundäre Hypotenuse nennen wollen. Die Hypotenuse h 
fassen wir immer als p o s i t i \Te Größe auf. 

Die Norm a 1 form der Gleichung G .lauter: 
% cos a + y cos ß + .. . = s . . . . . . . . G) 

Hier ist s das Stellot der Ebene und aß ... sind Stellwinkel: 
� a ß b cos a = 7z cos = 7i 

cos2 a + cos2 {� + . . . = 1 . } 7) 

Das tellot s liegt im N ormals trah le der Ebene J::, der durch den 
Ursprung 0 geht. Die Stellwinkel aß ... beziehen sich dem Sinne nach auf den 
Normalstrahl S und ni ch t auf das Stellot, das allerdings in dies 'm Strahle li g·t. 
Die Stellwinkel aß ... sind die \i\Tinkel, die der positive .Ast des Strahles .S 
mit den positiven Ästen der Koordinaten(lchsen bi.lclet.' \Venn das Stellot s 
negativ ist, dann bedeutet dcis, daß die Eben� E den Strahl S in seinem nega
tiven Aste sch nei det . Wenn wir dann die Normalg.leichung· mit - l multiplizieren, 
dann haben wir die Richtung des Strahles S umgekehrt und sein e n  negativen 
Ast zum positiven gemacht. An Stelle der Stellwinkel riß . .. sind dann die 
Stellwinkel n-a n-ß 
getreten und jetzt schneidet dieselb e Ebene E den Strahl 1m nunmehr posi

tiven Aste. 
Diese Erörterung wird uns vor bösen Irrtümern bewahren. 
Die K 011 s ti tu tionsform e l  der Ebenengleichung S lautet: 

.1: . lz cos et+ y . h cos ß + .. . =lt. 8) 

Die Absolute l ei ner Ebeneng-leichung C ist als() d;LS Produkt 
der Koeffizienten hypotenuse lt und des Stellotes s: 

l = !ts . . . . . 9) 
Die Ei ns-Form der Ebenengleichung- ergibt si h, wenn wir die Absolute I 

vegdivl lieren, so daß sie die Gestalt erhält: 

rt' X + b'y + . . . = [ . . . . . . J Ü) 
Die Kc nstitutionsforme1 ) in der Ein. -Form lautet so: 

„. �! _;: -L J' c_os} _L = J l "' . s - 1 . s 1 . . . 
J . . . . . . . 1 1 ) 

Die Hypotenuse diese1; Gleichung· ist: 

/t2 = (eo; ar -!- (eo; ßf + ... = sl� } , . . . . . J 2) 



276 

Die Hypotenuse erner Einsgleichung ist a l so d er rezipr oke 
W e r t des S te 11 o t es. 

Auf diesem Satze bertlht ein bestechend hübsches Näherungsverfahren, das 
sich in neue rer Zeit großer Beliebtheit erfreut. Wir ·werden erkenn€n, daß es 
bed eutend iiberscMitzt wird. 

Der Normalstrabl S �vir<l von der Ebene E in einem Punkte p geschnitten. 
Es ist das der ·Fußpunkt oder E n dpunkt des Lotes s und wir nenne n ihn den 
Lot p unkt jJ; seine Koordinaten sind: -� = � ;os a y = .1� �os ß , . . . i 

. . . 13) 
-lt--:;.· =ft'!. J 

Die Hypote nuse lt der Ebene denken wir uns imme r auf dem positive n 
Ast des Normalstrahles S' vom Ursprung 0 aus aufge t ragen. Sie gibt auf dem 
Strahle Seinen zweiten Punkt q, den Hypotenuse n p un k t , und dessen Koor-
dinaten sind : 

lt cos a = a h cos ß = b . . . . . , . 14) 

Di e Koe ffizie nten ab .. . d er Ebene ngleichung G si n d  al so 
.die Projektionen der Hypotenuse lt und si n d  s o m i t die Koordi
nate n de s Hypotenusenpunktes q. 

Eine sekundäre Hypotenu�e t = u lt mit einem Endpunkte n hat entsprechend 
d ie orthogonalen Komponenten 

t cos a = ua t cos [3 = u b 
Zwei G 1 eich u n gen. 

Es seien zwei 
C1: 

G leichungen Ci G2 gegeben: 

G2 : 
a, .r + /;1J' -t · · · = /1 } 
a 2 ,r + b; y + . . . = 1� 

Fig. 2. 

. . . 15) 

. . . . • • . . • 1 6) 

,"·· 
S„ 



277 

Ihnen entsprechen zwei Ebenen E1 E2 und auf deren Normalstrahlen 51 52 
befinden sich die Lotpunkte P1P2 und die Hypotenusenpunkte q1 q�. Uns kümmert 
der Winkel f. zwischen den Strahlen S, ��- Für ihn gilt: 

cos E = cos a, cos et� + cos ß1 cos ß� + . . .  } 
a a + b b + . . . . .  17) 1 2 1 2 • • • 

= ----71, !12--·-

S, 

r;;;o. „ 1',b . ...?· 

Den Winkel E können wir auch so bestimmen (Figur 

ziehen wir die Brücke H; die wir berechnen können: 

3). Von q1 nach rh 

H2 = (a1 - 02)2 + (b1 - 02r -t- ... 
Offenbar ist H die Hypotenuse der Differenzgleichung· 

C= G1 - G2 . . . . .  
denn diese lautet ausgeschrieben so: 

G: (a, - a:�) x + (Li, - b;) )' + . . .  = (11 - 12) • 

1 8) 

• 19) 

• 20) 

Wir kennen nun die drei Seiten des Dreieckes h1 .72 !-/ und können es 
zeichnen; wir sehen dann den Winkel s und können ihn au h aus den �citcn 
berechnen : 

'112 + ;,22 - f-12 
COSE = --·-

2 111 lt2 

/ 

./ /7·'.· / 

l�g. 4· 

. . . 2 I) 
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Ähnlich . ist das folgende Verfahren. Aus den Hypotenusen- l1t �11 bilden wir 
ein Po 1ygo11, indem wir /12 an /1, fügen und zeichnen dann die schließende 
Sehne H. Wir können dann sagen, H sei die g e omet r i s c h e Summe von 

.ff_:_ }1, + lt2 . • • • • • • • • • • • 22) 
Der Punkt über dem . Gleichheitszeichen besagt : wenn· wir von 0 aus die 

Strecke /z1 + /1� durchlaufen , dann kommen wir im Raume m denselben Punkt, 
wie wenn wir von 0 aus die Strecke H durchlaufen. 

Dia Sehne H ist bestimmt durch 
Ji2 = (a1 + a2)2 + (b1 + b,)2 :.+. . . . 23) 

Dieses H ist offenbar die Hypotenuse der Summengleichung 

G = G1 + G, . . . . . • . 24) 
die ausgeschrieben so lautet: 

G: (ai + a,) x + (b1 -l- b2)y + . . .  = (/1 + /�) . . . 25) 

Jetzt sehen wir den Winkel s: es ist der Winkel, um den !12 vom Strah le 
51 abschwenkt. ·wir könn�� s auch berechnen: 

}{2 - li 2 - lt il . 
COS B = �--2--/ fi 

' , , , , . . , . . 26) rz1 12 
Wenn wir die Hypotenuse der Summengleichung mit H+, die der Differenz

gleichung mit /-{_ bezeichnen, dann finden wir aus 21)  und 26) auch: 
1-l+�-· H_·2 

cos 5 = ---4,--, - . . . . . . 27) 
il) 1t2 

Die geometrische G.leichung 22) lautet also korrekt geschrieben so: 

H+ _:_ lt1 + !L� . 28) 

Die entsprechende g·eometrische Gleichung für lf_ aber lautet: 
H_ � · li1 - lt2 • • • . • . • • • . 29) 

d. h. die Brücke q: qi oder H_ in Fig. 2 ist die g e o m e t r i s c h e Differenz 
der Hypotenusen /11 und lt�. 

S um m e 11 g 1 e i c h u n g u n d S um m e n e b e n e. 

Es seien die G leichungen G1 (;9 • • • von mehreren Ebenen .E� E= ... 
gegeben: 

G1: a1 .:t.' + bty + . . . = /1 } 
G: : a2 x +·

. 
b-2� + . . . = !2 • • • • • • . 30) 

In der Figur 5 sind alle Ebenen in den Ursprung verlegt. Die Ebenen haben 
d1e Hypotenusen h1 h9 • • •  , und wir können die Hypotenusen und ihre tellwin kel 
aus den Ko�ffizienten der gegebenen. Gleichungen berechnen. WiJ? multiplizieren 
dann die Gleichungen mit irgend wel 'hen Zahlen u ·v . . „ so da�, sie d ie Hypo-
tetiusen .: 

t1 = U h, f9 = V ft, , . , . . . , 3 J) 
. erltalter., und bilden dann die Sum mengleichung G der Summenebene E; 

G = 11 G, + V Ga + , . , . , 32) 

·. 
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die ausge5chrieben so lautet : 

G: {ua, + ·va2 + . . . )x + . .. = (u/1 +via+ ... ) . . . .  33) 

SL 

/ S, 

E ' 

i ,\ rz'g. 5. 

Die sekundäreµ Hypotenusen t1 t� . . . addieren wir b'eornetriscli, d. h. ·wir 

bilden aus ihnen von 0 aus ein Polygon t, t, . .. mit dem l�ndpunkt q1 und zieh en 
die schließetide Sehne .H Die orth ogonalen Projektionen A lJ . . . der Sehne H 
sind offenbar die Projektionen des Polygons auf den Koordinatenachsen: 

A=ua, + va2 + ... )( . . . . . . . . .  34) 
ß = zt b, -f- V b2 + .. . 

Für !! rgibt sich der Ausdrucl': 

if'2-: A� + B2 + ... . 35) 
und seine Stellwinkel sind: 

A cos <X.= --H 
B 

cos ß = 11 . 36) 

W nn wir die Werte von AB . .. mit den Koeffizient n der Summcn

g·leichung G vergleichen, dann finden wir, daß H die Hypotenuse der ummen„ 

O'}e i chung G ist. Es gilt also: 
Die Hypotenuse Heiner Summengleichung G ist die geo-

metrisch e  Summe der (sekundären) H y p o t e n u s en rtll1 v/12 . der 

T e i 1 g 1 e i c h u n g e n u G1 v G� 
Symbolisch gilt also : 

ff� t.tli1 + 1.1lt2 +... . . . . . . . . .  37) 
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d. h. wenn wir von 0 aus das Hypotenusenpolygon t1 t, . .. durchlaufen, kommen 
wir in denselben Raumpunkt q;, wie wenn wir von· 0 aus die Hypotenuse H der 
Summen ebene E durchlaufen. 

0 

.Fig» 6. 

Der Fernpunkt P0 • 

vVenn im U·dimensionalen Raume n Ebenen gegeben sind, dann schneiden 
sie· s.ich in einem. Puukte P0 von irgend welchen Koordinaten „Y. Y . . .  und in 
einem Abstande R vom Ursprung· 0. Vou 0 aus legen wir durch .P0 einen Strahl 
S0, den Nu 11 strahl. Auch alle Summenebenen C: 

. . 
'

. . . . . 38) 

die wir aus den gegebenen Glei chungen C, G2 . . . ableiten, gehen an sich .schon 
durch den Fernpunkt P0, denn die Werte 

x= Y ;1=Y 
die jede einzelne Gleichung C1 G2 • • •  befriedigen ) befriedigen auch die Summen
gleichung. 

D i e  mittle t e Ebene E.�11 (Fig. i). Ein J faumpunkt Q von irgend welchen 

Koordinaten .vy . . . hat von P0 irgend einen Absta,nd d," von den u Ebenen 
E1 l:.� . ... aber hat er c.lie n AbsU:tncle d, d� ... , die wir aus n Gleichungen berechnen 

können: d1 = .'.\:" COS fX1 + JI COS ß,· + . . .  - SI) 
d� = X COS �2 + J' COS ß� + . . . -S� � . . . . J 

39) 

Hier s ind .:r.J' . . . bekannt und di rl� .. .  unbekannt. Nun kehren wir die 
Aufgabe um : ·wir suchen die u Koordinitien x j' . . . des lfaurn ptinktes Q, der von 
allen tt Ebenen E, l!.� . . . den s e 1 b e n Abstand 

cli=ri2= . . . =d 
hat, Jetzt h.ahen wir u Gleichungen 01it n 1Jnbekannten xy . .  · 1� die Aufgabe ist 
also ·lösbar, und es gibt einen J".lunkt Q,, der von allen Ebenen li denselben 
Abstand dhat. \rVen� wir durch}�, und Q einen Strahl. �11 legen , dann hat jeder 
Puo'ld dieses Strahles gleichen Abstand von allen 11 Ebenen E . 

, ' � : . .... 

'r 
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i 1 
:',M' 

Fi'g. 7. 

\\Tir hleiben bei deni ersten Punkte 0. Der Normalstrahl 1 der Ebene E1 

bildet mit dem Strahle 5111 einen \\.inkel er, der bestimmt ist durch 

IH 

cos ä = .!.!___ . • • • . . • • . . • • 40) 
do 

Denselben Ausdruck finden wir auch für alle übrigen Ebenen. Der Strahl 
bildet also mit allen Normalstrahlen S1 S2 . . . den s c 1 b e n Winkel <Y, und 

darum nennen wir ihn den mittleren Strahl Sm. 
Jormal zum .mittleren Strahle "' legen wir du r ch F'11 eine Ebene E,„. �lit 

dieser bilden �tlle gegebe n e n  Ebenen E l� . . .  den s e 1 b e n \rVinkcl t�, nnd darnm 
nennen wir sie di mittlere Ebene l.:.�w Die gegeben en Eb 11cn bilden mit 

dem mittleren Strahle o der die o·egebenen ,'trahlen mit der mittleren l:.bene den 
Ergänzungswinkel 1u zu ä. 

Es gibt Gleichungssysteme G, G� . .  „ die allen Eliminationsversuchcn die 

unangenehmsten Tiicken utgegensetzen. Es wir d sich zeig·en, daß die ·e Tücken 
dann auftreten werden und rni.issen, w e 11 n die d e u G l e i 1· h u n gen c n t -

spre henden Ebenen E, I'!-� . . . entweder einen seh r kleinen 
Winkel 15 oder einen sehr kleinen Win k e l ,u zeigen. Nachdem 
dies r 1rund der Ti.icken erkannt ist, wird es auch leicht sein, �litte! zu li11dcn, 
diesen Tücken zu beg·e ,·nen; diese l\titt 1 sollen bei antlerer Gelegenheit ent
wickelt werden. \ ir werden sehen, daß in der Theorie der , chwierigkciten die 
Fußpunkte QIJ und Q0' eine große Rolle spielen. 

D i Lot k u g e l K Die g·eg-ebenen Eb ne11 l·.', E, . . . (Fig. l) g-ehen durch 

den Fernpunkt Pr_1 1ind ' rden von Ihren Normalstrahlen ·, -\ . . , die dur ·h den 
Ursi rung 0 geleg-t sind, in den Lotpunkten p, P� . . .  durchsloßen. Ein Lotpuukt 
p hat von 0 einen Abstands und von P0 einen Abstand r. Er ist d··r Strahlen-
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punkt, der ·zu P0 am nächsten liegt, und ist der Ebenenpunkt, der zu 0 am· 
nächsten liegt; r ist der Abstand des Strahles von P0 und s ist der Abstand der 
Ebene von 0. Dabei gilt: r2 + s2 = R2 

Daraus folgt , daß alle Lotpunkte j1jJ1 • • •  in einer Ku g e 1f1 ä c h e K Jiegen, 
deren Mittelpunkt d·en Vektor R halbiert, deren Achse der Vektor R ist und 
deren Pote die Punkte P0 und 0 sind. Die Kugelfläche schneidet von den Koor· 
dinaten�chsen Stücke ab, die

, 
nichts anderes als die Koordinaten X Y . . .  des 

Fernpunktes .P0 sind. Diese Kugel K nennen wir die Lot k u g e l. 
Wenn wir am: den gegebenen Gleichungen Summengleichungen G=u G, + . . . 

ableiten, dann liegen auch deren Lotpunkte p in der Lotkugelffäche, weil auch 
sie durch Pii gehen . Je l ä n g e r das Lot s einer Ebene ist , umso n �i her lieg t 
der en tsprechende Lotpunkt .P zu }�1• Da wir das Lot s jeder Gleichung G leicht 
finden, indem wir die Hypotenuse li wegdividieren, so können wir die Gleichung·en 
G leicht nach ihrer G ü te ordnen, d. h. nach den Abständen 1· ihrer Lotpunkte 

·von P(I. . 
Die Norm a 1 e b e n e  E,,. Wir wollen allen gegebenen Gleichung·en durch 

entsprechende Divisionen oder MuJtiplikati_onen d ies e 1 b e Absolute l geben: 

/1::::;::: /, = . .  · = l 
Da die Absolute das Produkt von Hypotenuse lt und Stellot s ist, so gilt 

dann: 41) 
Jeder Strahl S (Fig. 2) bildet mit dem Nullstrahl 50 einen Winkel Q, uud 

es gilt ganz· allg·emein: 
St = R cos (>1 S2 = R cos !,)2 . . . . • ' . . 42) 

vVir multiplizi eren jede Gleichung 4·2) mit der entsprechenden Hypotenuse: 
111 Si = R lt, cos Q1 112 S2 ::-; R 112 cos �� . . . . . . 4-3) 

Die linken Seiten haben alle denselben Wert /, so daß auch gilt: 

l 
R = h1 cos Q1 = 1t. cos Q1 = . . . . . . . . . 44) 

Das bedeutet, daß alle Hypo tenusen /i1 lt� .. . auf dem Nullstrahle S0 die
s e 1 b e Projektion l: R geben . Daraus folgt, daß die Hypotenusenpunkte qi q� . . .  · 

al ler Strahlen S� s� . . .  in d er s e 1 b e n zum Null strahle 50 norm alen Ebene L�:, 
liegen; wir nennen sie d ie No rm a 1 ebene E�,. 

Die ·Ebene h�, wird vom Nullstrahl m einem Punkte Q0 durchstoßen und 
hat von · 0 einen Abstand '10 : 

" l 
lto = -R. 

Wenn � = 1 ist, d. h. wenn die Gleichungen G, G� . . .  Eins-Gleichungen 

, smd, dann ist der Abstand /i0 der Normalebene von 0 '
er r e z i pr o k e \1 ert 

'des Vektors R� 1. 
'.t'\uf diesen Entwickhtngen beruht ein bestechendes Näherungsverfahren. 

Wir bringen .die geg�benen Gleichungen durch Wegdividieren der Absoluten auf 
die .Form: 
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fl1 X +  b1 y + . . . = J } 
rrll x + �2� -� • • •  = 1 · · · · · · . . 45)  

Aus diesen können wir  c r n e  große Zahl D iffere nzgleich u n gen I' m i t  der Ab
sol u te n  Nul l ableiten : 

a, x + ß1Y + . . . = 0 l 
lXu X + ß�Y -j- · · · = 0 r ) . 46) 

Die Hypotenusenpunkte q1 q� . . . der G l eich un gen G, G� . . .  l i egen alle i n  

einer Normaleben e  ' E"' deren Lot /i0 der  rezipro ke Wert des Vektors R is t .  J e  

k ü r z e r  d i e  Hypotenuse h ei ner G l eichung G ist ,  u m so 11 ä h e r  l iegt i h r  End·  

punkt  q zum Durchsto.ßungspu nkt Q0 • Dieser G edanke f üh r t  zu fo ige n d e m  V er

fah ren .  Von einer E benengleichung G zieh e n  wir e ine u-fach e Ebenengl ei ch u n g

I' a b  u n d  gewin n e n  e i n e  Ebcnenglei chun g : 

(a - u a) x + (b - u ß)y -j- . . .  = 1 . . . . . . .  47 )  
D e r  Hypotenusenpunk t  q di eser G leichung wird also w i eder i n  l.!,'11 l ieRe n ,  

d e n n  d i e  Absolute ist wieder Eins .  W i r  best immen n u n  u so, daß d ie  H y p o  -
t e n u s e lt der Gleich u n g  4 7) mögli chst kurz, also e i n  M i n i m u m  wird ,  und 
fi n den die Bestimm un g : a a -j- bß + .  „ 

u = a2+-rj •+-.-. -. . . . . . . . . .  48) 
Diesen ·wert von lt  setzen wir  i n  47)  e in  und gewinnen  ei n e  Ebencngle ichung 

G1, u n d  der entsprechende Strahl 5' hat  n o twen dig einen klein eren A bwei chu ng·s

w i nkel Q = Q' als die u rsprü n gl iche  Gleichu n g  G. Durch das gleiche Verfah re n 
gewimten wir aus G' m it telst einer  anderen I'-Gle ichung e i n e n  Stra h l  5", der  dem 
Vektor R noch n äh er komm t tL s. w. Endl ich gewi nnen wir  e i n e  G l e i c h u n g· (; , 

deren Hypotenuse npunkt r; schon sehr nahe ztt Q0 u n.d deren Lo t p u n k t  p sehr 
n ahe zu f '0 l iegt.  Die Koord i naten .r, y, . . .  dieses Lotpu nktes könn e n  wir aber 
aus der Ehenengl eichung G berechn e n : 

G :  a .r -j- by -j- .. . .  = I 
a b 

·- - 11 � /,t 2 = ,.. 2 + b� -1- . . . "' t � h2 _; I -- 7i2 " 

Die Werte ,t'1J'1 . . . s i n d  dmm sehr gute Näheru ngswerte .  

49) 

Di eses bestechen d e  Verfah ren erfordert d as Wegdi\T id iercn der A bso l u t e n .  
W i r  werden später d a s  gl ei che Verfah r en m i ttelst Differe n zglei c h u ncren k e n n e n  
lernen,  o h n e  daß das \i\Tegdividi eren n ö tig wäre .  Das geometrische ß i l d  w i rd 
aber e i n  g«Lnz ::rnd res sei n .  

D i e  geom etrische Bedeu tung d e r  .f '-G l eichun ge n  sei noch erwä h n t .  l:.s s ind  

d as G leichungen v o n  Eben e n ,  die n i ch t nur  durch P0 1 son dern auch dnrch O 
gehen , da sie kei n e Absol uten  haben Alle T-Ebenen  sch neid e n  s ich a lso i m  Null

s trahle 50 • 
D a s  e i n fa c h e  L o t e r f a h r e n . 

Der Gru n dgedanke des e i n fachen Lotverfahrens ist sch o n  e n twi c k e l t  word e n .  
D e r  erste Näherungsakt besteh t dari n ,  daß w i r  den Wanderpunkt v o m  Urspnrn g  



· 0 aus längs des Lotes s1 in den Lotpunkt P1 bringen (Fig. J ). Dort bat er die 
Koordinaten : 

Si = � �I Y1 = ��1� • • • • • • . 50) 
lt 1 

Diese Koordinaten runden wir auf einstel lige, höchstens zweistellige Zahlen 
ab und nehmen diese abgerundeten Zahlen als Näh erungswerte .  D ie  abgerundeten 
Koordinaten drücken also . nicht  den Lotpu nk t  P1 , sondern einen an deren, i h m  
n a h e gel egen en Punk t  aus. Dort ist der Wanderpunkt zu denken u n d  dorthin 
verlegen wir den Koordinatenursprung. Zu dem Zwecke ersetzen wir in  gegebenen 
Glei chungen die Unbekannten sy . . . durch d i e  Binome 

X1 ·i- S J'1 -1- J' 
Die so gewon n enen  numerischen Glieder sch affen wir auf die rech te Seite.  

Die l inken Seiten erh al ten dadurch ihre früh ere _ Form,  die Absoluten aber sin d  
kl einer geworden . Hiemit .i s t  der erste Näherungsakt beendet .  

Wir e�h alten also durch e i n e n Schritt Näherun gswerte fÜr a 1 1  e Un
bekannten". Wir müssen" a 1 1  e Koeffizienten multiplizie-ren , und d as wäre ohne die  
Abru ndungen eine böse Arbeit .  Wir werden später ganz d assel be Lotverfahren 
kennen l ernen i n  einer Form , die diese Mängel n ich t  hat. 

\i\Tenn wir mH den g e n a u e n ·werten X1J'1 . • •  arbei ten , den U rsprun g  
also genau in d i e  Ebene E1 verl egen , dann ist offenb ar n ach der Transformation 
die Absolute /, der Glei chung Gl g e t i l g t , d.  h. gleich Nu l l geworde n ,  da ja 
je tz t lli durch den Ursprung geh t .  Die Abrundungen haben zur Folge , daß li nur 
n a h e z u  geti lgt erscheint.  Durch den zweiten Näherungsakt ,  wenn der Wan der
punk t  e twa in die Ebene l:."..i proj iziert wird, wird dann die Absolute l! ge t i' lgt ,  
!1 aber erhäl t wi eder emen größeren Wert. 

Der erste Näherungsakt br ingt un s  d a n n möglichst  nahe zu !�1 ,  wen n wir 
den \i\Tand erpunkt au f die Ebene m i t  dem l ä n g s t e n  Lote s proj iz ieren . Die 

Absol ut e  eh1 er G leichung- gibt uns aber nur das Produkt t = lt s des Lotes mit  
der  Hypotenuse. Um also besser erkenn e n  zu. können ,  welche Gle ichung G d as 
längste Lot s hat, ist  es gut ,  vor Eröffn ung des N äheru n gsverfahrens al l e  Hypo
tenusen lt, hs . . .  in einer Vorarbeit  zu b erechnen u n d  wen igstens grob aus den 
Gleichungen �„;egzu dividieren . Es o-enügt sch o n ,  wenn man m i t  der höchsten Stel le 
der Hypotenuse, also e tw a  statt m i t  583  nur mit  600 dividiert,  d a  schon dadu rch 

a l l e  Hypotenusen auf einen Wert gebrach t werden, d er von /z -= 1 nur u m  einige 
Prozente abwel.cht . Nach diesen Kürzu ngen ze ige n  die Absoluten angenähert die 

Werte der Lote s und wir werden j e d esmal die g r ö ß t e Absolute,  also das 
längste Lo t ti lge n . 

Wenn ein Lotpunkt p n icht  in der mihe des Fernpunktes P, , sondern i n  
d e r  Nähe des Ursprun g·es 0 liegt , dann i s t  sein Pol abstand r viel gröf3er, als 

. das Lot s. Der Pol abstan d r ist dan n nur um ein  geringes kleine als R., d. h. 
durch die Projektion n ach p näh ern wir  uns nur um ein gerin ges �em Pole  P0 , 
tind· dun:h die Abrundu ng der Näherungswerte kan n  auch dieses geringe verloren 

, gehe!l . . Es ist der Fal l mögl ich, daß a 1 1  e Lotpunkte,  auch der· des längsten 
Lotes s, nahe zu 0 liegen , und wir wissen n ichts davon , da w i r  vorderh and wohl 
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d i e  Lote s berechnen können,  aber kein Mi t te l  i n  d e r  Hand h aben , auf cJ i e  Li-Lnge 
der Polabstände r zu sch l ießen , nachdem wir den Polvektor R ni ch t k e n n e n .  So 

kann es komm en , daß u nsere ganze Näherun gsarbei t  vergeb l i ch ist : wir k o m m en 

n i c h t  v orw�irts, d ie  Quadratsu m m e  der Absoluten wil l  nicht kle i ner werd e n .  D ie  
im fo lo·en<len behandel te n  Verfahren he lfen d i esem Ü belstande ab .  

0 

N e u e  E b e n e n . Aus d en gegebenen G l e i c h u n g e n G1 02 . . . kl. in n c n  

wir au ch beliebig v i el n eu e  G leichungen G ablei ten,  u .  zw . als Summ englei c h u n ge n  

n ach d e m  Schema 
G = u 01 + V G, + . . .  

\t\Tir kön n ten ebensogu t sagen : aus d e n  al t en E b e n e n l.:!:, E2 . . .  können w i r  
beliebig ·viel neue Ebenen E ab le i ten , oder aus d e n  alten S t  r a h 1 e n 51 S� . . . 

kö nnen w i r  n eu e S t rah len ablei ten . Die abg·eleitetcn Ebenen  gehen al le d u rch 
P0 un d d i e  abgele i te ten  �trah len  geben al le i n  der Lo tkug·el neue Lot punk t e  p 
u .  s. w „  u nd wie w i r  den ·wan derpunkt  :tu f d i e  al ten E b e n en proj iz ieren ,  so 
kön ne n w i r  i h n  au c h  au f d i e  n euen Ebe n en proj izieren , u m  dem Fe rnpu n k t  I �i 
n äher zu kom men . N u n  gib t  es l\fothod en , aus mehreren al ten Ebenen ( I 1 G2 • „ . 

pla n m äßig ein e  neue Ebene G abzulei t e n ,  die  s ich er b e s s e r  ist,  als di b e s t e  
der Kom pon n teneben e n ,  d .  h .  e i n e n  besseren föihcrnngspu n k t  p gibt ,  als die 
beste der verwen de ten Ebenen . Da l iegt der G e danke n ahe ,  zu1ükhst nicht  z u  
proj izieren ,  sondern erst p.lan m�ißig· aus den gegeb enen G l ei c h u ngen im m er bes.'ere 

Ebenengle ich ungen abzul ei te n ,  u n d e rs t  w e n n  wir e ine  seh r g u t e  E ben e g-e l u n de n  
z u  h ab e n  glau ben , den  Wan derpunk1' auf s i e  z u  proj izieren .  D a n n  s i n d  w i r  m it 
e i ne m Schlage dem Fern punk t e  P0 sehr nahe gekommen.  

Es soll- nun  gesagt werd en , wie man aus  a l ten  G le i  hungen s i c h  c r bessere 
Ebeneno· le ichu ngen abl ei ten kann ,  u n d  wir beginnen mi t der  A b l e i tung e iner  

besseren Gleiclntng aus z w e i  G l eichunge n .  
(Fortsetzung, resp. Schluß folgt.) 

Über graphische Auflösung von überzäh l igen l i nearen 
G leich ungen zwischen zwei U nbekannten.  

Von Prof. D r .  W. Laska i n  Prng. 
Es sei die gntphische Darste l lung ei nes System von l i near n Glei  hunge n : 

a„ x -j- /;k y +· c„ = 0 k = l , 2, 3 ,  . . . 1t 

g'egebe n .  Eine j ede Gleichung wird darin durch eine G erade darges tellt ,  welche 
i n  der Fig. l e in fach m i t  dem Index. 1 ,  2 ,  3 ,  4 bezeichnet erscheint .  

Um g·enäherte Werte für  .:r und y graphisch zu fi n den , suchen w i r  d i e so
gen annte Korrelation dieser Dn:rstellung auf. Durch sie werden d i e  G eraden i n  

Punkte yerwandel t und man erhält  eine n ahezu gerade Punktfolge,  sobald d ie  
urprüng lic h en Gerade n  sich i n · nahezu einem Punkte schneiden.  

· Dadurch wird d i e  Auff indung· von plausiblen x- und J'-\Vc r ten offenbar 
wesen tl ich erl i ch tcrt . D as Ziehen der Geraden M N  i n  der F1g.  2 stel l t  niiml ich 
ein gut defi n iertes geometrisches Problem dar, während d i e  A u ffi n d u n g  des pl au-
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(Fortsetzung.) 
Die Summe von zwei Ebenen. 

l,' = 110· +1;c 1 T� • 

IX. Jahrgang. 

Vom Ursp ung 0 aus seien die Strahlen SI s" gezogen, die den Gleichungen 

C1 C� entsprechen (Fig. 8). Auf ihnen tragen wir die Strecken 
/1 = lt /t lv = V fi2 1 

auf, bilden aus t, 12 ein Pal'allelogramm und ziehen nach dem so bestimmten 

Punkt q den Vektor H, sodaß g·ilt: 

'' 

Fi.g . .S. 



306 

H,.;=t,+t� . . . . . . . . .  51) 
. 1r /;t + 'i' !12 • • • • • . • • • 52) 

Dann i:t, wie wir wissen, H nach Läoge und Richtung die Hypotenuse der 
Summenglei hung G = u <J1 + i1 c,. 

Wenn wir u und 7; \eränderlich nehmen, dann können
" 

wir 11 und t, als 
s ·hie je K o o r d in a t c n irgend eines Eb nen-Ptmktes q ansehen . Dann sind 
die Stn.hlen · i 1 die schief n Ko�rdinatenar:hsen, und q liegt notwendig in 
der zw.eidimnsionalen Ebene, die durch 51 und s� bestimmt ist. 'v\ir sehen 
hieraus: "enn wir aus irgend zwei g· gebencn Gleichung·en c, G� eine Surnmen
glei hmw c abl ikn, dann li \{t der trahl S die er Gleichung notwendig; in 
<l r zweidimen io n a l en Eben 1 52. 111 dieser Ebene kann er jede be-

1 i e b i g e Richtung erhalten und die Hypotenuse h der neuen Gleichung kann 
jede beliebige Länge haben. Ein ·ummenstrahl k ann keine n eue 
Dimension geben. 

Für uns hat nur die R i c h t u n g des Summenstrahles 5 Interesse, denu 
wir '1.\'oHen trahlen S ableiten, deren Richtung der des Vektors R möglichst 

rtalte k<;>rtunt. nie Richtung des abgeleiteten Strahles S hängt lediglich vom 
Verhältnis u:v der Faktoren �tv ab, und i .t \ron ihrer absoluten Größe un
abhängig- i die --röße von tt und ·u beeinflußt nur die Länge der Hypote
nuse fJ_ Wir können al"o auch immer entweder 11 o der v gleich Eins nehmen. 

Die Abbildung 7cigt d rei frei gewählte Strahlen S S1 5'1 · und es gilt, 
Jrgendwi ztl jedem Strahle die · t e 11 f a kt o r e n u und v zu bestimmen. 

Auf den trahl n 1 .)� trn<ren wir di en · pr .cll nde11 H r tenu en /�1 h.t 
auf und ziehen auch die Brücke, die Hypotet us . !tn• die � rim ·tri'S ,h bes.timmt 
ist, durch: 

11,2 = lt1 - lt.; 

t. Den Strahl . ' verlegen wir nach q,, s daß er vom Strahle Si ein Stück 
t' abschn iuet, das wir al Teil von /11 mit u 

f
t1 bezeichn n und wir könn n 

"'= t1: lt1 berechnen. Dann ist n1 q2. nach Länge und Richtung die Hypote
nuse einer Differen.igleichung G': 

(;' = (;� - 1t c, 
D r Strahl S1 dieser Gleichung c' hat also die gewünschte Hichtung. 

2. Den Strahl S· verlegen wir nach q,, sodaß er von Sj ein Stück t" ab
schneidet; das wir <t.I Teil von !ti mit ·z1 lz� be zeichnen und wir können v = t": fz2 
berechnen. Dann ist 11! q1 nach Länge und Richtung die Hypotenuse einer 

Differenzgleichung , " : 

und . .'" ist der .:.trahl der Gleichung c" . 
.3. D ·r rahl S schneidet die Brücke in einem Punkt q, der von qi und 

q„ die Abstände 1·1 und r2 hat. Wir bilden das Parallelogr::tmm des Punktes q, 
u11� gewinnen auf Si und S, zwei Strecke11 u lt1 und v lt�,· deren geometrische 
'umme 0 q die HJ1JOtenuse des Strahles 5 ist. Es gelten dann die Propor

tionen: 



r 2 
·--:;:: + r2 -

= 11 
Hiebei gilt offenbar: 

1t + 1! = 1 

1· 1 
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= ·v 

Aus den Abständen r1 1'2 können ·wir also die Stellfaktoren u '' berechnen und 
0 q ist nach U\.nge und Richtung die Hypotenuse der Summcng.leichung C: 

G = 11 C, + v C� 
und s· ist der Strahl dieser Gleichung. 

Die letzte Methode - die Berechnung von 11 und '' aus den Absfündcn 
r, r2, die wir auf einem durch q, und q, gelegten Strahle s messen - gilt auch 
für Strahlen 5' oder 5'', nur ist dann ei ner der Absnlnde 11. 1·2 negativ. In 

unserer Abbil dung \\·ürden überdies die Schnittpunkte r/ und q" weit außerhalb 
des Zeichenblattes fallen. 

Der Lotkrei�. Auf den Strahl en S1 S.. (Fig. 9) trag·en wir die Stell

Lote .1·1 s2 der Ebenen J.:.� .!:,� auf, clie durch die Absoluten und Hypotenusen der 

Gleichungen r;1 r..;� bestimmt sind: 
!, 

s, = -- -
lt 1 

. . . 53) 
Wir zeichnen auch die Spuren der Ebenen h. }.!,� in der Ebene s1 s:!; Sie 

schneiden sich in einem Punkte p... Alle Summenebenen E, die wir aus G, 02 

0 
h'g-. 9. 

ableiten können, gehen ebenfalls durch den Punkt p„. Daraus folgt, daß die 
Lotpunkte p aller abgeleiteten Ebenen ebenso wie die Lotpu nkte p, h in einem 
Kreise J( lieg·en, dessen M ittelpun kt de11 Vektor ro des Punktes Po halbiert ,  
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dessen Achse der Vektor ist und dessen Pole die Punkte 0 und p0 sind. Der 
Kreis heißt L o t  k r e i s; alle Lote der abgeleiteten Ebenen sind Sehnen des 
Lotkreises. 

Jetzt liegt es auf der Hand, daß die Summenebene, die die Achse r0 zum 
Lote hat, das 1 än g s t e  Lot hat, das eine abgeleitete Ebene haben kann, und 
daß dieses letzte Lot jedenfalls b e s s e r  ist, als die gegebenen Lote s1 St. Die 

Stellfaktoren u ·u, die diesem besten Strahle, dem durch Po gehenden Strahle 
c)�, entsprechen, können wir etwa in schon beschriebener ·weise mittelst des 
Strahles T bestimmen. 

Wir können die Stellfaktoren aber auch algebraisch bestimmen, und das 
soll hiemit geschehen. Der Punkt p0 hat im n-dimensionalen Raume irgendwelche 
Koordinaten A B .. . , und seinen Vektor ro wollen wir H nennen. In der Ebene 
der Strahlen S1 S, hat Po die schiefen Koordinaten 

f1=uh1 t2=vlz, . . . . . . . .  54) 

und diese bilden von 0 aus ein kleines Polygon, dessen schließende Sehne eben 
H ist. Der Vektor H bildet mit den Strahlen .':J� S, die Winkel 81 s„ und es gilt: 

H cos 81 = s, 11 cos c2 = s2 • • • • • · • 55) 

Wenn wir auf den Strahlen die entsprechenden Hypotenusen h1 und !t2 auf
tragen, dann gilt: 

cos 8, = __!'_i A +t 

H
E+-· ·_· - cos 82 = a. A + ,b.

H
B + ". . 

. 56) 
� � 

Durch die Ausdrücke erhalten die Gleichungen 55) die Formen: 

a1 A + b, B + ... = !t1 Si a2 A + b2 B + . . . h, s2 � 
' . :1 7) =I, =l, 

Die x-Koordinate A des Punktes Po ist offenbar die Summe der an-Projek
tionen der Polygon-Seiten t, = it /1, und t, = v .i„ und das entsprechende gilt 
für alle anderen Koordinaten des Punktes Po· Es gilt also: 

A=ua,+va2 B=ttb1+vb2 C=.. . 58) 

Wenn wir diese Werte in 57) einsetzen und nach u und v ordnen, dann finden 

wir: u ( a1 2 + b, 2 + . . . ) + v ( a, a, + b, b, + . . . ) = !1 
u (a2 a, + b, b, + ... ) + v (a22 + b,2 + . . . ) = l, 

Einfacher können wir eigentlich schreiben : 

u [R� K;J + V [R'J�J = l, 
u [ !(. K, J + v [ K, R'.2] = l, 

59) 

. . . . . 60) 

Die Berechnung der Koffizienten dieser zwei Gleichungen läßt sich geomet
risch hübsch veranschaulichen. Auf den Strahlen S1 S2 sind (Fig. 9) die beiden 
Hypotenusen h, und h, aufgetragen und es ist auch die Brücke h12, die Hypo
tenuse der Differenzgleichung G, - G,, gezeichnet. . Diese drei Hypotenusen 
bilden das H y p o t e n u s e n  d r ei e c k  h, lt, !z12 der beiden Gleichungen G, G,. 
Es gilt dann : 

[ . KJ = lt' 2 2 ' 
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\Venn wir so aus dem Hypotenusendreieck die Koeffizienten von 60) bestimmt 
und die Stellfaktoren a i1 berechnet haben, dann ist die beste Gleichung c, die 
wir aus den gegebenen Gleichungen c1 G2 ableiten können, bestimmt durch: 

G = U G1 + V G2• 
Wenn wir wollen, können wir aus G und einer dritten Gleichung G, eine noch 
be.ssere Gleichung G' ableiten u. s.w. Endlich machen wir bei einer guten 
Gleichung G Halt und projizieren den Wanderpunkt auf ihre Ebene. 

D e r  St rah l  k le inster  Hypotenuse. Denselben besten Strahl S0 können 
wir auch viel einfacher finden. Die gegebenen Gleichungen G1 G, sollen lauten: 

C1: a1;,;+b1y+ . .. = l, 

c,: a2::r·+b•Y+· „ = /2 • 
. .  61) 

Ihnen entsprechen zwei Ebenen 1'.� I!� mit den Normalstrahlen S, S�, auf denen 
die Hypotenusen /1, lt2 der Gleichungen aufgetragen sind, und diese Strahlen 
und Hypotenusen zeichnen wir auch (Fig. 10). Dann zeichnen wir einen beliebigen 
Strahl S, und wollen die Gleichung nG seiner Ebene E als Summengleichung 
de1: gegebenen Gleichungen G1 G2 darstellen: 

G = 'u G1 + V G2 • • • • • • • • • 62) 

5 5, 

s-'���--'---��-�-,�. ��--\;-���.,------t-���-r:-;-��� f,' 

T 

0 
Fig. IO. 

Zu dem Zwecke zeichnen wir den Brückenstrahl T und wählen als Hypotenuse 
H des Strahles S die Strecke 0 q. Dieses H muß die geometrische Summe 
zweier Strecken t1 = u lt1 und t2 = v h, sein: 

H_..__ztlz1+ v h, . 63) 
Wir finden diese Strecken auf den beiden Strahlen S, S, sehr einfach, indem wir 
von q aus ein Parallelogramm konstruieren. Nun gelten dann die Proportionen: 
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• . . . 64) 
= 'l) 

so daß gilt u + v-:- 1. Wenr1 wir - die so berechneten Werte u v in 63) ein· 
setzen, haben wir die Gleichung G der Ebene, die dem Strahle TS entsprich t . 
Die Summengleichung hat dann die Absolute /: 

f = 1t fi + V f2 • • • • • • • • • 65) 
\Vesentlich bei. diesem Verfahren ist es, daß wir die Hypo tenuse H des Summen· 
Strahles von 0 aus b i s  zu m B r ü ckens t rah l T messen. 

Nun wiederholen wir dieses Verfahren auf anderer Grundlage. Die gegebenen 
Gleichungen bringe11 wir durch Wegdividieren der Absoluten auf die Form von 
E'.insgleichungen G1' G.,': 

Diese Gleichungen 

G1': a1' x + bi'Y + . .. = l 
G�': a2' X + h2' y + . .. = l 

haben. die Hypotenusen h1' /i2': 
1 h1 . lt2 h1 = -l.- 112' = �7 

1 � 

. . . • . . 66) 

. . . . . 67) 
Das sind die recip.roken Werte der Stellote s,_ su der gegeben en Gleichungen c, c�. 

Die Gleichungen 01 G1 drücken dieselben Ebcmen L�� 12"..i aus wie die 
Gleic hungen G1 G�. Wir wollen nun die Sl1mmengleichung G' 

G•I - 1t1 C 1 1- V1 C 1 - 1 „ 
2 • • . „ • • • •  . . • ' 58) 

desselben Strahles S nach derselben Brückenmethode, aber auf G rund· der 
Einsgleichungen G/ Ga' und der Hypotenusen /t1' /zi' ableiten. Wir. finden die 
Werte u' v1 nach den Formeln 

und die Absolute /' 

r21 
u'= --

r1' + r21 
v'= + 

1'11 tu' 
der Summeng-Jeichung ist: 

. .  69) 

L' = 1 . zt' + 1 . v1 = 1 . . . . . . . . . 7 0) 

Wir sehen jetzt den überraschenden Satz: Jede Surnmengleichung, die wii' aus 
zwei E i n s g le i c hu n g en nach der Brückeu metbode ableiten, ist wieder e ine 
Ein sgleichung. 

vVas wir suchen, das ist die Summengleichung, die das längste Lot s hat. 
Die 'Hypotenuse einer Einsglei chung ist der reciproke Wert ihres Lotes s. Die 
beste Summengleichung, die wir aus c1 G� ableiten können, wird also die sein, 
die die kleinste Hypotenuse hat; das ist aber die, deren Strahl .S� a uf d em 
Brückenstrahl T senkrech t s t eht. 

Hieraus ei:gibt sich folgendes Verfahren zur Ableitung der besten Summen· 
gleichung G aus zwei 'gegeben en Gleichung·en c1 c2• Wir berechnen die drei 
Seiten, des· Hypotenusendreieckes h1 h1 1t12, um die Strahlen Si �2 zeichnen zu 
können. Dann legen wir auf S, und 59 die Strecken 

l f h1 h2 rt1 =-- h/ = -. l1 12 
auf, ziehen deu Brüc}{enstrahl T1 und ziehen normal zu diesem tlen Strahl .S�. 
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Diesem Strahl entspricht die beste 'urnmeng;lcichung, und wir bestimmen die 
Stellfakt.o.ren u 11 dieses Slrahlcs am einfachsten mittelst des Brlickcnstraliles 
1, nicht Y\ da TdicFaktoren fi.ir die urspri:inglichen Gleichungen gibt. Die 

Absoluten wegdividieren ist also g;ar nicht nötig. Fiir 11 und v brauchen \\'Ir 
nur zwei Zahlen zu nehmen , die sich so verhaltc11, wie r, und r�, da nur 

dieses Verhältnis die Hichtung des Strahles S bestimmt. 

·wenn wir dieses N�iberungsverfallrcn anwenden wollen, dann 1st es zweck
mäßig, in einer.Vorarbeit die Hypotenusen /11 lt� . . .  aller gegebenen Gleichungen 
G1 G� . . .  zu bereclme'n. Das ist aber eine viel geringere Arbeit, ·1ls die Abso
Juteu we&"zttdividieren. 

s 

0 

Wir sehen aus der Abbildung 11, daß der Summenstrahl S vor allem 
dann sehr gi.instig ausfällt, weit besser als die Komponentcnstrahlen S, S", wenn 
der will k e 1 E, d.en die g·egebenen Strahlen S, s� mitein:rncler bilden, sehr 
groß jst Wenn aus den gegebenen Gleic11ungen die T-lypotenuscn g-r b weg;· 
dividiert sindJ da.1111 können wir leicht erke1111en, ob iwei gegebene GJejchnngcn 
G'1 G, einen g·uten Surnmenstrahl geben werden. Wenn die.J1ypotenusc der 
Differenzg·leidnrng G'1-G� sich dem Werte /t1l = 2 nähert, wird der C::.ummen

strahl sehr gut. Der Sitmmenstrahl wird auch dann sehr gut, wenn de1· Winkel E 
sel1r klein und seine Schenkel sehr verschieden lang·_sind. 

Wir wollen diese Kriterien ins Algebraische üb rtrngen und gd1en von 
dem Satze aus, d<tß die Koe ffi zienten ab . . .  einer Gleichtmg G die_Prnj 'ktionen 
der Hypotenuse lt sind, die selber auf dem positiven Aste des Strahles c; der 
Gleichung G aufgetrag-en ist. Die Zeichenfolg·e der Koeffizienten a b . . . g:ibt 

uns also die l�aumeck.e an, in der der (positive) Strahl h'.•gt. So licg·t der Strahl 
der Gleichung 

-f-3x-5y+7z=8 

in der Haurnecke d 'r Achsen: 
(+ x, ·-- 11, + z) 

Der trahl liegt der Achse des größten Koeffil',ienten am näcbsteu, also im Bci

sp iele der B-Achse; er steht am , enkrechtestf'n zu der chsc des k.lcinstc11 

Koeffizienten, im B-ispielc also der :r-Achse. Der Strahl n�i.hcrt sich nls den 
einzelnen Achsen ]m Verllilltnisse zu den entsprechenden Koeffizienten. Wenn 
di.e Ko e ffiz ienten ziemlich gleich groß sind, dann hat d r Strahl eine ziemlich 

diagonale_ Hichti111g. 
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Wenn wir zwei Gl.eichungen c1 c� vergleichen wollen, dann müssen wir 
sie so anschreiben , daß beide eine posit ive Absolute zeigen, weil sie dann 
positive Stellote S1 s� haben . Wir fassen in beiden Gleichungen den größten 

- Koeffiz ienten ins Auge. .Wenn diese beiden größten KoefRzieriten gleichnamig· 
sind, z. B. ni und a21 dann liegen beide Strahlen derselben Achse, also im 
Beispiele der x-Achse, nahe. Wen·n beide Koeffizienten das gleiche Vorzeichen 
haben, da1m bilden die Strahlen einen k 1e i111 e n Winkel; wenn sie aber k o n -
trär e Vorzeichen haben, dann bilden die Strahlen einen großen, d. h. nahezu 
gestreckten Winkel miteinander. 

Wenn auch die zweitgrößten Koeffizienten gleichnam ig sind, z. B. b1 ·und b», 
dann liegen die beiden Strahlen nahe zur zweidimensionalen Ebene der ent
sprechen den Achsen, also im Beispiel nahe zur :r: y-Ebene l!,�2• Da s ind nun 
z'vei Fälle möglich : wenn 01 und b1 dieselbe Ze ichenfolge haben wie ({z und b2, 
dann l iegen die Projektionen der Strahlen 51 und 59 in der Ebene 1:.11 auf der
s e 1 b e n Seite der x-Achse, und das ist der günstige Fall, der ein kle ines s ver 
spricht. Wenn aber.a1·b, und n1 b, verschiedene Zei chenfolgen zeigen , 
z. B. + + und· + - oder - + und + t-, dann liegen die Projektionen der 
Strahlen auf e n t g e ge n ges e t z t e n Seiten der x-Achse, und dann wird s 
weniger klein, und das ist der ungünstige Fall. Wir haben also die Regel : 
wenn die größten Koeffizienten der gegebenen Gleichungen G1 Gg gleichnamig 
sind (a1 a2 i, d ann versprechen die Gleichungen einen guten Summenstrahl. Wenn 
auch die zweitgrößten Koeffizienten gleichnamig sind (h. b�). 
s e 1 b e oder k o n t r ä r e Zeichenfolge wie a, b»-, dann s· d 
besser. ;-·: 

Da. liegt der Gedanke nahe, aus den gegcebeTien G i J un 
,• 

sich in einer Vorarbeit einen größeren Vorrat von Summengleichungen oder 
Differenzglei chungen zu verschaffen, deren jede je zwei größte Koeffizienten hat. 
Man kann dann zu j eder beliebigen Gleichung eine andere finden mit gleich
namigen größten Koeffizienten mit gleicher oder konträrer Zeichenfolge. 

Mau kann die Regeln noch viel näher spezialisieren , doch hat das keinen 
praktischen Nutzen. 

Wir haben j.etzt wieder ein Beispiel dafür, wie nü tzlich unsere geometrische 
Darstellung der Elimination ist. Dieselbe Regel über die Auswahl der Gleichung·en 
kana man auch aus der algebraischen Theorie der Elimination ableiten , und hat 
sie auch schon längst abgeleitet. Dort steht sie aber als einfacher mathematischer 
Kunstgriff ohne allen Zusammenhang mit c.fer ganzen Theorie. In unserer Dar
s tellung aber fließt die Regel klar und anschaulich aus dem allgemeinen geo

metrischen Bilde des Eliminationsproblems. 

Die Su mme von dr ei Ebe n e n. i 
G = lt G1 -1- V G1 + 'W G.,' 

Wenn wir aus drei gegebenen Glei chungen G1 G, Gs die beste Summengleichung G ableiten wollen, dann stehen uns dieselben drei Verfahren zu Ge
bote, wie bei zwei Gleichungen. 

:' 
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1. Verf ahren d e r  Ein-Ebene. Di p;cg-chencn Glc.irhung·cn b1ing·rn 
wir durch Wegclividiercn der \b.·oluten L 'u[ die Form Yo11 Eins-GI ·ichunf.(en 
cJ. .r + b )' -1- . . .  = 1. Von 0 aus ;:;iel1cn WH' die Strahl ·11 S, .\2 .'i�, die den 
drei Gleichungen entsprecheli, und tragen aur den Strahlen die Hypotcnu.· '11 
/(,_ K2 /(3 der Einsebenen auf: 

J<t = !!�11 _ 
}( = !!.!__ }<.� = !!::___ 7 1 ) 2 � � 

Die drei Strahlen S, S2 S:, sehen wir als schiere Koordinatenachsen an, dcr
g stalt, daß die Koordinate11 /1 t" 1:1: 

' 72) 

Fig-. 12. 

eines Punkte· r; den Achsen S, SJ .'.-is parallel laufen. Die Gleichung· ei11er Ebcnt' 
1, die Jie A hsenahschnitte /\� l<z l<a hat, lautet: 

-
t, - + .. _12 -

-
t- 13 

K ft.2 - - K- = . . . . 73) 1 � 
Wenn wir hier die Werte 72) einsetzen, s erhalten wir: 

u+1.J+<'=l 
Der Vektor H eines Ebcnenpunktes q ist dann, wie wir wissen, die Hypotenuse 

cler Summengleichung G : 
G = 1t GI + 'lJ 0 % 

+ 
w () 3 • • 

. • • ' • • • 7.)) 
Hier sind G1 02 G� Einsgleichungen. ·wenn wir di . umme wirklich bilden, 
dann lautet die ummeng·leichung G so: 

G : . (u a1 + ZI fl2 + W fls) :.i· + . . .  = lt + l! + 7' 7 6) 
Da nun nach 74) die Summe der Stellfaktoren u i' •r..1 gleich Eins ist, so gilt: 
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alle ummenglei0lrnngen n, die durch irgend einen Punkt q der Ebene T be
stimmt sind, sind wieder Eins gle ich u n g c n. Die b e st e  Einsgleichung ist 
nun die, die die kürzeste Hypotenuse f J hat. Das ist also die Gleichung 0 ,  
deren Strahl Sa T� o r m a 1 auf der Ebene 7 steht. 

Nachdem das Problem prinzipiell gelöst ist, g·chen wir an die praktis he 
Dutchführung. Die u 1: s p r ü n g 1 ich e n gegebenen Gleichungen G, G� ()3 haben 
die Hypotenusen /t1 112 l1a, die 1\ ir berechnen. Wenn diese Hypotenusen auf den 
Strahlen S. S2 Sa aufgetr agen smd, dann können wir zwischen ihren Endpunkten 

drei Brücken /i1� h23 /1�1 spannen, und diese sind die Hypotenusen der dr ei 
Differenzgleichungen 

G1 - Ga G2 - G3 G.q - G, . . . . 77) 
Die sechs Hypotenusen h1 /12 lta 1112 f1�s l1a1 sind mm die Kanten eines Tetra
e d e r  s, des 1'-T e t r a e d e r  s der drei Strahlen S1 52 5$, und dadurch sind auch 
alle Winkel bestimmt, insbesondere die Winkel '°•� e�3 cs1. zwischen den drei 

Strahlen. Wenn wir dann auf die verläng-erten Strahlen von 0 aus die Hypote
nusen K1 A� JG auftragen und durch die Endpunkte die Ebene T legen , dann 
haben wir ein zweites Tetraeder, das K-T et r a e de r, und es ist leicht, graphisch 
die Spitze 0 auf die Basis T zu proji1ieren, und so den Punkt q der kleinsten 
Hypotenuse H zu konstruieren. 

U m  nun auch die Stellfaktoren u 7) w zu bestimmen, die dem Punkt r; ent 
sprechen, verfahren wir so: Durch die Hypotenuse /f.1, also 0 und q, leo·en 
wir dre.i Ebenen U V HI, die durch die drei Ecken des Basisdreieckes gehen. 

Sie geben im Dreieck drei Schnittlinien 

Die Ebene U gibt uns die Proportione·n: 
r, r,t I<i 

1'i _LJi- = ---x-r- t 
Ent prechende Gleichungen geben die Ebenen 

1'1 1t= ---
1'i --f-- S1 

r1 71== T"---

1'� -1- s� 

= lt 

V und 1 V, so daß gilt: 
r 

'iCJ =--3 __ 

1'3 + .1'3 
. i8) 

Daß die· Summe di eser Briicken gleich Ein ist, das ist ein interessanter g·eo
metrischci: atz. Mit u ·v w müßten wir die gegebenen Ein sgleichungcn multi
plizieren. Die u r s prüngliche n Einsgleichungen C1 G2 Ca aber mi.issen \\ir mit 

U V W ! . . . . . . . . . 79) � � · 3 

multiplizieren, so daß die beste Gleichung· die wir aus deo gegebenen G leichun

gen ableiten können, so lautet: 
zt 'V � W C = -- · G1 + -- · G + --· G� . . . . . . 80) 
/1 /� 2 1:1 

Wir sehen, daß es durchaus nicht notwendig· ist, in den gegebenen G leichun?en 
die Absoluten \\'irklich wegzudivid i eren , denn Wll" brauchen von d n Ems· 
gleichungen nur die Quotie� ten 
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H iemit si n d  wir fertig .  D i ese Lösu n g- d es Pro b l em<>,  � L us  d re i  ( ; J e i  · h u 1 1 g-cn d i e 
beste Su1n meng-l e i c b u n g  abzu le i ten ,  h a t  mehr  t h eore t h is c!H' l l  a ls pr; t l\. t i sc h en W c r 1 .  
Wir e rke n n e n ,  daß der Summ enstrnh l v o r  al l e m  d a n n  seh r  �i. ins t i g  ausr�U l t ,  w e n n  

d i e  W i n k e l  li ,  d ie  d i e  drei  Stra h l e n  m i tei n a n d e r  bi lden,  s e h r  f; r o ß  s i n d ,  n a h e
zu gestreckte \i\Tinkel .  Auch wenn sie seh r k 1 e i 11 s i n d ,  aber 1,·, /\2 /(, seh r 
v e r s c h i e d e n e  Werte haben , ergi b t  ·i ch  e i n  sehr g·ii n s t ig-er Su m rn cns t ra.h l .  
M a n  kan n  aber auch bew e i sen ,  daß das Dre ist rah l en -Verfahren s e h r  s e l t e n 
e i n en wesen t l i ch besseren Stra h l  geben wird , als d i ese l b e n  d rei S t rah l e n  l e i  
Jem v ie l  einfacheren zwei m a l igen Zweistrahlen -Verfa h r e n .  

G r a p h i s c h e s L o t k u g e l - V e r fa h r e n . � a c h d e m  wir  das H y po t e nu se n 
Tetrae<l er berechnet u nd s o  d i e  W in ke l  zwisch e n  d n , tra h l en S, S, S3 bes t i m m t  
haben , t ragen wir n ich t d ie  Hypo t e n usen J<i K� Ks , sondern die  S i el lote s1 J·„ S:1 : 

/1 /, . - 13 Si = ·--· s„ = - ·_ .\ 3 - - - • 8 1 ) !t 1 - lt� /1 ,l 
der geg·ebe n en G lei chungen au f. Wen n  \\' i r  durch d i e  E n d p u n k t e  /J i  /'� /1:1 d e r  
Lote d i.e e1 1 ts1)reche n cle11 Ebenen .!.:,� ;:.,� E, l e o·en d a 1 l ll s c h n c i u c n  sich d i ese i n  t> ' 

5 J 

0 

ei nem Pu nkte  p.,, de r ei nen Vek tor  1 ·u h at. vV i r  konstru i e re n  n u n  Jie beka n n te 
Lotkug:el /\.� d eren M i tüd ptt n k t  den Vektor 1·0 h a l b i  rt,  n n d d i e  durch J ic Pu nk 1 e  
0 un d  Po geh t .  A l l e  S u m men eb n e n ,  d i e  w i r  v o n  d e n  d rei n·cge b c n c n  G J e i cll u ng;en 
G1 C2 G� abl  i ten könn en , gehen durch d n P u n kt Po und h . 1be n i hren  1 .o t pun k t  

i n  der Lotkugelll äche J( Was wir suchen, ist  d i  � u m m en c b e n  , cl .i e  das hlng-: tc 
Lo t hat.  Das ist offenbar die Eben e E, deren Lot s der Vektor  ro i :ü ,  d ere1 l  
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Lotpun k t  al. o der Sch n i t tpunkt  /'o ist .  Die schiefen Koo rdin aten /1 12 /3 dieses 

Pu nktes Pu fi n den w i r, w e n n  wir von Po a u s  zu jedem S t ra h l e  e ine  P·u·al l e l e  zur 
gegenü ber.l i egenden Koordin aten ebene z ieh e n .  Wi r · erhalten so die von 0 aus 

zu messen den Strah lenstücke /1 t� 1:, , aus d en en wir die S te l lfak toren 11 v w fi nden :. 

t, t2 u = - 7J = - -h ltn 
Die Gle ichung der bes ten Ebene- C: ist  dann : 

c = u c1 + v et ·+ w &� 

Uas al l es kann man le icht  graph isch machen . 

82) 

83 ) 

A l g e b r a i s c h e s  L o t k u g e l v e r f a h r e n .  Wir wol len f ii r  d ie  Stel l 
fak toren u 'Z '  izv algebraische Ausdrü cke en twickel n .  Der Pol Po hat im 11-d imen

iona l c n  Raume i rgendwelche K oord i naten A H . . „ u n d sei n en Vek tor 1 0  wo l l en 

wir ff n enn en . D i e  Strahlenkoordinaten .desse lben Punktes. p0 si n d  ei n Polygon 
von den Seiten : 

11 = 2� //1 f.J = V  /1, /� -:- W /13 . . . . . 84) 

Die x-Kourdinate A ist d ie  Summe der x-Prnj ektioneu cler Polygonsei ten t1 la la 
u n d  das e ntsprechende gil t von B C . . . : 

A = zt a1 + 11 rr2 + w as 
B = u b1 +· v b2 + w b3 } 85) 

Der Vektor H bi ldet  m i t  den d rei  Strahlen  S1 S2 Sa i rgendwelch e Winkel E1 F� E3 , 
und es gi l t  offen.bar : 

/-{ cos E1 = s1 H cos E� = s2 1-1 cos Ea = s� . . • . 86) 

Der Win kel E1 ,  den der Vektor II mit der Hypotenuse /1 t auf dem trahlc Si , 
also auch m i t  dem Strah l e  selber bi ldet, ist : 

a1 A + b1 B + . . . S ?) C O S  E1 = /t1 ff . , . . · . . · · 

Die e n tsprechenden Ausdrü cke gelten 

in 86) e insetzen , dann erh alten wir : 

fi.ir E� u n d  Ea . Wenn wir d iese Ausdri.icke 

flt A + bi B + . . . = lt1 St 
= 11 

a2 A + b� B + . . .  -:- 111 Ss 

= 12 
. . 88) 

Wir setzen für A B  . . .  1hre Werte em u n d  ordnen n ach u v w :  
lt (c1/ + b1 2 + . .  ) + V (a1 a2 + b1 b� + . . ) + w (111 as + b1 b3 + . .  ) = 11 } tt (a1 a1 + b1 b1 -� • •  ) + v (ai2 + b, 2 + . .  ) + w (a; n� -f- bv b3 +  . .  ) = !� 
u (4s ft1 + b3 b1 -� . .  ) + v (a3 a� + b3 I•, + . .  ) + w (a/ + b3 1 + . . ) = /3 

was wir  einfacher so schrei ben können : 

89) 

1 t  [[(2 KI ] + 7J [K, !(2] + w [K, {(�] -:--:·{� . . . . . 90) 
U [ K1 f(i ]  -j- V [ f(, /\2] + W [ !(1 /\ 3) = /1 } 
tt [Ka K, ] -f- V [ !<; !{,] + W [ Ka1 A',,] = /3 

In d·en Kla.mrnern stehen Normalkoeffizienten , d ie  m a n  al l e  aus d e n  sechs Sei ten  
· des schon berech u

.
eten Hypotenusen tetraeders b erech nen kan n . - Es  gil t : 
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[ K 1 K 1 ]  = lt1 � � [ K1 !(2] = lt1 2 + 11� �- lt\ �  \ 
[ Ji � R2) = /1, 2 2 J K" l\'.1] = 1t. � + /13 2- /1 'J"'1 f 9 1 ) 
[ lC IC] = /t3 " � [ Ka Ki ] = !1/ + 11 1 2-- !t�,< l J 

Wen n  wir  aus den drei G l ei chungen 90) d i e  drei Stel l hktoren  1t 11 w berech n e t  
haben,  d an n  erg·i b t  si ch die beste Surnrne ngl · i ch u n g G ,  d i e  m a n  aus d en d re i  
gegeben en GI i chu ng-en G, G'2 (,3 ab l eiten kan n : 

G = 1t G1 + V G2 - 1- 'W G� . 
Die Gle iehung· G kan n m an d ann n och d u rch zwei an der G l e i ch u ngen C1 C,, 
aberm als verbessern usw.  Bei irgend ei ner Summenglei c h u n g· G brechen  wir 
ab,  u n d  p roj iz ieren den Wanderpunkt i n  i h ren Lo t p u n k t  p,  der vor �mssi c h t l i c h  
seh r nahe bei Po l i egt. 

D i e  S u m m e  v o n  v i e l e n  E b e n e n . 

Das Problem, wie wir vom Ursprung 0 aus m i t telst  der gegebenen S t rah l e n  
.)� S2 . . . möglichst n ahe an den Fern punkt  Po hernn korn men kön n e n ,  w o l l e n  
w i r  nun a u f  ei n e  wieder an dere A r t  b e trach t e n .  

Du rch den Ursprung 0 legen wi r  ei n e  Normalebene E,„ die auf d e m  Zie l -
trahle .S� normal steht .  A u f  den Str ah l en S, � . . .  trag·c n \\' ir i n  der f\ ichtung-

der Lote s ,  s 2  . . . von 0 aus irge n dwelche ganz bel ieb ige, gl e i che oder  u n g l e ich e 
Strecken ti. t� . . .  au f. \Venn wir aus d i esen Strahlen /1 1 • . . .  von 0 au s ein  
Polygon 11 12 . . •  b au en , dann kommen w i r  in  i rgen deinen H aumpunkt 11, und 
durch d i esen l egen wir von 0 aus e i nen neuen ' trah l S. Es l iißt  sich nun 
zeigen , daß dieser Summenstra h l  S m i t g r o ß e r  W a h r s c h e i n l i c h k e i t 
b esser ist , d. h .  näher an P0 h erankommt ,  a ls  al le gegeben e n  Stra h l e n .  

s. 

Fig-. 14. 
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Wir erwägen so.  Die Strecke /1 hat auf dem Zielstrahl S0 e in e Kom ponente • 
t1 cos Qi. d i e  gegen P0 gerich tet ist, und i n  der Ebene E11 eine K omponen te t1 sin Q1 , 
die norm al z�t So i n  irgen d ein er Rich tung- läuft . Das gilt von allen Seiten 
des Polygons : al le ge'ben auf den Strahl So eine positi ve Projek t io n  t cos {!, und 
diese Projek ti on en addreren si,fh a r i t h m e t  i s c h zu e in er Summe JJI/. Alle geben 
auch i n  der Eben e l�, e i n e  Proj�k t ion r, = I sin Q ;  diese Proj ektionen h aben aber  
verschiedene Rich tu n gen ; s ie  bilden in  der Ebene E,, ein P o l y g o n  -r1 -r2 . . . , 
u n d  dessen von 0 ausgehende Sch lußsehn e N i s t  h ö c h s t \V a h r s c h e i n 1 i e h  

gegen )11 kle in ,  viel leicht sehr klein.  Die Sehne  N ist der Abstand des Punkt es 
u von dem Strahle s�„ und der Summen strah l S b i lde t m i t  dem Zielstrah l e  S! 
einen \�i ;1 ke l Q, für den gil t : 

Dieser Winkel {! ist  also h öchst\\1ahrscheinl ich k l. e  i n ;  klei ner a ls  der 
Abstan dswinkel Q i rgend eines der gegebenen Strah len Si 52 • • •  H i em i t ist der 
Grundgedanke mehrerer Näherun gsverfah ren gegeben . 

Es ist  offen'\:iar am zweckmäßigsten,  fü r d ie  S trecken t, t� . . . au f den ge
gebenen Strahlen die  schon vorhan denen Lote s1 s2 . • •  zu n ehmen , da dann die 
besten Strahlen den größt en Einfluß  auf die Richtung des Su m menstrah les S 
ha:ben .  Wi r fin den dann die Koordina ten x„ y11 des Pun ktes 1t so, da ß wir die 
Lote  s

1 

s2 • • •  i u  i,hre orthagonalen  Komponenten zerlegen u n d  d ie  Kom pon enten 

achsen we. ise add ieren .  Di ese Komponenten s ind durch die Koord i na.ten · der Lo t

punkte p1 p2 . • •  gegeb en , u n d  so gilt denn : 

X = /1 a, + /2 �� + . . . Jln = !_1!!.i_ + �/.1 b� + . . . . . 92) 
II lt 2 /z - h 2 l 2  l 2 1 2 

Zweckmäßiger ist aber e ine  an dere Behand lu ng des Problems. D ie Strecken 

t, t2 . • •  ste l l en wir al� Vielfache der  en tsprechen !c" I :; 1. � ten use dar : 

/1 = lt /t1 /2 = V /J.2 , • , , • • • . 93 ) 
Dann ist die  Sch lußsehn e  H d es Polygons  1 1 t, . . . n ach Länge u n d  R i c h t u n g 
die H ypo tenuse einer Surnmeugle ichung G :  

G = u G, - f- V G2 + . . . . . . . . . . ' . 94) 
Der Strahl S di eser G le ichung G ist sehr wahrschein l ich ei n g u t e r  Strahl , 

welche Werte wir immer den Stellfak toren u 11 . , . geben . Besonders gut is t aber 

vermutlich der Strahl 5, wenn d ie Polygo nstrecken die V1/erte 

95) 

haben .  Wenn wir diese Werte i n  93) e inführen, dann erhal ten die Stellfa1' toren 

die Werte : 

u = J_ '[/ = _!::_ • . � . • • • . • . 96) 
/tj 1 lt/ 

und d ie  Summengleichung  G wird so dargestel l t : 

G = /1 _ G1 + J.la . G _L . . . • • • • • • . 97) lt �  / 2  2 1 
1 g 
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Das h e i ß t  i n  Worten : wir beko m m e n  e i n e  voraussic h t l i ch s e h r  gu te S u m m e n 
gleichung, wenn w i r  j ede d e r  g·egebenen G l e :ich u ng·en m i t  i h r e r  c i  g e n  e n A b · 
s o  1 u t e n, d iv i d iert durch ihr  Hypotenuse n q u a d rat, m u l ti p l iz i e ren u n d  d a n n  
d i e  G l eichu ngen ad dieren . 

'Wen n ,  was i m mer gesch e h e n  s o l l te ,  die Hypo tenusen aus den  G l e i c h 1 rn g e 1 1  
grob wegdi vi diert s i n d ,  s o  dat3 für al l e  G l ei ch u ngen e l \\"t µ;i l t ;  

< lt <  l ' 3  

d a n n  k a n n  m an 9 7) g·en ligen d genau schrei b e n : 

G = /1 G1 + 12 G� + . .  9 8) 
Das h eißt  i n  \\Torte n ; Wir erh al ten e i n e · g·u te S u m m e n�· l e i c h u np, C, 11·cn 1 1  ll' i r  
jede geg· eben e G l e i chung · grob m i t  i h rer eigenen  A b so l u t e n  m u l t i p l i z i er e n  u 1 1 d  

. dan n add i eren . Die G l e i chun g 9 8  lau tet d a n n : 

[ a t'] X -f- ( b I J y -j- . . , = [ /2 J 99) 
Di ese G lei c h u n g·  läßt  le ich t erken n en , daß  die S u m m e n gl c i ch u n g; v n ra u s s i t:l1 t l i d1 
gu t ist .  D ie  Abso l u t e  [/ J w;tchst  n fö11 l i c h  v o rauss i ch t l i c h  h n c h  an , da  sie a u s  
l au ter  posi tiven G l i ed ern besteh t .  D i e  h: oeffi z ic 1 1  t c n  a h c r  lau fe n  v o r a u ss i c h t l i ch 
p;ar n i ch t hoch an , d a  sie aus t e i l s  p '.'>s i t i ve n ,  t e i l s  nega t i ,· c n  G l i e d e rn  h t�s tch e n . 
Di e  H Y p o t e n u s e 11 der  Stt m m c n gl c i c h u n g  ll' iichst also d u r c h  d i e  A d d i 1 i n 1 1  
vie l wen iger, al s d i e  Absolu t e .  Da n u n  d as S t e l l o t  s d er :i u m m c n g- l e i c h u ng be
s t i m m t  ist d urch 

' ' · 

[b] 
s .= - /-1-. . . . . . . . . . . . . 1 00) 

s . ·!st dtts St. lj� d�i· Sttmtn�tig c::�1. un� · vo ra u s ich t l i c h  g r o f,I Das w a r  e b e n  z u  

·f.)fi ·eisen. · 

· · �1 köiHl�I  ii.k.!:tr V·�·:i n a· m .g· noch wei ter geh e n :  B i der l:'.. rw ei tcrn n g  
d er G ! ei c h migen G, G� . . . könneu  wi r den  A b s o l u ten d e n  n u m erisc h e n  W e r t  
Ei ns geben , D a s  h eißt  m i t  an d eren 'Worten : wir  sch r e i b e n  a ll e  g-e\;�;cbcn e11 
G leichu n ge n m i t p o s i  t i  v e n Absoluten ,  indem wir  in  j ede r  G l e i c h u ng m i i  n ega-

. tiven Absol u ten die  Vorzei chen umkehren , u n d  a d d ieren d a n n  die G le i c l t u ngc n . 
D ie Sum m engl e i chung 

[rr.] X + [b] )' -1- . . .  = [/] 
i ·t d a n n  vo raussi c h tl i c h  gu t .  

Beitrag z u r  reoh nc:.r ischen Lösu n g  des Poth enot  ... 
sehen Prob lemes.  

Von A ugust Gabrlelli, k .  k ,  O bergeometer i n  Linz . 

J n  den Mouatsh efte1 7 u n d  8 des Jll . J ah rg-ct n ges u n d  i n  l r. 1 0  des V r l l .  

. Jahrganges d i eser Zei tschri ft s i n d  berei ts  Bei t räge z u r  rech ner isch en Li5su u g  de�  
R li t.'.kw ärtsei n sch neidens  e n  t h al tcn . 

l n  beiden Hil l e 1 1  w .i rd j edoch d ie  P u n k tbest i m mu n g  J u rch  E i n sc h a l t u 1 1 g  
v o n  Hi l fspunkten,  deren Koo rdi naten  ebenfa l ls  gerechnet  wercl n m ü sse n ,  vorge
nommen.  
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Es seien n Gleichungen G1 G, . . . mit n Unbekannten x y. .. . . gegeben : 
G1 a1 x + b1 y + . . .  = l1 
G, a, x + b2 y + . . . = /1 • · · • • . 1) 

und es gelte durch Elimination die Werte X Y . . .  der Unbekannten zu bekommen. 
1\lan kann .das Problem auf verschiedene Arten geometrisch deuten. Die ein
fachste und älteste Deutung ist die, daß wir die · gegebenen Gleichungen als 
Gleichungen von Ebenen Ei E2 • • auffassen. Die n Ebenen im n-dimensionalen 
Raume schneiden sich .in einem Punkte P0 von den Koordinaten X.Y . . . . , und 
es gilt, aus den Gleichungen der Ebenen die Koordinaten des Schnittpunktes Po 
zu berechnen. Diese geometrische Deutung ist in einer ersten Studie besprochen 
worden. In der vorliegenden zweiten Studie soll eine zweite geometrische Deutung 
besprochen \Vorden. 

'5. 

J 

�· · · ... 6. 

V 
Fig. I, 

Die orthogonalen Koordinaten im 11-dimensionalen Raume wollen wir mit 
; 17 • • •  bezeichnen. In den gegebenen .Gleichungen stehen die Koeffizienten iri 
Kolumnen. Die Koeffizienten der ersten- Kolumne sehen wir als Koordinaten 
eines Punktes qs an: 

; = a1 1J = a1 b" = a3 

und den Vektor des Punktes q1 bezeichnen wir mit lts :. 
. .  •' . • 2) 

/111 = a11 + a11 + a11 + . . . . . . . . . . 3). 
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Die Stel lwi nkel a1 az . . dieses Vektors sind also : 
a1 a · 

COS IX1 = - - COS a„ = -2 , • • , • , • 4) lt1 - lt, 
Die  verlängerte H yp o.tenuse lt1 gibt einen Strahl S1 und die  Ursprungs

ebene,  die normal zu S1 l i egt, hat  d ie  Gleichung : 
E, a1 � + a2 11 + a" � + . . .  = 0 . . . . . . 5) 

Wir können di ese Ebenengleichung auch die Gleichung des S trah l es S1 
nennen. Die H ypotenu�e lt, sehe n  wir  immer als p o s i t i v  an ; der Ast des 
Strahl es S1, in <lern die Hypotenuse l iegt, ist der positive Ast , und die Stel l 
winkel a1 , a 2  . . . s i n d  d ie  Winkel , d i e  d ieser positive Ast m i t  den positiYen 
Koordinatenachsen bi ldet .  

So gibt uns jede der Koeffiz ien tenkolurnnen e inen H aumpunkt q, e i 1ien Strahl 
S u n d  ei11e Ebene F. 

Auf den Strahlen  S1 S, . . . können wir  bel iebige Strecken 11 t, . . . auf
tragen.  Diese Strecken stel len wir  immer als V ielfache der en tsprechenden 
H ypotenuse dar, die also dadurch den Charakter eines ;\l a ß  e s  bekommt. Ins
besondere schreiben wir : 

11 = ft1 X 12 = lt2 J /3 = ft3 Z . . . . . • . 6) 
So erscheint  jede der Variab len :i: y . . .  als W e g z a h 1 eines besonderen Strahles 
S. Di e  Proj ektionen der Hypotenuse lt. sind d ie  Koeffi zienten a1 a, . . .  ; die 
Proj ektionen e iner Strecke t, sind ·also : 

a3 X • • • , • • . • • • 7) 
Ebenso können wir  sagen : der Hypotenusenpunkt q1  hat die  Koordinate n  a1 a2 . . . , 
u n d  der Endpunkt 11, der Strecke t1 hat  die K oordinaten a1 x, a2 x . . . Das 
Entsprechende gi l t  auch für die anderen Strahle n .  So hat 11 d i e  Proj ekti o n e n  
/1,y, b2y . . .  

D i e  Absoluten 11 12 . . .  sehen wir  als die  K oordinaten eines R aumpunktes P0 an : 
�., = 11 /},, = 1, �o = /3 , • • • • . • 8) 

Der Vekto r  /0 des Fernpunktes ist  also : 
. . „ . . . . . 9) 

Es ist  immer möglich , vom Ursprung 0 n ach dem Fernpunkt Pu ein 
P o  1 y g o n von Sei ten 1, I� . . .  rn spannen , derart,  daß jede Seite t die Ri chtung 
des e n tsprechenden Strahles S h at .  Dann muß d as Polygon auf der �-Achse die 
Projektion 1, haben.  Die  Proj ektion en der einzelnen Sei te 11 12 sind : . 

Es muß also gelten : 
1 0) 

l l )  
Das ist aber die erste der gegebenen Gleichungen G. Wenn wir ausdrü cken , . 

daß die Proj ektionen des Polygons auf der '}-Achse gleich 11 sein muß, dann 
erhal ten wir  die  zweite gegebene Gleichung C2 usw. Hiemit  sind d ie  ueuebenen h h 
Glei chungen geom etrisch auf ein S e i t e n p o  1 y g o n i m  R a u m e  gedeutet .  
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D a s  e i n fa c h e  L o t v e r fa h r e n . 
Das einfache  Lo tverfahren is t  ein Näherungsverfahren ; wi r bemühen uns 

wieder, den Wanderpunkt  von O aus mit Hi lfe der Strahle 1t S dem Fernpunk te 
immer n 1iher zu bri ngen . Du rch den Fernpunkt P0 legen wir Ebenen Ei Et . . . 
paral lel zu den Ursprungsebenen .

" 
Die Strah len S s i nd dann Normalstrahlen zu 

den Po-E benen . � nd du rchstoßen diese dann in Lotpunkten p1 p, . : . ,  die · wieder 
i n  ein er Lotkuge l ·J(_ l iegen , deren A chse der Vektor lu des Fernpunktes i st, und 
deren Po le 0 und Po sind .  Die föiherung des  Wanderpunk tes erfolgt wieder 
so, daß wir i hn  Yon 0 aus von Ebene in E bene p rojizieren. Er kommt dann 
no twendig dem Fernpunkte immer näher. Die Wege t, t� . . . , d ie der Wander· 
punkt zurücklegt, haben d ie  R ich tungen der S trah len S und b ilden ein Polygon, 
das glei chsam i n  einer Spirale s ich dem Punkte P0 nähert. 

Auf seinem Wege wird der Wanderpunkt wiederholt  auf die Ebene E,, 
proj iziert, legt also i n  der Richtung des. S trahles 51 mehrere Strecken t, ' t/' . . . 
zurück. Aneinandergefügt geben diese Teilstrecken einen Weg 

t, = tl ' + t, " . . . . . . . . . . . .  1 2) 
den der Wanderpunkt auf dem Strahle S zurückgelegt hat. Ebenso addieren 1 . 
wir die Strecke n , d ie  der Wanderpunkt  auf je dem anderen Strahle zuriickgelegt 
hat. Die result ierenden S trecken t 12 • • •  sind dann die gesud1 ten Seiten des 

1 
Polygons, das von 0 nach P0 gespann t ist. . 

Wir ersehen aus diesem orien t ierenden Ueberb l i ck einen sehr bedeu tenden 
Vortei l  des neuen Verfahrens o-eo-en das alte · wir kenn en von allem Anfang an 

I:> I:> ' . die Koordinaten des Fernpunktes P0 und " issen somi t  i n  jedem Augenbl ick, wie 
nahe wir schon an ]J0 gekommen sind .  

. 

Wir wollen nun den ersten Näherungsakt ausführen und den Wanderpunkt 
au� die Ebene Ei projizieren. Der Strahl 51 bi ldet  mit dem Vektor lo einen 
Winkel Q, . Auf dem Strahl 51 aufgetragen ist  die Hypotenuse 111 ,  und wir können 
den Wi nkel Qi aus den Proj ektionen von /0 und h1 berechn en : 

_ 
/1 a1 +- /2 a, . . . 

. cos Q1 - -- I � 0 itl 
Wenn wir dem Wanderpunkt den S trah l 5, als Führungsstrahl geben, · u n d  

wir wollen ihn möo-Ji chst nahe  an  Po heranbringen, dann müssen wir ihn  iiber 
• I:> 

e1 11 en Weg t, i n  den Lotpunkt Pi i n  E, bringen. �s gil t dann : 

Wenn 
ergibt  

/1 = /0 COS Q1 • • • • • • • • • • • • 1 4) 
wir für /, seinen  Wert !t1 x und für cos Qi den We�t 1 3) einsetzen, dann 

sich : 
/1 171 + /2 a2 + . . . x =  - - - -· -- - . 15)  

a, 2 j- a1 2 + . . .  
Das i st der erste Näherungswert x1 der Variablen x. In bezug au f den Wander· 
punkt hat jetzt  der Fernpunkt P0 di e kleineren Koor�inaten 

/ - a x / - a x / - a9 x . . . . . . , . . J 6) 1 1 ! 2 3 

Wir könnten jetzt den Koordinatenursprung . in den Wanderpunkt nqch /Ji verleg�n. 

Hiermi t  ist der erste Näherungsakt beendet. 
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Nach unserer Deutung beziehen sich also die Koordi naten /, 12 . . . des 

Fernpunktes dem Sinne nach nicht auf den Punkt 0, sondern auf den Wander
punkt, der allerdings am Anfange des Näherungsaktes in 0 l iegt. Wenn wir 
den Wanderpunkt auf einem Strahle S möglichst nahe an Po herangebracht 
haben , haben wir seinen Abstand /o von Po zu einem Minimum gemach t : 

l, 2 + /2 2 + . . . = Min .  . . . . • • • . . . l 7) 
Den Gedanken, durch Aenderung einer einzigen Variablen x die Quadratsumme 
[/2] zu einem l\Iinimum zu machen, können wir auch rein algebraisch durchführen. 
Wenn wir in den gegebenen Gleichungen G, G2 . . . für x das Binom .x1 + x 
einführen, wo x1 ein vorderhand unbestimmter �äherungswert ist, und wir schaffen 
die x1-Glieder nach rechts, dann lautet die Bedingung 1 7) so : 

(/1 - a1 xy + (12 - <72 xJ2 + . . .  = Min. . . , . . .  1 8) 
woraus sich die Bestimmung gibt : 

/1 a, + l, a, 
+ . . . 

x, = + + . . . . . . . . . .  1 9) ai2 a2' . . .  
also genau dieselbe Bestimmung, die uns das geometrische Bild gegeben hat: 

Nach dem ersten Näherungsakt folgt der zweite, indem wir den Wander
punkt etwa m ittelst des Strahles S, über eine Strecke lt, y auf die Ebene E� 
projizieren. Wir erhalten so einen Näherungswert J1 usw. Wie wir sehen, ist 
unser neues einfaches Lotverfahren nur das geometrisch e Bild des alten algebrai
schen N ä h e r u n g s v e r fa h r e _n s  d e r  E i n z e l i n k r e m e n t e. Wir erkennen 
zugleich einen zweiten großen Vorteil des neuen Lotverfahrens : während im 
alten Lotverfahren d e r  A b s  o 1 u t e n t i 1  g u n g j eder einzelne Näherungsaktl für 
a l l e  Variabeln Inkremente gegeben hat, gib t  . das neue Lotverfahren nur e_i Ü e r  
Variabeln ein Inkrement. 

Wir . können jetzt vergleichen : Das Tilgungsverfahren, äußerlich so-grund
verschieden vom Verfahren der Einzelinkremente, ist geometrisch mit ihm 
i:d e n t i  s c h :  Proj ektion des Wanderpunktes von Ebene zu Ebene ; beide führen 
also g 1 e i c h rasch zum Ziele und sind g 1 e i c h gut. Nur verlangt das Tilgungs
verfahren mit seinen vielen Inkrementen unverhältnismäßig m ehr Mühe als: das 
Verfahren der Einzelinkremente. 

Beim neuen Lotverfahren kommt man dem Fernpunkte Pu offenbar �m 
nächsten, wenn ma'n zum ' Führungsstrahl den Strahl nimmt, der den kl�insten 
Winkel Q mit dem Vektor /11 bildet. Am einfachsten orientiert man sich über 
die Winkel Q · der Strahlen S mittelst der Hypotenus�ndreiecke, die wir schon 
kennen. Das Verfahren soll nochmals kurz beschrieben werden.  

Auf dem Zielstrahl So, der durch Po geht, liegt die Hypotenuse / mit dem· ' ' 0 
Endpunkt Po, und auf de� Strahle 51 liegt die Hypotenuse 111 mit dem End-
punkt' q, . Wir 'spannen zwischen P0 und q, die Brücke lto1 1 . deren Endpunkte P0 
und p, die Koordinatendifferenzen 

a1 - /1 a 2 - /2 • • • • • 

zeigen , so daß wir ho, berechnen können : 

/t20 1 = (a1 - 11 )' + (a2 - /,)2 + . . .  
. 20) 
. 2 1 )  
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Jetzt kennen wir alle drei Seiten des Dreieckes /„ /11 h 01 ;  wir können es ieichnen , 
und wenn wir es gezeichnet haben, sehen wir den gesuchten Winkel (l und 
können auch den Näherungswert x einfach graphisch bestimmen ; wir fällen von 
Po ein Lot auf S, und gewinnen den Lotpunkt p1 , also auch die Strecke 11 , und 
wenn wir diese durch lt, dividieren, haben wir den Näherungswert .r. 

- 5  4 

s • 

- 5  I 
,{ I 

... 5 1. 

Fig. 2. 

So berechnen wir denn eine Reihe von Hypotenusen 

ho1 /t09 /tos , , , 
und zeichnen die entsprechenden Hypoten\lsendreiecke. Welches Dreieck die 
kleinsten Winkel f? zeigt, dem entnehmen wir den entsprechenden Näheruo.gswert 
x oder y oder z usw . Wenn der Winkel (l . nahezu �in gestr,edter Ist, ·dann 
ist der Strahl wieder günstig, nur Üegt der Näherungspunkt p dann am 'negativen 
Ast des Strahles . . 

Die Zeichnung läßt u11s ·:unmittelbar eine Gefahr erkennen, die uns bei 
algebraischer ;Bßb.andfung entgeht. Es . k!lnn vorkommen, daß die Hypo�enuse· 
h1 g�.en 10 sehr klein ist, un� -�nn wird di_e Zeichnung . unsicher. In diese�. 
·Fal le tr11gen wir auf �. ein . Vielfaches --von-/11 auf, etwa K ( mit einem End- . · 

punkte 1111 und ziehen die Brücke von P0 nach 111 1 .  Die Koordinaten von-11�1 sind , 
/( a, K a, , . . . und die Hypotenuse 'ft0 ist dann : 

• . 1 

lt01 2 = (K a, - /1)2 + (Ka, - /1) 1 + .  . . . · . .  22) 
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Jetzt ist  <lie Zeichnung viel sicherer.  Wenn umgekehrt /0 gegen !t1 seh r kle i n  

ist, dann tragen w i r  a u f  So e i n  Vielfaches /{/u_ <les Vektors auf, und d i e  Brücke 

ist dann bestimmt durch : 
/10 1"  = (n1 - K/1 )' + ("" - f(t"r + . . . . · . . . . . . 23) 

So m achen wir es bei allen Strahlen.  Die Näherungswerte x y . . . werden 
natürlich auf Grund der e i n f a c h e n  Hypo tenuse berechnet, z, B .  x = t1 : h1 u n d  
nicht x = t, : /< 111 .  

E s  taucht d i e  Frage auf, o b  wir der Gleichung G eines Strahles S nicht 
ansehen können, ob ihr Strahl einen großen oder kleinen Winkel mit  dem Ziel

strahl S0 macht. Man kann es. Wenn die Ko effizienten a1 a2 • • •  die Gleichung 
G1 eines Strahles 51 d en Absoluten 11 /2 • • •  p r o  p o r t i o n a 1 sind,  dann geht  der 
Strahl S, geradezu durch den Fernpunkt P.. Wenn die Koetfizientes n1 a2 • • •  

eines Strahles also nur wenig von der Proportionali tät 

a1 _ a, _ a3 _ 

y - -r - -1 · - · · · 1 2 3 

abweichen , dann weicht der Strahl  S1 nur wenig vom Strahle 50 ab. Es wieder
holen sich hier die Erwägungen · des ersten Artikels über Lotverfahren. 

So viel über das einfache Lotverfahren mit  Kolumnenebenen. 

D i f f e r e n z s t r a h l e n .  

Die Endpunkte q1 q2 der Hypotenusen /11 lt-i wollen wir,  wie  schon oft, mit 
der Brücke 111 2 verbinden. Der Punkt q, hat die Koordinaten a1 c72 . • .  , der 
Punkt q2 h at die Koordinaten b1 b2 • • •  ; die Brücke /11 2  ist  also durch die 
Koordinatendifferenzen bestimmt : 

/112 2 = (tri - b1) 2 + (a2 - b2)2 + . . .  24) 

s 

Ng 3 .  

s ''-



r 

53 

Die positive Richtung von h11 führt dann vorl <j1 nach q1 • Es gelten dann die 
beiden gleichwertigen geometrischen Gleichungen : 

lt; + !tn � h1 h11 ' h1 - /1, . • • • , • • . 25) 
Die erste Gleichung sagt : wenn man von O aus das Polygon .1, h11 durchlauft, 

· dann kommt man in  denselben Raumpunkt, wie wenn m an-v-<m 0 aus die Strecke 
hi durchlauft. Die zweite Gleichung sagt : wenn man vo!]. 0 aus die Stre�ke 
!tn durchlauft, die in LänO'e und Rich tung mit der Brücke h übereinstimmt b 11 ' 
dann komm t  man in denselben Raumpunkt, wie \venn man von 0 aus erst · die 
S�recke lt1 und von deren Endpunkt aus eine Strecke -·lt, durchlauft, die die 
Lange �er Hypotenuse h2, -aber die entgegengesetzte Richtung hat . 

Die :erlängerten Hypotenusen 1t1 h2�h11 geben die beiden Strahlen S1 und S, 
und den Differenzstrahl oder B r ü c k e n  s t r a h 1 h und alle drei Strahlen denken . n '  w 1 r  uns von 0 aus gezogen. Wir  betrachten die geometrische Gleichung : 

hu __:_ hi - h2 • • • • • • • • • • , . 26) 
Wir mu l tiplizieren beiderseits m it irgendeinem Faktor 11 : 

11 hu �- it h1 - 1t h, , • , • • , • • , • . 27) 
Diese Gleichung können wir so deuten : Wenn wir von irgendeinem Raumpunkte 
11 aus in  der positiven Richtung des Brückenstrahles h„ eine Strecke t11 =�i(h1 2  
durch laufen , dann kommen w i r  in  denselben Punkt, wie wenn wir von n aus 
erst in der positiven Richtung des Strahl es s. einen Weg 11 = u ltl '  und vom 
errei chten Punkt aus in der negativen Richtung des Strahles s. einen Weg 
12 = 11 lt, zurücklegen . 

Das alles hat folgen de praktische Bedeutung. Nehmen wir an, wir hätten 
den Wan derpunkt von 0 aus zum Führungsstrahl den Differenzstrah l 511 gegeben 
und auf diesem den Wanderpunkt möglichst nahe an P0 in den Näherungspunkt 
fl12 herangebrach t. Der Wanderpunkt hat dann auf 511 einen Weg tu = u h12 
zurückgelegt, und u ist bestimmt durch 

li (a, - b,) + !, (a, - b1) + . . .  11 = l 1 
1112 

. . . 28) . . . . . . . . 

Di e  Binome im Z1ihler sind die orthogonalen Komponenten von h12 .  Jetzt haben 
wir einen Näherungswert der Variablen · u-:- die dem Strahle S zukommt, der ' l l  
uns aber unmittelbar nichts nützt. Nun sagt uns aber GI 27),  daß wir in:  den-
selben Näherungspunkt p11 auch so gelangen . können,._ daß wir auf Sa einen Weg 
t, = + tt lt, und auf S1 einen Weg fj = - u lt, zurücklegen . Hiemi t  si nd uns . 
an Stelle des wert 1 o s e n Näherungswertes 1t = rt die wert v o 1 1  e n Näherungs
werte x = + u und y = - 11 gegeben. Wir können also _ sagen : u = u ist 
ä q u i v a 1 e n t mit x = + 11 und y = - 11 :  

11 = rt äquiv. x �-----+ 1t y = - tt • • • , • • • 29) 
So können wir also aus den gegebenen n Hypotenusenpunkten q1 q1 . • •  eine sehr 
·g roße Zahl von Brückenstrah len 

Su 513 Su . . . 
. Su Su . . .  30) 
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ableiten, deren Variable wir mit Uu U13 • . •  bezeichnen können. Wir · buchen 
diese Strahlen, indem wir in die Tafel die den gegebenen Gleichungen G1 G2 • • •  

entsprechenden neuen Kolumnen anschließen, z. B. : 
11 = a1 z + b1 y + . . . + (n1 - b1)  111 2 + . . . 
/1 = n1 X + b, y + . . . + (a2 - b2) 1112 + . . . . . . . . 3 1 )  

Jeder Näherungswert tt = u, den uns irgendeiner dieser Differenzstrahlen als 
Führungsmittel liefert, ist zwar an sich wertlos, gibt aber für die Variabeln 
seiner Komponentenstrahlen zwei gleiche und entgegengesetzte Näherungswerte. 
Vor j edem Näherungsakt suchen wir uns aus den gegebenen Kolumnen 3 1 )  die
j enige h eraus, deren Koeffizienten den entsprechenden Absoluten einigermaßen 
proportional sind, w enigstens insofern e,  daß den größten Absoluten die größten 
Koeffizienten entsprechen, mit gleicher o der kontrU.rer Zeichenfolge, und die 
beste Kolumne verwen den wir zum Näherungswert. · 

S u m m e n s t r a h l e n . Wir können neue Strahlen auch so gewinnen, daß 
wir zwei neue Koeffizientenkolumnen, etwa die erste und zweite, a d d i e r e n , 
und so eine neue Kolumne mit  einer Variabeln v1, bilden. Die H y p o t e n u s e n
g l e i c h u n g lautet dann 

lt,2 -'- lt, + lt% 
und die Ä q u i v a l e n z g l e i c h u n g  lautet : 

. 32) 

'l' = V  äqu. x = v  y = 7J • • • • • � • • 33)  
So können wir  d ie  Zahl der  disponibeln Strahlen abermals bedeuten d vermehren. 

(Schluß folgt). 

Reformvorschläge. 
Von Evidenzhaltungsobergeometer F.  Goethe in  Melk. 

Als man vor me'.i i ·2 rE' .l Monaten die Ernennung hervorragender Männer d es 
öffentlichen Lebens zu �·l i tgliedern d er Kommission zur Förderung der Verwal
tungsreform erfuhr, wu· 'le diese Aktion selbstredend in  den Kreisen der Staats
beamtenschaft lebhaft erörtert. 

Hiebei machten si ch Bedenken geltend, ob es der so zusamm engesetzten 
Kommission gelingen werde, allein und ohne Zuziehung von Beamten des aus
üb

-
enden Dienstes das zu erzielen, was sowohl die Regierung als die Beamten

schaft anstrebt und erwünsch t. 
Sehr zu begrüßen ist es daher, daß in  einer Sitzung anfangs Dezember 

1 9  t 1 der Vorsitzende dieser Kommission Freiherr von S c h w a  r t z e n a u  den 
An trag einbrachte, auf breitester Grundlage der Beamtensch aft die Möglichkeit zu 
bieten, bei dieser Arbeit mitzuwirken un<l daß dieser Antrag angenommen wurde . 

Der Gedanke ist gut und wird nicht verfehlen,  unter den B eamten auf 
fruchtbaren Boden zu fallen. 

Da für das K atasterwesen diese Zeitschrift den Ort bi ldet, w o  Reform
vorschläge \\'oh l in d er \·ersfändnisvoll sten Weise einer �eurteilung u nterzogen 
werden können, so sei es dem Verfasser gestattet, in großen Zügen einige An· 

l 
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. . II) 

Analog würde sich die Aufgabe für jede externe Projektion rechnerisch 

beh<�ndeln lassen, da sich hiebei nur der Winkel IJ ändert . Wiirde sich das 
Zentrum 2 in der Entfernung e von der Kugelfläche, also in der Entfernung 

(2 r + e) von 111 befinden , so wäre tg � = --�9 --
e + r + =o 

; = (2 r + e) . tg d', Y/ = Yo . ; . 

Xo 

Lotverfahren. 
Von Prof. Karl Fuchs in Preßburg. 

(Sc:hluß). 
K o m b i n i ert e St r a h l e n . 

Zwe i St r a h 1 e n. Die Strahlen 51 52, die von 0 ausgehen, bestimmen 
eine zwei d im e n s i o n a 1 e Ebene Ea, in der sie liegen. Wir können die. 
Strahlen 5, 5, als schiefe Koordinatenachsen in der Ebene E12 ansehen, und 
dann können wir jeden beliebigen Punkt q. dieser Ebene mittelst zweier Koordi-
naten 11 t2 : / 1 1 1 • • • • • • • • • 34) 1 = U t/1 s = V tl2 
bestimmen. Der Punkt q hat dann einen Vektor H und die Koordinaten 

; = u a! · + v b1 tj = u a2 + v bs � = . . . . . . . . . 35) 
Der Abstand des Ebenenpunktes q vom Fernpunkt Po ist durch die Koordinaten
differenz von _q und P0 bestimmt: 

t%= (;-/,)! + (YJ -/2)2 + .. . � . . . . . . . 36) 

Wir haben nun die Absicht, dem Wanderpunkte in O weder den Führungsstrahl 
"51 noch den Führungsstrahl 51, sondern die ganze .Ebene E11 zur Fü hr.upg�
e b e n e zu geben und ihn in den Ebenenpunkt q zu bringen, der zu Po am 

, . ' 
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n;ichsten liegt. Diesen besten Ebenenpunkt q finden wii:, wenn wir / � zu einem 
Minimum m achen. Wenn wir r2 entwickeln , ergibt sich : 

r! = u� \a�]-\- v2 [b2] + z ?tV [ab] - :: u [1ll] - r.; v [bl] -f- (/2] • 37) 
Daraus ergeben sich für u und v die Bestimmungsgleichungen: 

u [1l�] + v [a/1] = [a I] 
1t [ rl b] -1- V [ t?] = [ b /] . . . . . . 38) 

Diese Werte von u und v führen den Wanderpunkt so nahe an P,„ als d as in 
der Ebene E.2 oder mit Hilfe der k o m b i n  i e r  t e n St r a h 1 e n S, S2 überhaupt 

möglich ist. Die Variabeln <ler speziellen Strahlen S, �� heißen aber nicht u 
und v, sondern x und y, und die berechneten günstigsten Werte von tt und v 
sind also s im u 1 t an e Näh e r u n g swe rt e voil x und y: 

X'= lt y=v . . . . . . . . . . . . 39) 
Wir können jetzt auch den Strahl S,2 bere chnen, der in der Ebene /:.� '! 

durch den besten Punkt q geht. Es gilt nlimlich für den Vektor H des Punktes 
<J die geometrische Gleichung: 

H �= lt lt, + ZJ lt2 . . . . . . . . . . . . 40) 
Hier sind 11, h� <lie Hypotenusen der Komponentenstrahlen, un<l H nehmen 

wir für die Hypotenuse des gesuchten Strahles S12. Nach früheren Erläuterungen 
ist die Länge der Hypotenuse H bestimmt durch 

H2 =(1ta, + vo,r + (tta2+11b!)2 + . . . . . . . . . 41) 
Die Normalebene des Strahles S12 hat die Gleichung: 

A�-\-LJ11-!- . .. =.? . .  . 42) 

wobei die Koeffizienten AB . . . des Strahles S12, d. h. die Projektionen seiner. 
Hypotenuse H, die Werte haben: 

A = u B1 + v b1 B = u a2 + v b� C = . . . . . . . 43) 

Wir finden also die Koeffizienten des Strahles 512, indem wir die u-fachen Koeffi
zienten der ersten Kolumne der Glei chungen G, G2 ... zu den ·v-fachen Koeffi
zienten der zweiten Kolumne addieren. Die Variable des Strahles Su können 
wir etwa mit Wi: bezeichnen, so daß eine Strecke In auf diesem Strahle so 
geschrieben wird : 

t,. = Fhv13 • • • • • • • • • • • • 44) 
Wenn H übermäßig groß sein sollte, dann benutzen 

H 
tu= n' 1l 'ZV11 

=H1• ZV1u 

wir die Zerlegung: 

. . . . 45) 
d. h. wir können für den Strahl eine 11-mal kleinere Hypotenuse H• annehmen, 
müssen dafür aber eine neue Variable w'11 = Jl wu einführen. 

Wir wollen noch die Äquivalenzgleichung des Strahles S1� aufschreiben. 
Wir multiplizieren 40) mit w11: 

Daraus ergibt 
Hw12 :!= UWn lt1 + VW1i h2 

sich die Äquivalenzgleichung: 
'Wu = Wu äqu. X= tt 'ZV12 

. 46) 

y=vw12 • • • •  47) 
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Das beschriebene Verfahren können wir 111 doppelter Beziehung ein Lot
v e rfah r e n  nennen. Man kann das Verfahren so betrachten, daß wir von Po 
aus auf die Ebene E1! der beiden Strahlen 51 52 ein L o t  r getällt haben; man 
kann es aber auch· so betrachten, daß wir in der Ebene .t.�, einen günstigsten 
Strahl 512 berechnet haben und auf diesem haben wir den Wanderpunkt in den 
Lotpunkt q der durch P0 gelegten Normalebene E -gelegt. 

Das beschriebene Verfahren hätten wir auch viel einfacher, rein algebraisch 
entwickeln können. Wenn wir in den cregebenen Gleichuncren G1 G . . . den h 0 1 
Unbekannten xy irgendwelche noch nicht näher bestimmte Näherungswerte X1Y:i. 
geben und die dadurch gewonnenen Glieder nach rechts schaffen, dann ·erhalten 
die Absoluten die verminderten Werte: 

11' = 11 - a1 x - b.y // = !-. - a1 x - b1J 
Wir suchen nun die Werte von x und y, die die Quadratsumme der neuen 

Absoluten zu einem Minimum machen. Wir finden dann die Bestimmungen 38), 
nur steht x und y an Stelle von u und v. Die einfachen a l g e b  r a i s c h e n Ent
wicklungen der verschiedenen Näherungsverfahren haben den Nachteil, daß man 
außerstand bleibt, die verschiedenen Verfahren zu v e r g l  e i c h e n und gegen
einander abzuwägen. Die g e o  m e t  r i s c h e Entwicklung -aber, obwohl weit 
mühevoller, hat den Vorteil, daß ziemlich alle Verfahren auf den einen G r u n d
t y p u s des Lotverfahrens zurückgeführt werden und dadutch kommen wir in 
de!1 Stand, die einzelnen Verfahren zu vergleichen und gegeneinander abzuwägen. · 

Jeder Schritt, den wir machen, fließt dann aus dem· geometri�chen Gesamtbilde. 
D r e i  S t  r a h 1 e n. Nach dem Vorbild des Zweistrahlenverfahrens können 

wir auch mit drei Strahlen 51 52 53 arbeiten. Es soll von 0 aus ein Poly,gon von 
drei Seiten t1 t, /3 entworfen werden und die drei Seiten sollen die Richtungen 
der Strahlen .S1 52 53 haben, so daß gilt : 

!1 = X h1 t1 = y ft2 !3 = Z ft1 • • • • 48) 
Die Zahlen .r y z sollen so gewählt werden, daß der Endpunkt q des Polygons 
möglichst nahe an P0 herankommt. Wir rechnen so. Das Polygon gibt auf den 
Koordinatenachsen die Projektionen: 

A = a1 z + b1 y + c1 z 
B = a2 z -f- l 2 y + c2 z . 49) 

Das sind je die drei ersten Glieder der gegebenen Gleichungen G1 G„ · · · Der 

Abstand r des Endpunktes q von P0 ist bestimmt durch· 
1.2 = (A - /.)'.! + (B _ /,)2 +. . . . . . .  50) 

Wenn wir durch Differentiation die Minimu'mbedingung zum Ausdrucke bringen, 

dann finden wir Normalgleichungen nach dem Vorbilde von: 
' . 

x- [aa] + y [a_l] + z [ac] = [a l] 

x[baJ+y[bb]f--z[-bc]=[bl] . . .  : . .  '. · 51) · 

x [ca] +· y [c b] + z [cc] = [cl] 
Diese drei Gleichungen geben durch Elimination die "besten Nä.hetungswerte 

v"on x y z; sie geben das Polygon, das den Wandet::punkt-so nahe an Po .bringt, 
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als das mit den drei gegebenen Strahlen möglich ist. Die so berechneten Nähe
rungswerte X y z setzen \\·ir in den gegebenen G leichungen G, G2 . . . ein,. d. h. 
wir verlegen den Ursprung nach den Näherungspunkt q. 

M e t h o d e d e r k l e i n s t e n  Q u a d r a t e. 
. Eine Aufgabe der i\lethode der kleinsten Quadrate · liegt vor, wenn die 
Anzahl 11t der gegebenen Gleichungen G1 G2 • • •  g röße r  ist, als die Anzahl u 
der Unbekan�ten. -Wenn man aber nach der Methode der Kolurrinenebenen rechnet, 
dann kehrt sich das Verhältnis um: die Kolumnenebenen von der Grundform 

a1 � -f- <72 ·11 + {73 � + . . . = 0 .· _. . . . . . . . 52) 
liegen in einem 111-dimensionalem Raume und der Fernpunkt P0 hat m Koordi
,naten /1 /2 • • •  ; es sind aber nur n Strahlen S1 52 ... mit den u Variablen _,-y .. . 
da. Die Zahl tt der gegebenen Gleichungen ist also k l e i n e r, als die Zahl m 
der Dimensionen. Die n Strahlen 51 S2 ... beherrschen nur u Dimensionen von 
den m Dimensionen des Haumes und es ist somit u n m ö g 1 i c h, mittelst der 
Strahlen S den Wanderpunkt in den Fernpunkt /�, zu bringen . Es ist also un

möglich die Quadratsumme WJ der Absoluten unter ein gewisses i\linimum zu 
bringen und unser Niiherungsverfahren führt uns nur in einen Punkt jJ0, dessen 
Abstand /0 von Pu: 

/02 = [/ �] 
der k leinste erreichbare Abstand ist. Es ist klar, daß die beschriebenen Nähe
rungsverfahren ebensogut zur Aufsuchung des Punktes des kleinsten Abstandes Po 
verwendet werden können, wie zur Konstruktion eines Polygons, <las bis irnch 
Pt, führt. 

E 1 i m i n i  e r  u n g e i n  e r  D i m  e n s i o n. 
Wenn 11 Gleichungen mit u Unbekannten , gegeben sind, dann brauchen 

wir zur geometrischen Deutung der Gleichungen eiuen 1t-dimensionalen lfaum 
und dabei ist e� gleichgül tig, ob �vir uns an das alte Bild der Zeilenebenen 
oder an das neue Bild der Kolumnenebenen halten. Wenn wir aus den gege
benen Gleichungen eine Unbekannte, etwa x, eliminieren, was e ine sehr Histige 
Ar,beit ist, dann wird eine Gleichun·g überflüssig und wir brauchen nur mehr 
einen (n - 1 )-dimensionalen Raum, gleichgültig ob wir das alte oder das neue 
Ebenenbild vornehmen. Der Wegfall einer Dimension ist aber eine· große Er
leichterung der Arbeit. 

Wenn wir mit Kolumnenebenen arbeiten, dann können wir eine Dimension 
wegfallen machen auch o h n e  das lästige Verfahren der Elimination einer Un
'bekannten. Wenn wir nämlich aus ,den gegebenen Gleichungen G1 G� . . . die 
mittlere Gleich.ung berechnen, indem wir alle Gleichungen addieren und die 
Summengleichung durch n dividieren, dann können wir diese mittlere Gleichung 
Gm von jeder gegebenen Gleichung G1 G, . . . abziehen und die Folge wird sein, 
daß in jeder Kolumne der umgearbeiten Gleichungen die Summe der Koeffizienten 
gleich Null ist: 

fl1 + t12 + . .. = 0 /1 + /, + ... = 0.. . 53) 



77 

Daraus _aber folgt weiter, daß im Raume � ·1i • • • alle Hypotenusenpunkte 
q, q1 • • •  also auch alle Strahlen ��� S2 • • •  und auch der Fernpunkt J�, i n  e i n e r  
Eb e n e /:.� liegen, die durch den Urspru1w O rreht und die Gleichung hat: 

b 0 ' ' 

� + 'IJ + . .. = 0 . . . . . „ . . . . . 54) 
Der Normalstrahl Sm dieser Ebene liegt ��!so ··n der positiven Raumecke 

· des Achsensystems � 17 • • • und bildet mit den· Achsen lauter gleiche Winkel 

fl, = !L3 = .. . , die man leicht br.rechnet; es gilt n1imlich , 

oder 
[ cos'? µ J = u cos2 !L = l . . jS) 

l cos fl = --==-1/ 1t 
Diese Ebene E„ im 1.:-dimensionalen Raum ist.�„ selber ein (n - 1)-dimen

sionalcr Raum. Wir haben also im NäperungS\'.erfahrei1 die Vorteile des Wegfalls 
einer Dimension, ohne eliminiert zu haben. Wenn also beispielsweise d r e i  
Gleichungen G, G� G� gegeben waren und wir haben von diesen die mittlere 
Gleichung G'" abgezogen, dann genügen im Verfahren der Kolumne11ebenen schon 

. zwe i Strahlen, den Fernpunkt /� von O aus zu. erreichen und das geschieht 
durch Z\\'ei Gleichungen mit zwei Unbekannten. 

Gleichschenkelige Abschiebedreiecke 
"System Skrbek". 

Von k. k. Obergeometer Wenzel Sedivy in Tabor. 
Zum obigen, in der Februar-Nummer dieser Zeitschrift publizierten Artikel 

sei mir gestattet, zum Zwecke der Ergänzung einige Worte beizutügen, denn 
gerade in meiner Evidenzhaltuno-skanzlei fand anfäßlich einer vor vier Jahren 

b 
seitens des Herrn Oberinspektors Alois S k r b c k stattgefundenen Rev.ision dieser 
Abschiehcapparat seinen Ursprung. Genannter Herr Oberinspektor hat damals 
sofort ein flüchtig entworfenes Modell aus Papier konstruiert, worauf die von der 
Firma Josef und Johann F r  i c, Meßinstrumentenfabrik in Prag, nach seiner An-. 
leitung .erzeugten Abschiebedreiecke seit jener Zeit nicht nur bei manchen Evi
denzhaltungsbeamten, sondern auch in· vielen ·ziviltechnischen Bureaus mit Be-
liebtheit und mit vollkommenem Erfolge zur Anwendung gelangen. 

· 

Bei der Konstruierung der Dreiecke ging man von dem Bestreben aus, den 
Evidenzhaltungsgeometern ein solches Instrumentchen zu schaffen, welches ihnen 
die Kartierung im Maßstabe 1 : 2880 hauptsächlich von Veränderungen bei kleineren 
Objekten, z. B. Häusern, diversen--Zub�uten, geringen Vorsprüngen etc., sowie 
der neu aufgenommenen Straßen präzise, Öhne quälende Anstrengung des Auges, 
mit Beschleunigung und ohne Beschädigung der Mappe, die durch das Auftragen 
und Abstechen der Längen ·mit dem Zirkel unbedingt leidet, ermöglicht.. 

Um diese vorgeschilderten Beg-ünstigungen zu si�h
-ern, wurde .zur Wahl der 

gleichschenkeligen Dreiecke geschritten. Die verhältnismäßige .Größe .der Dreiecke 


