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Bezeichnen wir mit » und y die rechtwinkeligen, sphiirischen Koordinaten
von a und ferner mit £ und # die rechtwinkeligen, ebenen Koordinaten der

Zentralprojektion @’ so ist @i’ @’ gleich %, gleich dem Abstande @," von der
Meridianebene.

Aus dem Dreiecke 0, @y @, ergibt sich: n=o0, a,” X @J—l
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Uber eine Erweiterung des Rilckwirtseinschneidens.
Von Professor A. Klingatseh in Graz.
1,
Die drei Punkte P, P 5 (Fig. 1) sind durch ihre Koordinaten gegeben.
Fs sind drei andere Puukte g ps s im Koordinatensystem der Punkte 2, £, P,
unter der Bedingung zu berechnen, dal} das Dreieck #: g3 25 anderweitig bestimmt
ist und die drei Winkel 2o, 2z ws gegeben sind. !
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Diese Aufgabe, welche bei Anschlufmessungen eines in einem anderen
Koordinatensystem berechneten Dreiecks- oder Polygonnetzes, in welchem also
2, 2, #, drei beliebige Punkte bedeuten, an ein Dreiecksnetz /A P, 7, ... auf-
treten kann, hat in der Zeitschrift fiir Vermessungswesen (Stuttgart) hereits durch
Liska, Loschner und Puller Lésungen gefunden.

Laska') fiihrte als Unbekannte die drei Entfernungen 24 F4 Py, ein,
wodurch sich drei diese Abstinde als Unbekannte enthaltende quadratische
Gleichungen ergaben, fiir deren Auflgsung cin Niherungsverfahren auf Grund-
lage von geniiherten Werten der Unbekanuten, die eciner Zeichnung zu ent-
nehmen sind, angegeben wurde.

LLédschner?®) entwickelte die Gleichung fiir die Berechnung des Orien-
tierungswinkels 180 — 7, 2 p,. Da das Polygon # 2, 9, ¢, 7, 2, bestimmt ist, so
lassen sich aus jenem Winkel natiirlich alle iibrigen Abstiinde, also auch die
Unbekannten nach Laska’s Losung bestimmen.

Pullers) berechnetesvorerst diec Koordinaten von 7 und # im Koordinaten-
system der Punkte /7% 7, £, wodurch sich dann auch jene der Punkte Dby ..
finden lassen.

Jede Lésung nun, welche die Seiten des Dreieckes ¢t ¢ beniitzt, hat den
Nachteil, dall dieselbe dann ungenau wird oder aber versagt, wenn einer der
Winkel jenes Dreiecks sehr spitz ist, ein Fall, der eben vorkommen kann.

Wir geben im zweiten Abschnitt eine direkte Auflisung dieser Aufgabe,
welche lediglich die unmittelbar gegebenen Grofen beniitzt und die Herleitung
der Entfernung £ 2. sowic jene des auf das Koordinatensystem der drei ge-
gehenen Punkte P, /% 5 bezogenen Richtungswinkels dieser Seite bezweckt.
Der Punkt p, wird daher durch Polarkoordinaten bestimmt, mit welchen dann
auch die rechtwinkeligen Koordinaten vorz gs g und 2, gelunden sind.

Wird in Fig. | 2y =123, =180, m=n=20, so hat man den Fall des ge-
wohnlichen Riiekwiirtseinschneidens; die Punkte des Polygons g1 2s g2 & /4 20 fullen

dann mit dem in Fig. 2 mit 2 bezeichneten Punkt zusammen.

V‘)ﬁY*f‘ Verm. 1900, Seite 565.
Y Z. f. Verm 1901, Seite 485,
) Z. f. Verm, 1902, Seite 456,
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Wir geben vorerst fiir diesen schon oft behandelten Spezialfall eine von
den iiblichen abweichende Losung und fragen zu diesem Zwecke um den On
fiir die Spitze Py des Dreieckes P, 3 I, wenn P auf der Geraden g, und J%
auf g, fortriickt.

Werden g1 und g, zu Achsen eines schiefwinkeligen Koordinatensystems
X P Y gewihlt, so folgt mit den aus Fig. 2 zu entnehmenden Bezeichnungen

sin(a—{—gli)=—§-sina, sin (;3+y,)=-%sinﬁ. Snbele
Wegen
p=y—p ud f=w—e . ., . . . . . 2)

Btm=@w+p)—(@+p) . . . . . . . 3

Demnach wird aus 3) und 1)

ist

cos (e + p,) = e ((':"—U_:I:‘;’—)‘ (a sin 8 } 4 sin & cos [w + y]) MEEL Y
Da endlich
sin® (@+p) 4+ cos’ (e+p)=1. . . . . . J)
ist, so erhiilt man aus der Verbindung von 4) und 5) mit der ersten der Glei-
chungen 1)

a@'d' sin® (e + p)=@° [@*sin’f 4-6° sin*e 4 2 absinesinf cos(ew+p)], . 0)
welche Gleichung bereits die Losung enthitlt, indem durch dieselbe der Abstand
o==P, P gefunden wird, wiihrend mit diesem die beiden Winkel p, und »: aus
1) folgen. Da ferner

: : : A
sin ¢ = 2~ sin w, Ssinfi= e SUB AU )
0

ist, so ergibt sich fiir den gesuchten geometrischen Ort von Is die mit P kon-
zentrische Ellipse

2 22
o sin () =&y + @*2* 4 2abxycos(w fy) . . 8

In dem spezicllen Falle eines gleichseitigen Dreieckes P, P, Py, also mit
a=6 und y=60° ist fiir 7o =150° der Ort von P, der mit P konzentrische
Kreis

@=x"+y'—xy\3
vom Halbmesser a.
Ist £ P P, P’ ein Kreisviereck, so folgt auch bei dieser Behandlung die
Unbestimmtheit der Aullosung.
Wegen 0 4 y=180 wird in 6) die linke Seite gleich Null. Da ferner fiir
dieses Kreisviereck die Beziehung
a sin @

b sing
besteht, so wird in 6) auch der Faktor von ¢ gleich Null. Jedem Werte von
@ wiirde alsdann diese Gleichung geniigen. Da in dem in Rede stehenden Falle
das charakteristische Binom gleich Null wird, so degeneriert der Kegelschnitt
als Spezialitit der Parabel in die durch P gehende Gerade £ /27, und fillt daher
mit der den Punkt P, bestimmenden Geraden zusammen.
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Sind wie bei der vorliegenden Aufgabe die allgemeinen Lagen der drei
Punkte 7 P, P, zu P aus den ortlichen Verhiltnissen bekannt, so kommt nur
ein Kegelschnitt in Betracht. Wiren hingegen lediglich die Seiten des Dreieckes
2 L, P, gegeben, so entsprechen einer Lage des Punktes 7 und /7 auf g
respektive ¢, zwei Dreiecke, also zwei Punkte P, welche beziiglich P, P, sym-
metrisch liegen. Die zweite Lage dieses Dreieckes wiire dann diejenige, bei
welcher P, (Fig. 2) dem Punkte P zugckehrt ist. Ziihlt man die Winkel j "1 P
konsequent in dem Sime: Ly =L ALL, Lpn=<LLPPL L, Lp=
< P, I P, so wire in diesem Falle y der Aulenwinkel des Dreicckes. Der Ort
fir alle Lagen von /A besteht also im allgemeinen aus zwei mit 2 konzent-

rischen Kegelschnitten,
Mit dem Vorstehenden ist auch cine gcometrische Losung fiir das Riick-

wirtseinschneiden gegeben. Sind ndmlich in dem zu bestimmenden Punkt 2 die
Winkel & und 3 gemessen, so ist nach 8) die Ellipse als Ort fiir den Punkt
%, jenen niimlich, den man bei den Messungen »in die Mitte« nimmt, bhestimmt.
Der Schnitt der Geraden 2 7, mit der Ellipse bestimmt die Lage von £, wo-
durch die Orientierung des Dreieckes 2, P, P, gegeniiber 2 gefunden ist.

In allen Fillen der Anwendung handelt es sich jedoch um die rechnungs-
miilige Bestimmung der Koordinaten von 2. Es sind daher wie immer vorerst
aus dep gegebenen Koordinaten der Punkte 20, P die Griien a, 84, ¢ zu
berechnen. Dic Gleichung 0) gibt dann, wie crw.thnt unmittelbar die Entfernung

Ps P = ¢. Die aus 1) zu findenden Winkel p, und p, miissen der Bedingung
e e L
geniigen, wodurch einerseits die richtige Berechnung von ¢ gepriift wird und
anderseits die Winkel 73 und ys auch eindeutig bestimmt sind.
Es kann somit der Richtungswinkel (/% 7°) sowohl aus dem Richtungs-
winkel (/4 72) als auch aus (/% /) abgeleitet werden, so dall sich damit un-

mittelbar die Koordinaten von /72 ergeben.
Fiir die Berechnung der Koordinaten x, y von P hat man als letzte Kon-

trolle; e R B S
BER N0 ~00) - (—2) 55 VA 9 = (1 +)

Wir beniitzen zu einem Zahlenbeispiel diec in der Instruktion zur Aus-
{iih ung der trig. und polyg. Vermessungen ctc. Wien 1896, Seite 110 vor-
gefiihrte Berechnung der Koordinaten ecines Punktes aus drei inneren Richtungen
mit den dort angegebenen Daten.?)

n der folgenden Zusammenstellung ist zur Abkiirzung

In der folgenden Zus enstellung ist zur Abkiirzung

k= sz’"sihﬁ' g+ & sin®e 4 2 aéb sin @ sin fi cos (w4 )
gesetzt, sodalj
a b sin (w—7p)

wird., #

1) Man vergleiche auch: Beredick, Beitrag zum Pothenot'schen Problem. Osterr. Zeitschr,
f. Verm. 1905, Seite 83. Ry§avy, Beitrag zum rechnerischen Verfahren des Rilckwirtseinschneidens

Ibd. 1910, Seite 337.
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elh=
Ha = — 11104447

=125 5 53"

1815268

= — 11117868
B=114" 6" 42~

P {y, =— 20272:86

1875573

Vo=
| = — 11237096
Q= o= fi= 2390 127 350

Y= 60305, X — Xy == 132649, “'y,—-j’a = — 151713’ s — Xy= 1 ]9228
Y,— 7, | 2780353 (B, P) =240 26" 51" ¥,—~7, | 3181023
sin (P, P,} 1 9616853 (P, P,) = 308" 9 47 sin (P P,) | 9895564
cos (P, P*) 9'959‘204 ye: 76° 17° 4 cos (P; Py) | 9790919
i, —X, 3'122704’ P = 239° 12¢ 35« X, — “3'076379
a | 3163500
sin # | 9°960352
5| 3285459 :
sin « | 9'912844 (a sinB)’ | 6:247704 . . 1768906
‘ 210301030 (0 sin &) | 6:396604 . . 2492327
cos (g +9)| 9853199 2ad sinesinfl cos(zv+y) | 6:476384 . , 2994911
sin (@ + 7) | 9845707 £ | 6860705 7236144
5| 3285459
6294666
£ | 3430353
0| 2864313 2864313
sin @ | 9'912844 sin 8| 9960352
2777157 2-824665
a| 3163500 b 3:285459
sin (@ + p,) (e +y.) 9613657 sin (ﬁ+ﬁn 9:5392006
o9 =155 44 26" B+ ya=159° 35 3«
=125 5 53~ B=114" 6 42"
Y= 30° 38" 43~ 2y =437 38' 214
Probe: p, 49, =760 17" 4" =y,
(B P)=(AF) +y,=353°48'8"; (P, P)= (P, P)+ 360 —p, = 3530 4§' 8
sin (P, P) 9:033266 cos (5 P) | 9997454
o= P, P | 2864313 o= P, P| 2864313
Ay | 1897579 A x| 2861767
Ar=— 7899 Ax = 727:39

9, = — 1875573
y=— 1883472

%, = — 11237096
= — 11164357
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II.

Die im vorhergehenden Abschnitte angegebene L.Gsung fiir das einfache
Riickwirtseinschneiden liefe sich im Prinzip auch fiir das erweiterte Riickwirts-
einschneiden iibertragen. )

Wird in Fig. 1 der Punkt 2 als Ursprung eines schigfwinkeligen Achsen-
systems und 4 p, als X, 4 2 als Y gewiihlt, so ist der Oyt fiir die Lage von
P, wenn P, und 7, auf X respektive Y fortriicken, die durch 8) bestimmte
Ellipse, wobei der Winkel 2 durch den Winkel g, 2, p, und der Abstand ¢ durch
/y P zu ersetzen wire

Da, wie erwihnt, die Figur p, 4 # & s 2 o bestimmt ist, so kénnte auch
leicht die Gleichung der Geraden p, 2, aufgestellt werden, in deren Schnitt mit
der Ellipse sich die Koordinaten von /5 ergeben. Da sich ebenso die Koordi-
naten von 2, beziiglich X Y ermitteln lassen, so wire dadurch auch die Ent-
fernung gs £, gegeben. Diese LOsung hat aber denselben Nachteil, wic die in ]
angefliihrten, da man Abschnittte wie: 4 4 und 44 berechnen bezichungsweise
in Rechnung zichen mufl, die unter Umstinden ungenau erhalten werden,

Fig. 3.

Wir geben daher eine andere Losung, welche nach Fig. 3 auBler den aus
den Koordinaten von F, P, P, abzuleitenden GréBen @, 4, p lediglich die ge-

gebenen Bestimmungsstiicke 2,2 = m, 212, =2, J P12 p, = 1w, sowie die

Winkel 2, 2, 20, beniitat.
Dabei sind m, n, w2 entweder direkt meflbar, oder aber dieselben sind als

auf indirektem Wege hergeleitet anzusehen. Im allgemeinsten Falle sind jene
GroBen aus zwischen g, 2 2, eingeschalteten Polygonziigen zu erhalten, soferne
diese drei Punkte nicht durch Koordinaten aus einer Polygonierung gegeben
sind. Eine analoge Bemerkung gilt fiir die drei Winkel 7, 20, ws. Auch diese
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miissen unter Umstdnden erst auf indirektem Wege hergeleitet werden, soferne
die Sichten zwischen p, 2, #, nicht frei wiren.

Aus der in [ vorgefiihrten Untersuchung folgt, daB der zu suchende Ab-
stand 9—_-]9;2 die Losung einer Gleichung zweiten Grades erfordert.

Mit den Bezeichnungen der Fig. 3 erhdlt man vorerst die folgenden

Gleichungen:
sin o, sin p,

i smﬁ({c},ﬁ Fo) ' T Sino—w—) )
=5, cos (w—w,—¢) + acosy, . . . . . 10)
S, =n, —— Bz sin 7 1)

: Tyl NSO e — .
sin (2wa - ) o sin (2, — )
p==s5c08 (wy—eq) -+ bcosy, . . . ., . 12)

Aus 10) folgt mit dem aus der zweiten der Gleichungen 9) sich ergebenden
Werte von s,

sin '(w — 20,) — a sin (w —w
tang ¢, = 20 (@ ¥ Comates o) ERAL LY
0 cos (2 — 2tn) — @ cos (70 -} p — )
withrend aus 9)
m sin v, sin (w — w,) — a sin p, sin
tang g, = S0 @, sin ( e LTS
7 sin 2v, cos (2w — w,) - a sin p, cos

wird.
Aus 13) und 14) folgt daher:
2 sinw, — @ sin (w - w; —,) + @ sin 1 cos (w - w, —10,) 4
+acosy sin(w+w, —w)=0 . . . . ... .I5)
In analoger Weise wird mit Beniitzung der beiden Gleichungen 11} und
der Gleichung 12)
7 Sin 2v3 — @ Sin (2n-}-2e5) +06 sin s cos (2en+-105) b cos yasin(zen f-205) =0 . . 16)
Wegen A
Yy =2
kann man 16) auch die FForm geben
% Sin 203—0 sin (2, -}-1en) — £sin p; cos (w0, +2ws+p) 6 cos y sin(zey 20, 4+9) =0. 17)
Wird aus 15) und 17) der Winkel 7. eliminiert, so erhidlt man die ge-
suchte zur Bestimmung von ¢ dienende Gleichung. Diese Elimination kann so
vorgenommen werden, daB man aus 15) und 17) sin y, und cos y; wie zwei von
einander unabhiingige Unbekannte bestimmt, also durch ¢ und die bekannten
GroBen ausdriickt und sodann die Bedingung
sin® p, - cos®p, == |
beniitzt.
Mit den Abkiirzungen ‘
w, tw, =10, wtwh—w,=¢ w -{—-w,—{-—w,—}—y_—.-.:'n Al
crhdlt man schliefilieh zur Bestimmung ven o die Gleichung
a6 sin® = [a’n sin’w, 4 6" sin?1en |- 2 @bme 1 sin 2w, sin 7, cos ] —
—2e [a’ﬂ Sin v, sin & - 6* m sin v, Sin & - ad cos {m sin 21 sin d -« sinz, sin 5}]
+ ¢*[a’sin® 8 4 6'sin*e + 2absindsingcosy] . . . . . 19)
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Die beiden Winkel y, und p, und damit die Orientierupg des Strahles 7y 2,

auf doppeltem Wege erhiilt man aus 15) und 16), nimlich
a 8in (1w - w0, — 20, - p,) = osin (w 4w, —w,) —msinw,
bsin (w, + wy -+ 1) = 0sin (ws - uy) —msinz,, ., .
wo also aus der ersten Gleichung der Winkel 7. und aus der zweiten der Winkel p,
folgt. Hiezu dient wieder die Kontrolle x4 y»=p, wodurch auch @ gepriift wird,
Der Richtungswinkel 2, g, ist somit wieder aus 2, 7, und aus 75 P ab-
leithar, so daf} sich aus den Koordinaten von £, unmittelbar jene von p, er-
geben. Da aber aus dem Richtungswinkel von 7 2, auch jene von 25 g, und p, 2,
gefunden werden, so sind dadurch auch die Koordinaten von g und . bestimmt.
Der Rechnungsgang schliefit sich, wie man sieht, jenem fiir das einfache Riick-
idirtseinschneiden an, nur werden naturgemiifi die Formeln rusammengesctzter.
Wird 20, == 20, =180, m=n=0, so fullen die drei Punkte p, 232, in den
einen Punkt #; zusammen, wihrend die Ecken 7, P, des Dreieckes /2, £, Py aul
den beiden den Winkel 2 einschlieBenden Polygonseiten liegen Man hat dann

wieder den Fall des einfachen Riickwirtseinschneidens.

Aus 19) ergibt sich dann, da wegen 18)
0=180 -}y, 6=180 4 (v —un), =10y

0)

2
21)

wird,
a*b'sin’ (w + p) = 9* [@”sinws - b, sin? (20 - 705) 4 2 @ d sin oy sin (70 — 20
cos(w—+9)] . . .. ..o ... .22

eine Gleichung, welche mit 6) identisch ist, wenn man der in Fig. 2 gewiihiten
Bezeichnung entsprechend in 22) w;=f, 2w —w; =« setzt. Ebenso gehen mit
diesen Bezeichnungen die Gleichungen 20, und 21) in die beiden Gleichungen
1) iiber.
Sind bei der oben behandelten Aufgabe zwei Struhlen, etwa gy /% und
2y P, zu einander parallel, so wird in 18) wegen ws s =180, d=180,
withrend 19) auch fir diesen Fall eine Lésung gibt. Aus 21) erhilt man dann

fiir p, das selbstverstindliche Resultat
. TN
Sin py = -, si 2.

Sind jedoch alle drei Strahlen zu einander parallel, so hat man wegen
2wy = 180 — 2y, wy, =2y 4 180 — 20, aus 18) 0 = ¢ = 180.

In 19) werden dann die Faktoren von ¢ und e® gleich Null, so duB der
iibrig bleibende Teil dieser Gleichung einen Widerspruch in sich schliefit. Die
Aufgabe ist in diesem Falle, wie auch ohne weiteres klar ist, iiberbestimmt, da
zwel Bestimmungsstiicke des Dreieckes, etwa @ und 4 geniigen, um die Richtung
der Drejecksseiten festzustellen. Es gibt eben dann eine Schar zu einer kongru-
enter Dreiecke, deren Ecken auf den drei zu einander parallelen Geraden liegen.

Bisher haben wir lediglich im Sinne des Riickwiirtseingchneidens die in
2, 2:2, gemessenen Richtungen nach 2, 2, 7 als innere Richtungen betrachtet,
Sind jedoch p, #: #+ die durch Koordinaten gegebenen Punkte und wiiren PR P
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zu finden, so gilt natiirlich dieselbe Losung. Die Aufgabe stellt sich dann als eine
Erweiterung zum Vorwédrtseinschneiden dar, soferne dann eben von drei ge-
gebenen Punkten durch je eine duflere Richtung drei neue Punkte zu finden sind.
Die Losung setzt wieder voraus, daf das Dreieck 2, 2, 2, fiir sich bestimmt ist.

Das erweiterte Vorwirtseinschneiden kann auch fiir die Gewinnung neuer
Standpunkte bei MeBtischaufnahmen in Ausnahmsfillen von Bedeutung werden,
nur daB dann jede die Ermittlung der Lage des Dreieckes 2, 2, #, betreffende
Rechnung entfallt,

Sind nidmlich drei zugingliche Punkte 2, g, . am Tisch gegeben, wihrend
fiir die Detailaufnahme 2 2, 7, als Aufstellungspunkte am Meftisch bestimmt
werden sollen, so ist die Losung dieser Aufgabe auch dann noch mdéglich, wenn
von 2: #s p» je einer der kiinftigen Aufstellungspunkte sichtbar wiire.

Wird der Tisch in g, p: 2, der Reihe nach orientiert aufgestellt, so konnen
die Strahlen nach den zu bestimmenden Punkten gezogen werden. Werden dann
die auf direktem oder indirektem Wege herzuleitenden Seiten des Dreieckes 2, 2, 2
in dem Mafistabe der Aufnahme auf Pauspapier iibertragen, so kann man durch
Verschieben des letzteren die Ecken dieses Dreieckes in die drei am Tisch ge-
zogenen Strahlen einpassen. Fiir jede Aufstellung hat man dann einen Strahl
zur Orientierung.

Da im Sinne der Instruktion fiir MeBtischaufnahmen, Wien 1907, fiir die
sogenannte Detailtriangulierung ohnehin in den gegebenen Punkten des Netzes
IV. Ordnung Aufstellungen des Tisches vorgenommen werden miissen, so kann
fir die Gewinnung neuer Standpunkte in uniibersichtlichem Gebiete diese Lésung
herangezogen werden. ;

Graz, im November 1910.

Studien zur Viertelsmethode der Geodasie.
Von Dr. Lothar v. Schrutka in Wien,

v I. Dic als Viertelsmethode hezeichnete Niherungsmethode fiir die
Absteckung eines Kreisbogens im Felde beruht bekanntlich auf der Tatsache,
dall die Pfeilhéhe fiir den halben Zentriwinkel um so genauer gleich dem Viertel
der Pfeilhéhe fiir den ganzen Zentriwinkel ist, je kleiner dieser Zentriwinkel ist.

.-a




