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Ort ohne Y-Komponente ist wieder eine g e n e i g t e Ebene l!y, wenn sie auch 
·weniger geneigt ist als H1y. Die Schni ttlinie U, in der notwendig der wahr
lichste Punkt P0 liegt, ist also tatsächlich eine g e n e j g t e Gerade, und das wat 
zu beweisen. Das Resultat bleibt qualitativ dasselbe, auch dann, wenn wir den 
Rayons Gewichte zuschrieben. 

6. Man kunn das Problem auch weniger ins Einzelne g·ehend behandeln. 
Die Ebenen A geben ausschließlich h o r i z o n t a l e Kräfte, die auf den Wander
punkt wirken. Die Ebene n B haben in der Praxis nicht sehr große Höhenwinkel. 
Das hat .zur Folge, daß die Abstände ·v ziemlich steil, ziemlich vertikal liegen; 
die A nzi e h u nge n , die der Wanderpunkt durch die /J-Ebcnen in der Richtung 
der Abstände ·v erleidet, haben also nur k l ei n e Horizontalkomponenten, ändern 
also an d·er Wirkung der A-Ebenen nicht viel. Dazu kommt, daß in der Praxis 
die Polygonpunkte P1 P2 • • •  meist r i n g s um den Neupunkt P0 liegen und das 
hat zur .Folge, daß die Hqrizontalk·omponenten, die die B-Ebcnen liefern, ein
ander t ilweise aufheb e n, so daß an der Wirkung der /7-Ebenen noch weniger 
geändert wird. Wenn man Spezialfälle durchrechnet, dann findet man, daß die 
Neigung der Gleichgewichtslinie oder wahrscheinlichsten Linie U so gering· ist, 
daß ihre libliche Vernachlässigung keine beachtens\\·erten Fehler zur Folße hat. 
Die ganze Untersuchung hat also vorwiegend nur theoretischen Wert. 

Über d ie neutralen, widerspruchsfreien Fehlermaße. 
Vortrng, gehalten in der Monatsversammlung des Vereines der österr. k. k. Vermessungsbeamten 

am 19. November 1909 <Ln der k. k. Techn Hochschule in Wien von ßauinspektor S. Welllsch. 
Von einer en dlichen Reihe wahrer Beobachtungsfehler 81, 82, . . .  811 nennt 

man das arithmetische Mittel der absoluten Werte aller Fehler den durchschnitt-

1 ich e n Fehler .Jt, während das arithmetische Mittel aller 1.·ehlerqua<lrate das 
Quadrat des mittleren Fe h l ersµ, dars tellt . Es ic:.>t nämlich 

tr = 181 I ::tJ�J±.:._:_:.._t_l�I = [ l_:l] 
1t 1t 

812 + E2 � + . . .  + i;„2 = [�) •Lt� = -"---'--''--'- ----'lt n ··1rn und �,= E,: · 

Analog ergibt sich aus den m-ten Potenzen der einielnen Fehler durch 
Mittelbildung die m-te Potenz des Fehlermittels der m-ten Ordnung: 

111 

IJl _ [/c/] yr1cn 1lfcui) = Sl111l -1,- und 1l1(nr) = -1t- · 

Geht man von iner endlichen Heihe von Fehlern auf eine unendliche 

Anzahl voll Fehlern über, so erhält man unter Zugrundelegung des G :rn ßschen 

Fehlergesetzes bekanntlich fiir die Summe S(uJ) den Integnlausdruck 

') !. ce�; 
S "" t IJI > - h' �l d f (111J=v� o E t ., 



worin h das Genauigkeitsmaß, e = 2·7182818 
Logarithmensystems und n: = 3· 1415927 ... . die 

.. Setzt man z.ur Vereinfachung lt E = t, so wird 

. die Basis des natürlichen 
Lu d o 1 f sehe Zahl bedeutet. 

00 

C' 2 � t m - t' ·d t  - 2 ;· .;,(m) = ,1 · e - -- -,- 1-_· -:- • (J11 ) · 1tm V 1C o /trn V tt 
Macht man die Spezialisierungen m = 1 und m = 2, so erhält man zunächst. 

un d 

folglich ist 

Jet)= r t r j,> dt = -}, /c.2) .. r t2 e- j,! dt =· v; 
0 0 

2 J. 
"c - i _ _ _ J, t ) � -i l- · ·r- 11- ' 

li y 'rr, /i y tt 

. 5(1) = {} = � 
. 

1��� 
. v� !" n li yn n: 

-iJ Sc2) = !" = VJ s i{ = _I -=lf.% -O·. 
n 1iv 2 2 

Auße · dem durchschnittlichen und mittleren l• ehler gibt es iu der Fehler
theode noch in drittes charakteristisches Feh.lermaß, nämlich den wahrschein
lichen Fehler Q. Aber dieses Fehlermaß faßt sich nicht direkt aus den 
Beobachtungsfehlern in der hier entwickelten Art blciten, sondern k�urn nur .auf 

dem Umwege über den durchschnittlichen oder mittleren Fehler berechnet werden. 
Der wahrscheinliche Feh ler wird definiert als diejenige Fehlergrenze, welche 

angibt> innerhalb welcher ein begangener Fehler die gleiche Wahrscheinlichkeit 

besitit, wie außerhalb derselben, so daß bei einer hinreichend großen Anzahl von 
Fehlern angenommen werden kann, daß in einer vorliegenden Fehlerreihe eben 

so v.iele Fehler vorkommen, die kleiner als <ler wahrscheinliche Fehler Q sind, 

als Fehle� darin �nthalten sind, die größer als Q sind. Liegen z. B. 100 Fehler 
·vor, so sind 50 Fehler davon kleiner und SO .Fehler größer als Q. Der wahr
scheiuliche Fehler stellt a,Lso die SO-prozentige Fehlergrenze dar. 

·Zur Bestimmung des wahrscheinlichen Fel)lers gehen wir· von der Wahr
scheinlichkeit aus, daß ein Fe11Jer zwischen den Grenzen O und a zu liegen 
komme, welch Wahrscheinlichkeit durch den Integra.lausclruck 

a z lt r - h' •• ' . y-;; J e 
. - l. li 

0 

bestin1mt 'jst. Daher ist der wahrscheinliche Fehler Q definlert durch die Gleichung 

21tt h' " d 2h f . - v'J(,- ) e ' . li = y;;,-· 
J e-h'e' d'f , 

0 p � 

weil alle Fehler, welche kleiner als !? sind, zwischen den Grenzen O und Q und 
a'lle F.ohler, '".7elche größer als Q sind, zwischen. den G renzen Q und o:i liegen 
.müssen und die vVahrscheinHchkeiten für das Fallen eine� Fehlers innerhalb oder 
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außerhalb von � einander gleich zu setzen sind . Da die Wahrscheinlichkeit dafür, 
daß ein Fehler überhaupt begangen wurde, also innerhalb des Intervalls von O 
bis eo zu liegen komme, in die Gewißheit d. i. die Einheit der Wahrscheinlich
keit .ü bergeht, so hat man auch die Gleichung: 

folglich ist 

2, oo ,.., „ r "J'= lt � -- l ·r,� / ""' 1t � - b' o• d L '"' ll � - - lt' e:' d - ] - __ e 1 t 8 = --=- e · 8 - 1 --.:;.- e E - - , 
'/n Yn v]T: 0 - 0 p 

p 2 lt r b' , i 
V

'}(,- J e - - = t _ r. = :i. 
0 

Setzt man wieder lzc = t, so geht die untere Grenze flir E = 0 in /= O 
i;Jie_ obere Grenze flir 8 = � in t :---- !>lt i.iber, und die Wahrscheinlichkeit, dat3 
ein Fehler - absolut genommen - innerhalb der wahrscheinlichen Fehlergrenze 
falle, erhält die Fonn : 

r li t- r e-t' dt = {-. 
' ]1: J 

{) 

Um hienws (! ;m bestimmen, benützt man die von E n , k e angcleg·te Tafel 
für die Integralwerte 

welche nach dem Argumente alt geordnet ist. Hieraus erhält man durch Inter
polation für 0 (t) = �- und a = Q den Argumentwert 

alt= Qlt = 0·47694 = x, 
folg.lieh ist "' 

Q - 7;--
Um �) ziffermäßig zu berechnen, bedarf es also der Kenntnis des Genauig

keitsmaßes 11. Je nachdem 1n1n lt aus der Formel für f} oder ,u abgeleitet wird, 

ergeben sich zur Berechnung von (! zwei Wege: Es ist 

folglich; 

V- _ . -v-(Hf o., = it 2 11. = 0·67449 �t _, -5- -----·· 
�- r n 

Es soll nun uoch kurn ein Weg· angedeutet werden, wie man den wahr

scheinlichen Fehler direkt aus den Beobachtun1:,sfehlern mit sehr grof.�er .An
naherung· berechnet btnn. Setzt man in der allg-emeinen Formel für d_en Durch

:;;ch!litt höherer F hlerpotenzen 
CO 

" [' 6 'm] 2 l L' / 2 r -\rn) = '--;t-- = · ;z��·r;-} tme� t t =:--:lt� Vn '1 \rn ) 



für m = -h so· erhält man 
[Js!''•J 2 . 'h /-S(l/) = -- = -1 --- Jc1r.) = M;,1 1 = 1 J1c•;,, . • , 1l ,,t 1C \ l \ ' 

Der Integralausdruck .J(l/,) ergibt sich durch Interpolation ), mittel; Reihen
entwicklung der Exponentialfunktion2) oder J?il Hilfe von Gammafunktionen:1) zu 

J('/,_) = 0·6l 2i l, 
folglich ist 

1�'/.) = (['/181]) 2= _.±_ J('/ 1� = 0·4_7?99 = � = 0, 
' n /i'lt 2 li lt " ' 

d. 1. annähernd der wahrscheinliche Fehler (J. 
Bildet mau das Verhältnis 

(J 0•47694 ' 7 = ·0·47799 = 0'998• 
so erkennt man, daß die strenge Formel für den wahrscheinlichen Fehler lautet: 

f! = 0·998 ([VIEi°] ( 
. n , 

In der Praxis 1.canu ab et fast immer für den Reduktionsfaktor 0·998 die 

Einheit genommen werden, so daß die Formel 

= ([\iisl])2 (J 1t 
immer einen guten föiherungswert für den wahrscheinlichen l•ehler liefert. 

Man kann also alle drei charakteristischen Fehlermaße auf dre� verschie

denen Wegen be1«echnen, nämlich einmal direkt aus den Beobachtungsfehlern 

und dann auf dem Umwege über die beiden anderen Fehlermaße. Zusammen

gestellt hat man daher folgende Formeln: 

.f>' =w u = Vn:[lcl] ' n •l 2 u 

/L·) = l([a] . V " 
fi•/; = + ([\fl6°1J)2 

� v2 n 

Auch das Genauigkeitsttrnß kann auf drei verschiedenen Wegen erhalten 
werden: 

1l V-li� = 2 [.sc]) 
worin die ludizes 1, 21 1/2 die Berechnungsart aus den Fehlerpotenzen, ·bezeichnen. 
----<------- -� N 

1}. W 1 ·1 i s c h: "'Theorie und Praxis der Au gleichung,;rechnung>, Wien und� Leipzig l '109. 
L lland, §· 16. 

�) Ca. p pi 11er1 : •Entdeckungen auf dem Gebiete der Fehlermaße•. Österr. Zeitschr. f. Verm. 
Wien 1!109, S. 336. 

· 

. 3) Egge r t: <Zur direkten Berechnuui des wahrscheinlichen Fehlers>. Zeitschr. f. Verm. 
Shittgl!.r� 1909, S. 7'27. Scb.un1anrl, ebenda, 1911, S. 406. . 

'!-
„ •. 
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Wenn di e Beobach tungsfehler c dem G außschen Feh l e rg·ese tze s t reng·c ge

horchen ,  so  so l len  die drei Werte f i.i r -&, ti„ (' u n d  lt bei e iner  seh r großen A n 
zah l v o n  c vollkommen gleich lauten d  s i c h  erg·ebe n .  In der Prax is a b e r  fi nde t  
diese Gl eichhe i t  i n  der R egel n i ch t  statt ,  wei l  d ie  th eoreti schen Voraussetzu n gen , 
die dem Gaußschen Fehlergesetze zugru nde l iege n ,  nie m a l s v o l lkommen erf  i.i l l t  
sein könn e n .  R ech net man aus den beiden theoretische n  Bezi ehungen  

µ, = ·ir-;,,- .tr u n d  (' = -x V n ·f» 2 
das 7f, so ergeben si ch auch für diese K onstan te  in der R cg-el zwei vercc h i e d e n e ,  
von der Ludol fsche n  Zahl abweichende R esu l tate : 

( 
\ 2 ( )2 

J „ µ,  " () •  n = ,,_, - ) u nd n = -·· . ,f)· X fl· 

Wh' w J lea d i es an e i n em Bei spi e le  zeige n .  

J\ J i fü  m a n  d i e  drei \�i nkel a ,  (j, y e i n es Drei ecks, so m u ß  a + I �  -+- I '  = 1 80 0  
se in  .

.. 
Ist d ies 1ücht der Fal l ,  so i st i n  der  Besti m m u ng d er Wi nkelsu m m e  a + 11 + ?) 

ein  1• eh ler u n terl au fe n .  Bei c.l er  von B e s  s e 1 durchg;e fü h r t cn G ra d m es s u n g· in 
Ostpreu l3en haben s i ch  bei 22 D reiecksabsch lüssen folge n d e  Sch lußfo h l cr er
geben : 

1 
. . .. -·· � 

N r. I r. J 1 i: J g·eord net l 
:;:_..-=-:==-=.':'.' --- --- --·----···--- �- ·-- .. 

" " 1 
1 + 0 ·364 O · OOO 1 2 + 0·926 0 ·005 1 ,., O · S l O 0 ·364 .) 

4 l '460 0·4 1 8 
5 0 · 9 5 3  0· 5 10 
6 l · 3 99 O · S 5 6  
7 + l · 7 5 8  0 · 5 8 7  

8 + 0·9 1 7  0 · 7 23 
9 + O ·S.56  0 · 9 1 7  

1 0  - o·oos 0 ·926 
1 1 0 · 5 87 0 · 953 

1 2  o·ooo 0 · 980 
1 3  I · 3 5 7  J · 3 5 2  
1 4  -f- 1 · 8 5 (  1 · 'J S 7  
1 5  - 0 ·4 I 8  J ·3 99 
1 6  -f- l · 67 9  J ·460 
1 7  + 1 · 620 J ·620 
18 . + l ·623 J ·623 
1 9  + 1 ·666 l ·666 
20 0 · 7 2 3  i · 6 7 9  
2 1  J · 3 5 2  l · 7 5 8  
22  - 0·980 1 · 8 5 9  

1 +1 2·968 1 22 · 7 1 2  
- ·744 

I' "  J_ Y ! E I  

1 O ·OOOO o · oooo 
o ·oooo 0 · 0 707 
O· l 325 l 0·6033 
O· l 747 0 · 6465  
0·260 1 1 0· 7 1 4- 1  
0·309 1 0 · 74 - 7  
0·3446 O· i662 
0·5227 0 ·8503 
0·8409 0 · 9 5 7 6  
0 · 8 5 7 5  0 ·962 

0 ·9082 0 · 9 7 6 2  

0· 9604 0 · 9 899 

1 · 82 7 9  1 · 1 648 

J ·84 1 4  J · 1 686 

l · 9 572 J · 1 828  

2 ·  1 3 1 6  t · 2083 
2 ·6244 1 · 2728 
2 ·634 1 I · 2 7 40 
2 · 7 756  l <�907 

2 · 8 1 90 J · 2958  
3 ·0906 ] · :i 2 5 9  
3 ·4 5 5 9  l · 363 5 

30·4684 1 20· 8 :i00 ' j 
1 
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·Damit erhält man : 

il'1 = 1:0324 µ.l = 1 · 2939 
.a-. . = 0·9390 µ.� = l · t 768 

!-'-•/., = l · 3292 

Q1 = O ·Si26 
(>2 . 0·7937 
Q•1. = 0·8965 

111 = 0 · 5465 

lt2 = 0· 6009 
/t,12 = O· 5320 

;r,' = 2 · 599, n" = 3 · 3 1 5  anstatt x = 3 ·  1 42. 
Sol l zwischen al len · charakterist ischen Fehlermaßen vollkommeue Übere in

stimmung bestehen,  d. h .  sollen d ie Fehler- und G en auigkeitsmaße, au f allen 
Weg�11 berechnet, vollkommen :widerspruchsfrei resul tieren, so h at man im Sinne 
der Methode der kleinsten Quadrate von den drei verschiedenen Best immungen 
je  efoes Fehlermaßes den wahrscheinl ichsten Wert zu  berech n e n ,  d. h. wenn man 
von den verschiedenen Unsi cherhe i ten  ihrer Bestim mungen absieh t , das e infach e 
�irithmetische Mittel zu bil den. Bezeichnet m an diese ari thmeti sche Mit tel der 
Reihe n.ach mit  

so · erhält man genau o h n e , j e d e n  W i d e r s p r u c h  die gleich lautenden Er· 
· · �ebni�se : . 

und ebenso ; 

&* � V !  �t* = � �T Q. =  1 •0 1 06 

�„ „ = · 1 r � &. = +- I?. = i ·2·666 V ... x v 2  

(l„ = X  V 11'. lt„ = X V '2 �„ = 0·8543 
l . 1 X lz = �- = --· = - - = 0· 5 583 

* &„ Y 1l  µ,,,, 'J 2 {!.)  

? ( µ,*- )2- ') ( J · 2666 ') 2 = " · 1 4 1 6 - J-& * ......- ... 1 . 0 1 06 .) 

( 0 ) !( ( 0·8543 )� 
��· ... 

= 
0·47694 . 1 ·0 1 06-, = 3' 1 4 1 6 · 

We11 llie m i t  • bezeichtie ten Fehlermaße ohne Bevorzugung eines der d rei 
charakt ristischen . Fe11 tenni ttel erhalten wurden 1  so kan n man .fT,.. , l'- . ,  {!,.. d i e  
n e u t r a l e n  F e h  1 e r  m a ß  e und 11„ d a s n e u  t r a 1 e G c n a u  i g k e i t s m a ß  
nen nen. 

Um z .  B. zu beweisen ,  da.ß in  der Beziehung 2 ( �· r = n gen au die Lu-
* 

dolfs1,;he Zahl ium Vorschein kommen muß,  bilde m an : 

l ·1r;: . l 

� ( �· r= 2 1 · , 2 y:ii. +�Q·1. = 2  
„ ,(t .L -. Uo _L ---- ll 1/ . 1 !" """ • � 1 ., , .,.. ' "' x v n · 

� ·„ (' I{ ;r?. „j !! = n, . .  Y � r 

r 
r =  



Es ist aber auch selbstverständl ich 

[H] 

u n d  ebenso : ( -,r_n: __ & )2 
') ? · 1 2 ( �.I )w = 2 -�- = 'lt . 

. .) 1 'V1 ' 
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Geodäsie auf  der Welta usste l l u n g  z u  Brüssel  1 910. 
Von Dr. F. Köhler, Professor an der k. k. montanisr ischen Hochschu le in Pf - ibran1. 

(Schluß.) 
Und end l i ch � l ast not least - wen den wir uns zu einer Ausste l l u ng-, 

welche einen besonderen Reiz gewährt durch die große Intel l igenz , den o ffe n en 
Siun für die  m a n nigfachsten Anforderu ngen der Wissenschaft un d d as Streben , 
dieselbe i n  e i n er ex akten Form zur Ansch auung zu bringen, w i e  diese deu t l i ch 
aus den von  C a r l Z e i s s, J e n a, ausgestel lten l nstrumen ten hervorleuchten . 

O ffenbar l iegt der G l anzpunkt der Fabrikation  dieser Firma in den Appa
'ftlten für Stenopliotog1·cm111tdrie, also ei n em Gegenstan de , der im E n twicklu n g, -
stadium begr iffen is t .  

U m  s o  anerkennenswerter aber ist es, m i t  wie großer Emsigke i t  die 
Zeiss'sche Firma an der Vervollkommung der Stereokomparatoren arbeitet ,  u n d  
daß sie dabei bedeutende Erfolge z u  verze ichnen hat, lehren u n s  d i e  a n  den 
ausgestel l ten Instru menten verschiedenen neuen Ei nrich tungen . 

Die kolossale Entwicklung dieser Firm a in d e n  64 Jahren i!:)t  nu r  darau f 
zurlickzuführe n ,  daß sie es verstan den hat, i n i hre Dienste die ersten th eore t ischen 
Kräfte  au fzunehmen und mit ihnen Schri t t  für Sch r i tt vorzugehen . Im Jahre 1 84·6 
als k lei n e  opt ische Werkstätte in Jena gegrün det - im Jahre 1 9 1 0  als ei n e  

riesige Fabrik m i t  2650 Angestel l ten u n d  2600 Pferdektäften arbe i te n d .  

E s  bedurfte gewiß großer Energie und Ausdauer, u m  das Geschitfl so in  

1 •  lor zu bringen, w i e  es heutige n  Tages dasteht und ei n Blick auf  die A bteilun g  
der Firma e s  so fort erscheinen Hißt. 

Den Clou,  wie schon erwäh nt,  bilden die Instrumente 
Slern>pltologrmmnetrie, die genügend bieschrieben und 

worden sind. 
-

und Appamte fih· dft' 
bih. ll ich . dargest el l t  

Weniger bekan n t  bei u n s  ist das Nt'veth'e1-i'nstr1munt von /!Vilr.! m it neu en 
Ein richtungen zur parallaxfreien Beobachtung der Libelle u n d  zur sch ne l le n 

Just ierung von einem · tan dpunkte aus. Die Firma stel l t  3 Modelle dieses i n ter
essanten Instru m e n tes aus, dessen kurze Beschreibung hier gegeben seien.  

Die Nivel l i erinstrumente I a  u n d  l b  sjnd gleich groß, der Unterschied be

steh t darin > daß bei Nivel l ierinstrument  l a  die al lgemeine Horizon tieru. ng durch 


