
Paper-ID: VGI 191120

Ein prinzipieller Fehler in der Geodäsie

Karl Fuchs 1

1 Preßburg
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Ein prinzipieller Fehler in der Geodäsie. 
Von ProL K. Fuchs, Preßburg. 

Es soll gezeigt werd e n , daß .in der geodätischen Punktbestimmung ein bisher 
nicllt bemerkter F c h l er vorkommen kann, der in der Praxis al lerding·s selten mehr als w enig·e Zentimeter betr�igt. 

Diese Behauptung soll zunächst genauer umschrieben werden. Es seien 
mehrere Standpunkte P1 P� . . . von den Koordinaten 

-t"1 Y1 Z1 „·r2 Y2 Z-2 . l) 
gegeben und es gelte , die Koordinaten 

X y w . ·_?) ' 0 0 "'O · • • · · • · · · • · · 

eines Neupunktes P0 aus Azimut und Höhenwinkel zu berechnen: 
Die Geodäsie macht nun die A n n a h m e , daß die Horizontalkoordinaten 

,1.'" y,, des Neupunktes P0 schon aus den Horizontalwinkeln (Azimuten), die in 
P, P'J . . . gemessen worden sind, berechnet werden können. Diese Annahme ist 
auch richtig, wenn alle Winkel, d·ie Horizontalwinkel wie die VertikaJwinkel 
(Höhenwinkel) fehlerfrei gemessen sind. In diesem Falle genügen sog-ar sch on 

je zwei Azimute, die Horizontalkoordinaten x0 )'0 zu berechnen. Die Annahme 
beruht auf der Vorstellung, daß der Neupunkt P0 sich in einer Vertikalen V 
befinden müsse, deren Horizontalkoordinaten .:i·0 J'o aus den Azimuten berechnet 
werden können. Die erwlihnte Annahme ist aber falsch, wenn die Winkelmes­

sungen ungenau sind, so daß die gesuchten Koordinaten Xo J'o :::11 mittelst der 
Methode der kleinsten Quadrate berechnet werden mi.issen. In diesem Falle ist 
der wahrscheinliche Ort des Neupunktes P0 nicht eine Vertikale V, sondern eine 
leicht geneigte Gerade U. Die e Behauptung soll nun begründet werden. 

1. Unseren Rechnungen soll eine bekannte d y n am i s c h e Deutung der 
Methode der kleinsten Quadrate zu Grunde gelegt werden . 

. Dem Standpunkte /� entspricht ein Rayon R1, der durch P) geht und in 
.Fo"lge unvermeidlicher Fehler am Zielpunkte .fo vori.iberg·eht. So entsprich t jedem 
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Standpunkt P ·ein Rayon R, der am Zieipunkt P0 in irgendeiner Entfernung 

vorü b e r g eht. , ·  

; Irgendein Raumpunkt P in der Nähe des. Neupunktes P0 hat irgendwelche 
Normalabst�nde .t, A..1 . . • .  von de,n 'B.ayons, ti.nd als w �,h r s c h e i n 1 i c h s te r 
Punkt P0 gelte der Einfachheit wegen der Puilkt, der die kleinsten·' Normal­
abstände \10ll den Rayons hat, für die also. gilt: 

A., 2 + A./ + . . . ·= Min. . . . 3) 
Durch jeden Rayon R legen wir nun eine Vertikal'!Ebene A und . eine dazu 

. normale Ebene B, so daß der Strahl R die Schnittlinie der beiden Ebenen A 
und B ist . Ein Raumpunkt P, der von R einen Normafabstand .t hat, hat von der 

·E heae A einen Abstand �„, von der Ebene B einen Abstand ,,, und es gilt dann: 
J.2=µ2+v2 ·, . . . . . . . . .. 4) 

Die. Miuimumbedinguno- 3) können wir also auch so .schreiben : 

Cti12 + iA';i 2 . • .  ) + (1112 + „,�2 + . . . ) =Min. . . .  5) 
Di:es�r Minin�un}bedingung geben wir eine neue dynamisd1e Bedeutung. Jede 

Ebene .A s01l einen Punkt m, den wir den Wa n d erpu n kt nennen wollen, mit 
eirier, ·dem Nortnalahstande µ proporüonalßn Kraft 2 µ an.ziehen. Dann {st f>L<J die 

.·Ar o e i t, die wir leisten müssen, �venn wir den Wanderpunkt aus der· Ebene A 
unter Überwindung der Anziehungskraft in den Abstand !' brin'gen wollen. Wir 

„ können auch sagen: µ,2 ist die Arbeit, die die Anziehungskraft der Ebene leistet > 

wenn wir den Wanderpunkt aus dem Abstande µ in die Ebene überführen. Wir 

können also in üblicher Weise µ2 das Pote ntia l des ·wanderpunktes in bezug . 

auf die Ebene A nennen . Das Gleiche gilt für die Ebene B. Wenn der Wander­

punkt von einer Ebene B den Abstand 11 hat , dann ist v'! das Potential des 
Wanderpunktes in bezug auf die Ebene B. Das Potential P des Wanderpunktes 

in bezug auf alle Ebenen ist also : 

p = (µ 12 + [L� 2 + . . , ) + ( 1J l 2 + V 1 2 + . . . ) . . . , 6) 
' 

Dieses Potential ändert sich-, wenn wir den \iVanderpunkt an einen anderen 
Ort bi:ingen, d. h. es ist eine f.unktion der Koordinaten x y z des Wanderpunktes: 

P=f(�JP) ' . . . . . . . . . . . .  7) 
. . Wenn wir das P nach x differenz·ieren, dann erfahren wir die Kraft, die 

der Wanderpunkt in der x-Richtuug durch die Anziehungen der Ebenen erleidet. 
Das Entsprechend e gilt fiir. die y-Richtung und für die z-Richtung. Wenn wir 
den Wanderpunkt frei geben , dann werden ihn die Anziehungskr�tfte unter posi­
tiver Arbeitsleistung nach Punkten immer kleineren Potentials führen ; der Punkt 
k;leinsten Potential$: 

P= Min. • • •  ! • • •  f ' 8) 
jst· da(lv also . der stabile Gleich g e wich t s p u n k t, in den der W nderpunkt 

· geföb.rt.'wlrd, utHl er ist der wahrscheinlichste Neupunkt P0 imi Sinne der 
Metho.de der kleinsten Qu11drate. 
'.." , 'r2. \Vir, wollen nun das Potential des Wanderpunk tes für irgendeinen Raum· 

pti'nkt �·ji· �. auch wirklich berechnen. 
• ' . . . -· -. . .· · ' 
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Der Rayon R, der durch einen Polygonpunkt P geht, gibt als Projektioll 
111 der x y-Ebene einen R ayon 1·, der mit der x-Achse i1-g-endeinen Horiwntal­
winkel (! bjldet, mit seiner Projektion r aber bildet der Rayon R den Höhen­
winkel 't, Die Gleichung der Ebene B, die durch den Polyg·onpunkt P geht, hat 
die allgemeine Form : ' 

x· cos a + y cos ß +- z cos (' = I . . . 9) 
Hier sind aß r die StelMinkel des Stellotes /. Das Lot / liegt in der 

Ebene Ai die durch R und r geht, und steht normal zu R. so daß es mit der 
z-Achse den Winkel 1' = r bildet. Aus diesen Angaben findet man leicht: 

• 
cos a = - sin 7: cos Q cos 13 = - sin -r sin � 

und die Gleichung 9) der Ebene JJ lautet genauer: 

-- :r· sin -r: cos (! - y sin 't sin (! + z cos r: = l . . . J O) 
Den Wert des Lotes !,findet man, indem m:rn l.inks für die Variablen .ry.!3' 

die Koordinaten des I olygonpunktes P einsetzt. 
Nun wollen wir auch die Gleichung der Ebene A bestimmen, die durch 

den Polyg·onpunkt P geht. Dfo Gleichung· hat die äußere Form: 
X COS IX+ y COS (� = /' . . . . . J]) 

Dabei ist cos ß = sin a, und a = (J + 90°, so daß 11) genauer so lautet: 
A· - x sin (J + y cos (! = /' . . . . . . I 2) 

Den Wert des Lotes /' findet man wieder, indem man links für _. und )' 
die Koordinaten des Polygonpunktes P einsetzt. Wenn 11 Polyg;onpunkte P1 P'J ... 
gegeben sind , dann erhalten wir 11 Ebenengleichungen von der Form l 0) und 
11 Ebenengleichungen von der · Form 12). Die Normalabstände �"'· und ,,, des 
Wanderpunktes von der A-Ebene und der B�Eb.ene eines Polygonpunktes P 
sind dann: 

'" = - x sin r, cos Q - y sin r sin (! + :; cos -r - I 
µ, = - x sin (J + y cos (J - /'. 

Hier sind :r J'::: die Koordinaten des "\\ anclerpunktes. Wenn man in diesen 
Gleichung·en für �r:/ nacheinander die Werte einsetzt, die den Po!ygonpunkten 
P, P2 • • •  entsprechen, dann erhält mau die Normalabstände !L1 ,1i._! • • •  '111 1,2 . . . des 
Wanderpunktes von den einzelnen Ebenen und kann diese Ausdrücke quadrieren.' 

Man findet dann : 
[·1ß] = x� [sin 2 i- cos·! (>] + y� [sin2i- sin11 Q] + z9 [cos�-r] + WJ 

-f- 2 x y [si n � -r: sin Q cos (> J - 2 .t" z [ sin r, cos r cos Q] -- 2y z [ si n t cos r si11 Q] 

+ 2 .r [/ sin r, cos Q] -r- 2 y [! sin r. sin Q] - 2 z [! cos r]. 
[µ-�] = x2 [sin2 Q] + f [cos2 Q] + [!•p 

- 2 xy [sin Q cos Q] + 2 .i- [/' sin Q]- 2;1 /' cos Q]. 
Das Potential J des Wanderp�"Ktes in einem Raumpunkte XJ':: ist dann: 

p = [!i,2] + [·11�] 
Hiemit ist das Potential berechnet. 
3. Wir wollen nun dem Brauche gemäß die wahrscheinlichsten Horizoutal­

KoordinMen z0y0 des Neupunktes P0 nur aus den Azimuten Q, also nur a 11 s 



ISO 

den E 'b ·e 11 ·e n A, nur aus den Abstän den µ berechnen . Dementsprechend nehmen 
wir. das Potential [�t�] und suchen den Punkt x y kleinsten Potentials . 

Wenn der \ 'anderpunkt die Koordinate1i x'y z hat, dann erleidet er durch 
die Anzi.ehungen der A-Ebenen eine Kraft X in der .r-RicMung und· eine Kraft Y 
in der y-Richtung. \\Tir finden diese Kdifte, indem wir das Potential nach x und 
nach )' differentieren : 

+-<Y:=x[sin�Q]-y[si1q> GOSfl]+ [l' sin Q] 
+:V. =-x[sinQ cosQ] + y[cos'?Q]-[/1 COS(J]. 

Wenn wir in der ersten Gleichung Xa = 0 setzen , dann haben wir die 
Gleichung einer Vertikalebene V,, un<l in keinem Punkte dieser Eb�ne erleidet 
.der Wanderpunkt eine Kraft in der x-Richtung; die Ebene ist also die Gleich­
gewichtsebene nach x. 

Wenn w.i·r in der zwe.iten Gleichung Ya = 0 setzen , dann hr:1ben wir wieder 
d1e G leichung einer Vertikalebene l/Y> in der der Wanderpunkt keine Kraft in 
der y-Richtung erleidet. Die beiden Ebenen V„ und f,�, schn<:iden sich in einer 
Vertikalen· V. ln di�ser Vertiblen c'rleidet der Wanderpunkt keine Hotizontalkraft; 
in dieser Gleichgewichtskurve // liegt also der wahrscheinlichste Punkt P.,. 

· . Das war jetzt die tra.ditione
.
lle Behandlung der. Aufgabe. 

. 

4. W"ir woJl.en nun die wahrscheinlichsten Kootdin:.iten ,r0 Yo c,, des Neu­
. p�nktes ausschließlich aus d e n  E benen B berechnen, also aus dem Poten­

tiale [11�]. 
Der. Wanderpunkt in einem Punkte x y z erleidet durch die Anzielntngen 

der Ebenen fJ orthagonale Kräfte X Y Z, die wir durc!) die Differentiation des 
. Potentiales [1:J:.J finden :· 

· }Xi,=x[sin�r,cos�QJ+;1[sin'�r,sin(lCOS(l]-r:[sinrcosrco3{l]+[lsinr: osQ] 
· } J'b = .:r [ sin � r, sin fl cos (J J + y [ sin 2,; sin� Q] - z [ sin r. cos r: s·in 9 J + (! sin i; sin Q J 
�- 2';, = .� x [ si n -r cos 't" cos Q J -y [ si n ,,- cos r si n (J J + s [ .os 'r-] - [I cos r]. 

Wenn wir .A�=Ü setzen, erhalten wir die Gleichun?" einer g e n e i gt e n 
Ebene J;l,l·x ohne ·.:t·�Kräfte; wenn wir }·�, = 0 setzen , erhalten wir die Gleichung· 
einer ge ne ig t e n Ebene 111-y ohne y-Kräfte. In der g e n e i g t e n Schnittlinie 

. · J.11„y dieser bei den Ebenen erleidet der Wan derpunkt also keine Horizon talkra f t. 
Daraus folgt, daß der wahrsche�nlichste Punkt P0 in dieser geneigten Geraden 
1+.r liegt , daß also seine Horizontnlkoordinaten XuJ'o von d er Höh e .r:0 a b­

h ä n ge n, in der er liegt. 
Wenn wir endlich 2;, = 0 setzen, dann erhalten wir die Gleichung einer 

Ebene iv;, in der der Wanderpuukt keine Vertikalkraft erleidet; unterhalb der 
Ebene wird f't nach oben, oberhalb der Ebene nach unten gezogen, in der Ebene 
H/. ist er im -Gleichgewicht. 

5. Endlich lassen wir ad den Wanderpunkt sowohl die A-Ebenen, als auch 
die .B�Ebenen wirken. Dann erleidet ' der WanderpunkLt in irgendeinem Raum­
punkte x13 die orthogonalen Kräfte: 

X=XA+� Y= Yn+ Y;, Z=Zb 
· Wir sehen aus diesen Gleicliungen, daß der Ort ohne X-Komponente wieder 

eine gen e i g t·e Ebene Ux ist, wenn sie auch weniger geneigt ist, als w.; der 
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Ort ohne Y-Komponente ist wieder eine g e n e i g t e Ebene l!y, wenn sie auch 
·weniger geneigt ist als H1y. Die Schni ttlinie U, in der notwendig der wahr­
lichste Punkt P0 liegt, ist also tatsächlich eine g e n e j g t e Gerade, und das wat 
zu beweisen. Das Resultat bleibt qualitativ dasselbe, auch dann, wenn wir den 
Rayons Gewichte zuschrieben. 

6. Man kunn das Problem auch weniger ins Einzelne g·ehend behandeln. 
Die Ebenen A geben ausschließlich h o r i z o n t a l e Kräfte, die auf den Wander­
punkt wirken. Die Ebene n B haben in der Praxis nicht sehr große Höhenwinkel. 
Das hat .zur Folge, daß die Abstände ·v ziemlich steil, ziemlich vertikal liegen; 
die A nzi e h u nge n , die der Wanderpunkt durch die /J-Ebcnen in der Richtung 
der Abstände ·v erleidet, haben also nur k l ei n e Horizontalkomponenten, ändern 
also an d·er Wirkung der A-Ebenen nicht viel. Dazu kommt, daß in der Praxis 
die Polygonpunkte P1 P2 • • •  meist r i n g s um den Neupunkt P0 liegen und das 
hat zur .Folge, daß die Hqrizontalk·omponenten, die die B-Ebcnen liefern, ein­
ander t ilweise aufheb e n, so daß an der Wirkung der /7-Ebenen noch weniger 
geändert wird. Wenn man Spezialfälle durchrechnet, dann findet man, daß die 
Neigung der Gleichgewichtslinie oder wahrscheinlichsten Linie U so gering· ist, 
daß ihre libliche Vernachlässigung keine beachtens\\·erten Fehler zur Folße hat. 
Die ganze Untersuchung hat also vorwiegend nur theoretischen Wert. 

Über d ie neutralen, widerspruchsfreien Fehlermaße. 
Vortrng, gehalten in der Monatsversammlung des Vereines der österr. k. k. Vermessungsbeamten 

am 19. November 1909 <Ln der k. k. Techn Hochschule in Wien von ßauinspektor S. Welllsch. 
Von einer en dlichen Reihe wahrer Beobachtungsfehler 81, 82, . . .  811 nennt 

man das arithmetische Mittel der absoluten Werte aller Fehler den durchschnitt-

1 ich e n Fehler .Jt, während das arithmetische Mittel aller 1.·ehlerqua<lrate das 
Quadrat des mittleren Fe h l ersµ, dars tellt . Es ic:.>t nämlich 

tr = 181 I ::tJ�J±.:._:_:.._t_l�I = [ l_:l] 
1t 1t 

812 + E2 � + . . .  + i;„2 = [�) •Lt� = -"---'--''--'- ----­'lt n ··1rn und �,= E,: · 

Analog ergibt sich aus den m-ten Potenzen der einielnen Fehler durch 
Mittelbildung die m-te Potenz des Fehlermittels der m-ten Ordnung: 

111 

IJl _ [/c/] yr1cn 1lfcui) = Sl111l -1,- und 1l1(nr) = -1t- · 

Geht man von iner endlichen Heihe von Fehlern auf eine unendliche 

Anzahl voll Fehlern über, so erhält man unter Zugrundelegung des G :rn ßschen 

Fehlergesetzes bekanntlich fiir die Summe S(uJ) den Integnlausdruck 

') !. ce�; 
S "" t IJI > - h' �l d f (111J=v� o E t ., 


