Paper-ID: VGI_191102

Graphostatische Ausgleichung linear gemessener Figuren

Alfons Cappilleri '

! Reichenberg

Osterreichische Zeitschrift fiir Vermessungswesen 9 (1), S. 5-14

1911

Bib TEX:

OARTICLE{Cappilleri_VGI_191102,

Title = {Graphostatische Ausgleichung linear gemessener Figuren},
Author = {Cappilleri, Alfons},
Journal = {{\"O}sterreichische Zeitschrift f{\"u}r Vermessungswesen},

Pages = {5--14},
Number = {1},
Year = {1911},
Volume = {9}

}

L



AL

soll zeigen, dald auch aul geoditischem Gebiete wie au{ so manch anderem der
dsterreichische Techniker cine hervorragende Stelluie cinmnchmen berulen wire
und soll mit dazu beitragen, dall endlich mit der echt Gsterreidisclien Indolenz
gebrochen wird, welche den schwersten Hemmschub billet fiie unser erlolgreiches
Vorwiirtsdringen im internationalen Wetthewerb.

L'ud so hoffen wir zuversichtheh, dald dic erste Tuguny der osterreichischen
Geometer von segensreiehen Folgen begleitet sein wird v die Allgemenheit, fir
die geodittische Wissenschalt nad tir die Geoditten selbst,

Und wir boften auch, dafd die neue Institution sich rasch einleben wird, dat
der Tagune in Wien nach zweijithriger Pause andere toleen werdew, i dem
hunderttirmigen Prag, in der Hoauptstadt der grinen Sterernzok, e der schonen
Mctropole Galiziens, in der hergumkriinzten  Flaupistalt Twols,  dem Tieblichen

Innsbruck, in unscrer stolzen Halenstadt an der Adrian wswy,

"

Graphostatische Ausgleichung linear gemessener
Figuren.
Von Prof. A, Cappilleri.

Die Festlegung einzelner Punkte oder ganzer Figuren mittels linearer Mes:
sungen allemn gehirt fst auvsschlicBlich der niederen Feldmetfiamst an. Man wird
sich in solchen minder wichtigen Fillen damit hegniigen, die infolge iiberzithliger
Messungen auftretenden Widerspriiehe empivisch auszuglechen, da die strenge
Ausgleichung sehr zeitraubend st und —- wie Jordan (3. Aull, L Band, 5 30)
meint — nicht die Mithe lohnt.  Dagegen ist zu bemerken, dall man sich bei
Ausgleichuag minder wichtiger Iille wohl mit einem geringeren Grade der Ge-
navigkeit begatigen kann, dall aber das Prinzip micht willkiirlich aufyestellt
werden darf; es soll stets mit dem vom standpunkte der Walrscheimnhehkerts-
lehre einzig richtigen Prinzip der kleinsten Quadrate tibereinstimmen oder doch
ihm moglichst nahekommean. Nun FBt sich aber zoagen, daly die nach der Methode
der Kleinsten Quadrate vorzunehmende Ausglewchung hnear gemessener [Figuren
auch ohne Rechiung, v ozw. mit Hife der Graphostatik bewerkstelfige werden
kanu. Es ist dies ledigheh eine Konsequenz des von Welliach wusgesprochenen
Gedankens der «Fehlerausgleichung nach dem Prinzip des Glachgewachtes elast
scher Systemes (Wien, 1904).

Die Methode der kleinsten Quadrate verlangt, dad der Ausdruck [pov! ey
Minimum werde, worin die « die Verbesserungen der gemesseuen Ligen und
die 2 die zugehirigen Gewichte bedeuten.  Als Bedinguug bat dabet zu gelten,
dald sieh die verbesserten Lingen vollkommen genau zu emer Figur zusanmen-
figren lussen, ohne dirgendwo Liicken zu Jassen, wie es bel den vespriingheben
Pangen der Fall wiire. Fs kommt nur daraat an, dafd diese <kontinuitishedin:
pung» uberhaupt ecfillt werde; die Form, in weleher sie zum Ausdrueck gelangt,
ist gleichgiiltg. Smd alfe Lingen s mit demselben Instrument gemessen worden,
so entfillt der lustrumentalfehler, es kommt nur Jer zufillige Fehler in Betracht,



welcher der Quadratwurzel aus der gemessenen Linge proportional ist. Die Ge-
wichte £ sind also den gemessenen Lingen s verkehrt proportional. Die Bedingung
[#v9) = Min. nimmt daher die Form un:

lezf\ﬁn.. I SO o T el
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Der Ausdruck — ist aber einer Deutung im Sinne der Mechanik fihig.
$

Man betrachtet die gemessenen Lingen s als Stibe, die zu einem Fachwerk —
der aufgenommenen Figur —- zusammengesetzt werden sollen. Da bei der Auf-
nahme auch iiberzithlige Stiicke gemessen wurden (2. B, in Fig. 1 die Diago-
nale 1, 1), so muf} die Zusammensetzung mit einem gewissen Zwange gescheheén,
Die Stibe miissen teils gedehnt, teils gestaucht werden, das Fachwerk st
statisch unbestimmt, Durch die Lingenzuwiichse (Verbesserungen) « ent-
stehen in den Stiben Kriifte 72 zu deren Uberwindung Arbeit geleistet werden
@y

mull. So wird z. B. in dem sten Stabe die Arbeit ., = \ £, d v, aufgebracht

.
@

werden miissen. Nimmt man an, dafl das Material der Stitbe dem Hookeschen
Elastizititsgesetz gehorcht, so ist /= /7/5. ' (worm /¢ den Querschnitt und
s

1
£, den Elastizititsmodul des Stabes bedeutet) und somit

| g Bl 1B 9°
4 ‘-5 SRS T SR SIS
3]
Dic Summe der in allen Stiben geleisteten Arbeit — die Deformations-
arbeit — ist also
A & ;‘71‘-"
L J o Lﬁ 7

Unter der weiteren Anonahme, dafl alle /7 und /7 gleich seien, Kunn man
den gemeinschaftlichen Faktor & /2 aus der Summe heraushehen und erhiilt

Yoy l'u‘—' l gt 2
A= "7 -] somit l - ].—z e [ A,
4] o5 gl S | &, o
Die Bedingung I nimmt danu die Form an i [1] = Min., oder nach
] 3
Uuterdriickung des konstanten Faktors ]:f/: :
ez AT 1 P S AR RN R |

Die Bedingung, dal die Summe der Deformationsarbeiten unter Beibehal-
tung der Kountinuitit des Systems ein Minimum werde, ist aber nach dem Lehr-
satze Castiglianos dus Kennzeichen dafiir, dal sich das System nach erfoloter
Deformation im  Gleichgewicht befindet. Die nach der Methode der
kleinsten Quadrate mit p,=- wusgeglichene Figur ist also mit

o4

der Gleichgewichtslage identisch, welche das aus Stiben von
den gegebenen Lingen s und konstantem Querschuitt und Elas



tizititsmodul zwangsweise zusammengesetzte Fachwerk anneh-
men wiirde. Das Aufsuchen der Gleichgewichtslage, bzw. der dabei auftretenden
Stabkritfte und Lingeniinderungen st aber eine Aulgiabe, welche der Mechanik
angehdrt und mit Hille graphischer Methoden gelost werden kann, wie an den

folgenden Beispielen gezeigt werden soll.

. Beispiel®)

Von einem Viereck wurden die vier Seiten s == 224w, 5, == 30°2 i,
sy = 298w, 5, = 270 m und beide Dingonalen s == 440 m, 5, == 324 m ge-
megsen, In Figo T owarde mit hilfe der Sticke s bis s das Viereek 1 11TV

Fig. 1.

im- Malistabe 12300 aufgetragen.  Die Diagonale 1, U dieses Vierecks besitzt,
wie zu erwarten, nicht die Linge s, == 324 4, sondern es ergibt sich aus der
Zeichnung | 1 == 32°35 m (genner durch Rechoung 32:3478 a2). Man muld also,
um die Dingonale s, == 324 2 i das Fachwerk emtiigen s Kouner, letzteres
durch zweir m L und B angreifeade gleich grotie und entgegengesetzt gerichtete
Neitfte 22 auseinander zichen. Duadurch werden in den Stiben Krifte hervor-
gerufen, die mittels des Kriifteplanes (Fig. 2) bestimmt werden kinnen,

* Aus dem ,Lehrbuch der kleinsten Quadrate* von Dr. K. Schwering, Freiburg i B,

1909, wo die Ausgleichung rechnungsmi@ig (und zwar mit £ == 1) durchgeflithrt wird,



Fig, 2.

Man trigt zunidchst 7 in einem beliebigen MaBstabe (z. B. /7= | &) nach
GréBe und Richtung auf, zieht durch ihre Endpunkte Parallele zu s und < bis
zu ihrem Schnitt und erhilt so die in s und s, auftretenden Stabkrifte /% bzw. P,
Auf entsprechende Weise erhilt man auch 7Z,, 7% und schliefilich 7. Die Rich-
tigkeit dieses Verfahrens geht daraus hervor, daf} die in einem beliebigen Punkte
der Figur 1 angreifenden Krifte (z. B. 2, A und 7) in Figur 2 einen geschlos-
senen Zug bilden, was dasKennzeichen dafiir ist, daB in dem betreffenden Punkte
Gleichgewicht herrscht. Aus Figur 2 bekommt man durch Abgreifen auf dem
KriftemaBstab (P = i «wmz) die Stabkriifte

Pi=~4101P7, Po=~40807 Po= L0667 P,=+ 1057, P,—= — 144 P.

(In dieser Angabe wurden, wie allgemein iiblich, Zugkrifte mit plus und Druck-
krifte mit minus bezeichnet.) Nun ergeben sich die durch jene Stabkrifte 7, ... 2,
hervorgerufenen Verlingerungen, und zwar wenn man /7 und Z gleich Eins
annimmt, die Verlingerung

von s als v, = P s, = 4 101 P.224 = -} 2262 P )
»oosy v vy=P,5, =4 0802F.302 =+ 241 6 ,
» sy 0 vy= Pysy =+ 066P.298=-F196 } L.
> Sy 7/4=f)4s4=+1'05P.27'6=+2898P
Sy Y Uy = ])5 S = — 144 P, 440 = — 6336 P J

Aus diesen Verlingerungen kann man mit Hilfe des sogenannten Ver-
schiebungsplanes die Verlingerung von I III ableiten. Um die Entstehung
des Verschiebungsplanes zu erldutern, sei zunichst die in Fig. | skizzierte Dar-
stellung besprochen, bei welcher die Verschiebungen, die in Wirklichkeit ver-
schwindend klein sind, sehr stark vergrofert wurden.

Punkt I ist als unverschieblich gedacht. (Festes Lager.)

Punkt II verschiebt sich infolge der Anderung von s, um =, nach.Il’
(Gleit- oder Rollenlager).



Punkt IV. Es verschiebt sich wegen Anderung
von s, der Punkt IV um 2, nach 4, (I 4" # I 1V)

" i
»oos I 7 T
>S5 » IV » w4 » 4/,
44 kreist um II'

4 I (erscheint im oo Kleinen als Senkrechte).
» »

Der Schnittpunkt IV’ dieser zwei Senkrechten ist die neue Lage von IV.
Punkt IlI. Es verschiebt sich, wie wir gesehen haben, IV um vyy nach IV’
folglich (um ein gleiches Stiick und parallel) III nach 3% ferner wegen Anderung
von ss der Punkt 3 um @ nach 3,

> 85 » I » o » 24', f'
y S s I » ) 3,
» 83 » » 3 » Uy » 3,
3" beschreibt einen Kreis um IV |
3! » » »
Der Schnittpunkt III' dieser zwei Senkrechten ist die neue Lage von 1L
Die Diagonale I III hat sich nach I JlI" verschwenkt. Um die Léngeninderung
zu bestimmen, dreht man III' um I zuriick, wobei der Kreis wieder als Senkrechte
auf T1Il erscheint. Man erhilt dadurch die Verlingerung zs' des Abstandes I IIL.

I I (erscheint im oo Kleinen als Senkrechte.)
»
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Das Verfahren ldBt sich dadurch vereinfachen, dal man die Verschiebungs-
figuren, welche von 1I nach Il von 1V nach IV’ und von III nach III" fiihren,
von der Figur 1 ablost und so zusammenlegt, daB die Anfangspunkte I, II, III
und IV aufeinander fallen. Es entsteht dadurch der in Figur 3 im Ma@stabe
1 P = Lwmm dargestellte iibliche Verschiebungsplan. Man trigt vom Punkte |
an die Verschiebung 7y auf (als Dehnung vom Anfangspunkte weg, also hier
nach rechts) und kommt so zum Punkte II'. Dann trigt man von I = IV aus
die Verschiebung 7, auf (Drehung, nach links aufwiirts) und errichtet darauf im
Endpunkte eine Scenkrechte; ferner von II" aus die Verschiebung =5 (als Stauchung
zum Anfangspunkte hin, also hier nach rechts abwiirts) und errichtet die Senk-
rechte. Im Schnittpunkt beider Senkrechten ergibt sich IV, Die Verbindungs-
linie wry von I =1V und IV* gibt der GroBe und Richtung nach die Verschic-
bung des Punktes IV an. Die Verschiebung des Punktes III wird aus II' und IV
abgeleitet, so wie in Figur 1 Punkt III aus IV konstruiert wird. Man trigt von
[I' an die Verschiebung z» auf (Dehnung, nach links aufwirts) und errichtet die
Senkrechte; ferner von IV‘ an die Verschiebung v, (Dehnung, nach rechts auf-
wirts) und errichtet die Senkrechte. Im Schnittpunkt beider Senkrechten ergibt
sich III'. " Die Verbindungslinie oy von I = III und III' gibt nach Gréfle und
Richtung die Verschiebung des Punktes III an. Da es sich aber in letzter Linie
nicht um die Verschiebung des Punktes III, sondern um die Verdnderung des
Abstandes I III handelt, so muB man zyy auf die Richtung I III projizieren.
Man zieht also von I eine Parallele zu I III, fallt darauf von III' eine Senkrechte
und erhilt so die Verlingerung #” von I IlII; die sich nach dem MaBstabe zu
180'0 P ergibt.

Denkt man sich die Diagonale s, in der urspringlich gemessenen Linge
von 324 s in das Fachwerk (Fig. 1) zwangsweise eingefiigt, so ist die Anbrin-
gung der duBern Kriifte £ iiberfliissig, da ihre Wirkung durch die Reaktion der
zusammengedriickten Diagonale ersetzt wird. In der Diagonale 5o herrscht also
die Druckkraft 2, und die Zusammendriickung @ der Diagonale betrigt nach
dem Elastizititsgesetz v = 53 . £ = 324 . Die Verlingerung »s' des Ab-

Lndp. aDiag. vor d L/

P
N

L)
Lenotenp. [ nacka Def

/?'/w/f'/z/a.ﬁuof (/,ﬂe/
fig. 4.
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standes I III wurde mit 1800 7 bestimmt. Beide GréBen ;' und @ -geben
zusammengenommen — wie es in Figur 4 anschaulich gemacht wurde — den |
Unterschied zwischen der undeformierten Diagonale 324 und dem Abstande
[ 111 = 32:3478 vor der Deformation. Es muf} also
1800~ 4 324 P=324 — 323478 =00522 . . . . . .IV.
Daraus folgt
’ P=00522:2124 = 00002457.
Setzt man diesen Wert in Gleichung III ein, so kommt
v, = -} 000056, v, = -+ 00059 72, v5 = -+ 00048 i,
vy = -} 0000719, o5 =— 00156, vs= — 00080 .

Letzterer Wert gibt die Verlingerung der Diagonale s¢ an, nach dem An-
satze v, = o . P = 32'4 P; die Verlingerung vs' des Abstandes I Il ist hingegea
vy = 180'0. P= 4 000442 ..

Wegen der vielen graphischen Operationen werden die hier bestimmten
Verbesserungen = mit Fehlern behaftet sein, die man im Mittel auf 1—2¢/¢ des
Wertes schitzen kann. Das graphische Verfahren bietet also eine Genauigkeit,
die praktisch vollkommen hinreicht. Von weit groBerem Einfluf als die Fehler,
die durch Ungenauigkeiten im Ziehen von Parallelen und Senkrechten, im Ab-
greifen und Auftragen entstehen, ist der Fehler, welcher durch eine Unrichtigkeit
in der Bestimmung des «Widerspruches» (der Differenz zwischen dem Abstande
[ III und der in der Natur gemessenen Diagonale s;) erzeugt wird. Wiirde man
z. B. die in Fig. 1 abgemessene Linge [, Il = 32:35 zugrunde legen, so bekime
man statt IV:

18000 P + 324 P =324 — 32:35 =005 (statt 0°0522).

Dadurch wiirden 2 und alle » im selben Verhiltnis, und zwar um 449/,
kleiner werden. Der Unterschied zwischen der abgeyriffenen und der berechneten
Distanz, der hier zufilligerweise blo 32-35 — 32:3478 = 0-0022 betrigt, hitte
aber leicht viel groBer sein konnen, so daf man in Zweifel gerit, ob man den
abgegriffenen Wert von [, IIl verwenden diirfe. Wenn es sich um die zahlen-
mafBige Ausgleichung der s und Korrektur der Koordinaten handelte, so miifite
man allerdings die Entfernung I III berechnen. In den praktisch allein vor-
kommenden Fillen, wo die bereits aufgetragene Figur 1 wegen Nichtstimmens
der Kontrollmessung I, 11l verbessert werden soll, mufl man hingegen die vom
Plane - abgegriffene Distanz I 11, also hier 32:35s, verwenden. Dadurch ver-
wandelt sich Gleichung IV in

1800 P+ 324 P= 3240 — 3235 = 0°03.
Daraus folgt £ = 0000235 und
v = + 0-0054 n, v, = - 00056 m, v, = 4 00046
vy = + 00068 m, v = — 00149, o, = — 00077 2.
Um die Verschiebungen der einzelnen Punkte zu bestimmen, muB man die

aus Fig. 3 abgegriffenen Werte vy, o1 und iy mit P = 0-000235 multiplizieren,
So erhdlt man z. B. vy = 2556 P = 0:060 ». Der Punkt IV in Fig. 1 wire
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nun parallel zur Linie #ry um 0°060 zu verschieben, was allerdings im Maf@stabe

1 : 500 aicht moglich ist.
Daf} die hier ermittelten Verbesserungen mit den von Schwering bei

der Annahme p = 1 berechneten Werten
v, = 4 00084 s, v, = -} 0:0065m, w3 = -} 00055 w,
vy = - 00088 w2, w5 = —00082m, v =—00119m

nicht iibereinstimmen kénnen, ist selbstverstindlich.

II. Beispiel.
In dem. Sechseck I, II, III, IV, V, VI (Fig. 5) wurde gemessen:
5. =2985m, s =23232m, s =4338m, si=4180wm;, s5=06575m,
4918 m, s1=4122m, s = 3986m, s = 3225 m, s, = 9700 .

%6

v/
g, 5. ‘

Das Sechseck wurde mit Hilfe der Stiicke s bis s, im Mafistabe 1: 1000
konstruiert, sy wurde nicht zur Koustruktion verwendet, sondern dicnt nur zur
Kontrolle, bezw, zur Ausgleichung des Widerspruchs, der sich zwischen diescm
NaturmaB und der auf dem Plane abgegriffenen Distanz [—VI = 96'60 »z heraus-
stellt. Der Vorgang, der bei der Ausgleichung eingehalten wird, ist im Wesent-
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v
lichen derselbe wie im ersten Beispiel. Man bringt bei I und IV die Krifte P
an und entwirft in Fig. 6 den Krifteplan im MaBstabe 1 P = & dm, bei welchem
die Krifte mit denselben Nummern beschrieben wurden, welche den betreffenden
Stiben in Fig. 5 zukommen. (-} bedeutet Zug, — Druck.) Es ergibt sich durch
Abmessen in Figur 6: P, = - 0767 P, P, = -+ 0616 P, Py = — 0'398 P,
P,=+0'579P, P,=—0230P, Py=-+0'583P, P,=—0238P, Py—=-10'557 P,
P,=0646P. Nimmt man wieder den Elastizititsmodul und den Querschnitt
jedes Stabes als Eins an, so erhilt man die Verlingerungen der Stibe nach der
Formel: v,=P;. s, also hier: o, =+ 22'90P, v.=- 1990P, vs,=— 1726 P,
vy,=-42420P, vs=—1512P, v,=-28067P, n=—981 P, 5s=-}2220P,
v, = - 2083 P.

Fig. 7.

Jetzt wird der Verschiebungsplan (Fig. 7) im MaBstabe 1 P = Lanm kon-
struiert. Man gelangt in derselben Reihenfolge, in der das Polygon (Fig. 5) von I
aus konstruiert wurde

von | mittels s nach II'
» II* und 1 »  wyund v » I
» I » II* » vy > vs » V!
»y IV » I » Uy v Y » V!
» VO IVE s wy a7y » VI

Die Verbindungslinien I 1, TIIIY, TIV/, I V*, I VI geben die Verschiebungen
?1, @, Py, vy, vy der Punkte II, IIL IV, V, VI nach Groe und Richtung an.
Um auf die Verlingerung #,,' von I, VI zu kommen, muf man oy; auf die Richtung
L VI projizieren, wodurch man #,,) = 996 P erhilt. Die Verkiirzung vy, welche die
Diagonale s, nach erfolgter Einfithrung erleiden wird, ist v,y = s . P = 97°0 P,
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Fir 2., 7, und den Widerspruch 7,y = 97-00 — 9660 = 040 muf} (wie im
vorigen Beispiel) die Bezichung @' - 7450 == @ bestehen. Es ist also 996 /-
4970 P = 04, und daraus folgt
P=04:1%06 = 000203,

Mit diesem Werte lassen sich die bereits durch 72 ausgedriickten Verschie-
hungen @ berechnen:
s= 4 0040 m, o= 004+0m, v, =—0035m, 7, =009 m, vy=~— Q03| m,
===}~ 0058w, 2. = —0-0200m, v,2= - 0045, vy =4~ V042, 7y =—0202m.

Wenn man das Sechseck mit den korrigierten Stablingen s, - o, bis 5 |- 7,
kounstruiert, so wird die Diagonale 1 VI mit dem ausgeglichenen Werte s, -+ 71
wahrscheinlich nicht stimmen. Es ist daher besser, die Punkte 11 ... V] um die
aus Fig. 7 z2u entnehmenden GroBen o = v = 004 m, oy =772 P = l0cm,
Vv == 1410 P=29cm, oy =1158P=23cm, vyy = 1674 >= 34t 2 ver-
schieben. Im MaBlstabe [ : 1000 kinnen die Verschiebungen kaum zum Ausdruck
gebracht werden, wenigstens nicht im Druck. Um die Abweichung der ausge-
glichenen von der urspriinglich aufgetragenen Tigur anschaulich zu machen,
wurden die Verschiecbungen in zwanzigfach vergriflertem MaBle wufgetragen und
dus erhaltene Sechseck so verschwenkt, daff | VI in die Richtung I V1 fillt

7

X

\:\‘
b

N

Ig. &

(Fig. 8). Man bemerkt, dall durch die Ausgleichung die Figur in der Richtung
der zu lang gefundenen Kontrolldiagonale | VI gestreckt, in der Querrichtung
sammengedriickt wurde.  Genaues Eiidt sich aber dariiber nich® sagen, so dal)
es immer eine schwierige Suche sein wird, eine derartige Ausgleichuny nach
dem Gefihl: vorzunehmen, wenn auch durch die Vorsteltung der elastischen De-
tormation der Sinn der notwendigen Veriinderungen im groflen Ganzen ange-
geben erscheint.



