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Of.iaphisahe Ausgleichung der vermittelnden, beding„ 
te:n: und anderen mehr komplizierten Beobachtungen. 

Von Dr. Kaspar Welgel, Adjunkt an der k. k. technischen Hochschule. in Lemberg. 

Einleitung. 
Bis zum heutigen Tage ist noch allgemein die Meinung verbreitet, daß die 

.strenge graphische Ausgleichung der rechnerisch durchgef iihrteh weit nach· 
stehe.•) Und wirklich, obgleich d1e Literatur der strengen graphischen Aus
gle ichung ziemlich bed·eutend ist und vom theoretischen Standpunkte manche 
interessante Probleme 

·aufweist, kann doch kein graphisches Ausgleichungsver· 
fahren mit der ' rechnenden Methode d. kl. Q. » konkurrieren. 

Der hauptsächlichste Mangel aller graphischen Ausgleichungen besteht darin, 
daß sie bei Beobachtungen, die mit Hilfe von Norn�algleichungen mit mehr als 
z'\vei Unbekannten ausgeglid1en werden, im allgemefoen versagen. Zwar kann 
die Ausgleichung beim mehrfachen Rückwärts- u�1d kombinierten Einschneiden 
doch auf graphischem Wege durchgeführt werden, bei der also Noi:malgleichungen 
mit drej Unbekannten, vorkommen, es wird jedoch dadurch keii1e Zeitersparnis 
erlangt, da ma"n die Ausgleichung zweim<Ll vornehmen muß. Außerdem beziehen 
sich alle diese .Ausgleichungsarten lediglich auf die trigonometrische Punktbe

stimmung durch Einschneiden. 
Die vorliegende Abhandlung setzt uns in den Stand, all� Ausgleichungen, 

die auf Auflösungen von Normalgleichungen mit bel iebig vielen Unbekanuten 
b:asieren, ·graphisch zu behandeln . 

Daz� sei bemerkt, daß die Genauigkeit der Bestimmung sowohl der Un-
bekannten, sowie ihrer Gewichte u. dgl . beliebig gesteigert werden kann. , 

·Infolgedessen kitnn dieses gra'phische Verfahren mit der «reclu�cnden 'Methode 
der kle.insten Qü;i.drak)) nicht nur konkurrieren, so.ndern übertrifft auch dieselbe 
nn $clrnel1igkeit ler Ausführung und, was besonders ht:rvorzuhebcn ist, auch 

au Genauigkeit der ,erhaltenden Resultate. 

I. Der Gauss'sche Algorithmus in graphischer Darstellung. 
Dett Schwerpunkt de� Ausgleichung vermittelnder, bedingter und anderer 

mehr kom1}1izierter ßeobaci1tungen bildet immer die Auflösung der auf Grund 
d�r 1\1rnahrne [P ��ö'] '""."'."" min. aufgest llten Normalgleichungen. Meistens werden. 
:urch die Gewichte der die Normalg-lcichung-cn befriedigenden Unbekannten ver
langt, wie es .z. B. bei den vermittelnden Beobachtungen der Fall ist. · 

Um solche Beobachtungen auf graphisGhem Wege ausgleichen zu können, 
muß man Normalgleichungen von beliebiger Anzahl de� Unbelw.nnten oder irgend 

ein ihnen gl eich,rertiges und vollständig äquiv,'lentcs System von Glcichung·cn 
graphisch di1rstellen. . 

Der Einfachheit halber werde ich die Koeffizien ten qer Normalgleichungen 
in der Form: [aaJ, [ob], . . . . schreiben, wobe.i zu bemerken ist, daß 'bei J3e-

*J Vergleich: Handbuch d. Ve1m�ssungskundc von Dr. W. Jordan, Stu.l!gart 1904, 2. ßd., S. 378. 
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obachtungen mit  ungleichen Ge\�1ichten dieselben zu berücksich t igen sind  und 

zwar be i  vermitteln den Beobach tungen in der Form : [p aa] ,  [pat] . . · . . , bei 
bedingten Beobachtungen in der Form : [ �:J . [ ':] . . . . 

Nehmen wir also i n  Betracht r Normalgleichungen mit  r Unbekannten bei -
spielsweise in der Form, wie sie bei  vermittelnden Beobachtungen vorkommen : 

[aa] x + [a bJy + [ac] z + . . + [a l] = O  
[a b] x + [bb] y  + [bc] z+ . . . . . + [bl] = O [a c] x + [b.f] J' + [c c] z + . . . . . -!- [cl] = 0 4 • • • • • • • • • • • [ar] x + [br] y  + [e r] z + . . . . + [.-/] = 0 

und überlegen, wie man dieses Gleichungssystem graphisch · darstellen könnte. 
Drei Gleichungen von ebensolcher Form nur mit drei Unbekannten be

stimmen uns die Lage des Punktes im Raume. Stellen wir uns aber einen Raum 
von r Dimen sionen vor, d .  h. e inen Raum,  in dem man imjltande wäre, in einem 
Punk te 1· zu einander gegenseit ig Senkrech te zu konstruiefen, so bestimmen uns 
in  einem solchen Raume r Normalglei chungen auch die Lage des Punktes von 
den Koordinaten : x, ;1, z usw. Nach der Elimina tion der eisten  Unbekann ten ver
fügen wir über 1"- 1 lineare Gleichungen ,  die uns wieder die Lage desselben 
Punktes, aber im Raume von 1·- l Dimensionen bestimmen. 

Durch die Elimination einer Unbekannten haben ,\,i r  im Sinne der ana
ly t ischen Geometrie die Projektion eines Punktes im Raume von r Dimensionen 
auf einen Haurn von 1·- l Dimensionen ausgeführt. 

Schließl ich bQ fin den wir uns nach Elimination von 1·-:- l Unbekannten i n  
e inem Raume von pur einer Dimension und erhalten die letzte Koordinate des
selben Punktes in !form von einer Strecke. 

Wir können jedoch jedes System von r Normalgleichungen d�rch r Gleichun
gen von der Form der Fehlergleichungen , aber m it d' = 0, ersetzen und so e in  
Gleichungssystem wird als der  gegebenen Beobachtungsreihe und deren Normal 
gleichungssysteme vollständig äquivalent bezeichnet .*) 

Ein ob iger Definition un terl iegendes System bi lde t  demgemäß auch das 
Sys tem der reduzierten Normalgle ichungen, welches für die Auflösung der Nornpl
gleichungen von großer Wicht igkei t  ist .  

So ein System, der Einfachheit halber nur für drei Unbekannte, lautet : 
[11 b

.
] y - [ac] z [ al]  

.i- + t- + 0 m.  Gewicht [aa] [rrn] [an] [aa] 
+ [b c . I ] + [b l . l ]  O G . . h [ i b  l ]  

Y V.i.b . l ] z [bb . I ]- = m .  ew1c t (J . 

L [c l . 2] G · · 1 [ ·  "] z -1- [ ·  ?) = Ü  m .  ew11.; 1 t c c . „ , c c  . .... 
_ Ja /.] _ [ b l .  l ]  [ c l .  2) . . �· . wobei man �je Glieder [a n] , [bb . l ] ' - [cc . Z] als unabha11g1ge fi ngierte 

Beobachtungswerte mit  �en Gewichten : [rza] , [bb . l ] , [cc . 2] ansehen kann.  

*)  A11sg lclchungsrcchnuog n .  d .  M, d .  kl .  Q. v .  F .  R .  llelmert, Leipzig u .  Berlin. Verlag v .  
Teubner 1 907.  S.  2 1 3 . 
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Da beim G auss'schen Algor ithmus reduzierte Normalgleichungen die Haup t· 
rolle spielen , sah ich mich bestimmt, nicht gerade Norm algleichungen, son dern 
eben reduzierte Normal gleich ungen graph isch darzustel len .  

Jede reduzierte Norma1gleichung s te l l t  im R au m e  von so vie l  Dimension e n ,  
wie viel Unbekannte sie bes i tzt ,  eiu  d e r  Ebene i m  R au m e  von drei  Dimensionen 

. entsi;rechendes Gebilde vor,  bis  schließl ich b ei der le tzten reduzierten Norm al
gleichung die Ebene des R aumes zu ei n em Punkte zusam menschrumpft .  

D a  w i r  n u n  alle Unbekannten rückgänglich b est immen können , mag uns 
erlaubt · sein , reduzierte . Normalgleichunge n  als Gleich ungen vo n nur einer Un
bekannten, näm l i ch der freistehenden zu b etrach ten . Jede so aufgefaßte reduzierte 
Nonnalgleichun� stellt uns ei [)zelne Strecken vor,  wel che als  Zahlen betrach t e t  
u n d  m i t  gewissen einstweilen noch unbekannten G rößen mul tipliz iert ,  nach voll
brach ter Addition uns d,en num erischen Wert der freistehenden Unbekannten  m i t  
negativem Vorzeichen l iefern. Diese Darstellung der reduzi erten ,Normalgl eichungen 
eben,  ergänzt uoch durch eine Hilfskonstruktion ,  werden wir i n  vorl iegender 
Arbei t anwenden. 

Die einfachste und ,1�ugle ich am 
. 

meisten übersichtl i che graphische Dar

s tell u ng reduzierter �orm alglei ch ungen, z . . B. mit drei Unbekann ten ,  wäre 
folgendermaßen : 

Auf einer Geraden A M, vom Pu n k te A an , werden d i e  den Koeffizienten 

fa bJ , [ac] , [1i l] und [an J en tsprechenden S t reck e n  im passe 11 Llen Maßstabe ati f
get ragen") u n d  z u gl e i ch Jie  En u p u l l k t e  der Strecken m i t  e n tsprechen d e n  K o e ffi 
zienten bezei c h n et, wobei die Vorzeichen derselben berü cksicht igt  werden nüissen 

(vi de Fig. 1 ). 
f{g J. 

a. .  

0 

*J Anmerkung : D<t wir in den Normalgleichungen nur mit ahsolu  cn Zatikn zu tun habe n ,  

kanu von ei aem .l\fafMabc eigent l ich  keine Rede sein ; u m  j edoch b e i  u1i ;crcn Koust ruk1 ionc11  c i 1 1  

vergleichendes l\1:1ß z u  h:1ben .  h;1hc k h  angenommen, d a ß  dann eine Z:Lh l als S trecke im Maßstahe 
J : 1 aufgctrngen wurde, wenn il trcu E inern Zentimeter auf der S1rccl.:c cn'. sprcchcn. 



Hierauf wählen wir einen beliebigen Punkt 0 auf der im Pu nkte A errich
te ten Norm alen , senken von den Punkten [ab] , [ac] und [a:/] Normalen bis zu 
clen Durchschnittspunkten mit der Geraden 0 [aa], proj izi eren die so erhalte nen 
Punkte [ab]' [ac]' und [a /]' parallel zur Ri chtung A M  auf die S trecke O A-

un<l 
erhalten auf diese , Weise die Punkte B� C un d  L. 

Da die Strecke 0 A als eine Zahl von der Größe 1 angeseh en werden 
kann,  so stel len uns die Strecken 0 B, 0 l' und 0 L in  dem für die Strecke 0 A 
benutzten Maßs tabe auch Zah len vor, d ie den Koeffizienten der ersten red uzierten 

. Normalgl ei chun g  en tsprechen , was le icht aus der Ä hnlichkei t der betrefTendcn 
Dreiecke bewiesen werden kann.  

Diese erste Konstruktion benennen wir mit dem Buchstaben « a » ,  weil bei  
ihr die Hauptrolle der Koeffizrent [aa] spielt. 

Um auch alle zur Bildung der Koeffi zien ten der übrigen redu z ierten Nor
m algle ichungen nötigen Ausdrücke in Form von Strecken zu erhal ten , verb i n den 
wir die Punkte [a b] ,  [a c] und [al]  m i t  dem Punkte 0 un d ermit tel n die D urch

schnit tspunkte B' B" B111, C' C" C"' , L' L" L"' d ieser Geraden m i t  den Geraden 
B [11 b] 1 ,  C [ac]' und L [al]'. 

Alle für die Bi ldun g der Koeffizien ten der übrigen reduzierten Normal 
gleichungen nötigen Ausdrücke ersch einen dann i.n Form von Strecken : B J} 
B B" }J ß"', ·c c• C C" C C'", LL' L L" L l'" und zwar, w ie man si eh t , m i t  
Ausnah m e  der quadratischen Ausdrücke m i t  Kontrol le .  

So wird z. R der Ausdru ck [af J [;c] au f zwei fache We ise dargestel l t ,  a a  
n �iml ich d u rch die Strecke B B" oder C C', wie man leicht aus der Ähn l i chkeit 
der Dreiecke : L, A 0 [a c] C'.'.J 6 B 0 B" 
u n d  6 A 0 [ab] c-.J 6 C O  C1 
b ei Berücksichtigu ng, daß 0 A = 1 ,  ersieh t .  Di e so erhal tenen Strecken werd en 
i n  dem für die Koeffizienten [a o] , [a b] benutzten Maßstabe abgelese n .  

Hierau f wird auf ganz an aloge Weise d i e  zweite reduzierte Norm algl e i ch u n g  
d argestell t .  

Auf ein er Geraden A, M1 werden d ie  K oeffizienten tl c r  zwe i t en Norn1.;'d 
g-leichung mit  Ausnahme der ersten von A1 aus aufge t ra ge n ,  h ie rauf  w ird der 

Punkt 01 at1 f der im Punkte A1 errich teten Norm alen in der Entfe rn u n g  A, O, = 
A 0 = 1 gew�ihlt Um schl ießlich die graphi sche Darste l lung der zw eiten redu
zierten Normalgleichung 

+- Jbc . . t] ::: -+- [c!
_
.
_
l ]

_ 
_ 0 

J' [hh . l ] · [bb . l ] -
zu erhal te n ,  bi l den wir  Strecken ,  die den Koeffi zien te n : 

[h b . l ]  = [bb] - {�-�JJl!1'1 
[a a] 

[ab] [ac] [bc , 1 ]  = [bc] - - · - - --. [a a] 
[b l . 1 J = [b ! ]  - .[ab] [a l] · [n a l  c n tsprcch ' I I  . 

• 
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Aus der Konstrukt1on « rr »  werden die Strecken B .ö' ,  JJ lJ", ]j'ß"� mit 
i nem Zirkel entnom men u n d  von de n entsprechen den Strecken der  Konstruktion 

« b �  mit Berücksi ch tigung ihrer Vorzeichen sub trahiert .  Auf diese Weise ent
stehen Strecken ; die  den Koeffizienten der zweite n reduzierten Normalgleichung 
en t�prechen und deren Endpunkte mit den Symbol en [b c . 1] ,  [b l . 1 ]  u n d [b b . l ]  

(natiir ! ich m i t  Berücksi ch t igung ih rer Vorneichen) bezei ch n e t werden.  
Hierau f wird analog wie bei  der K onstrukti o n  « 11. »  verfahre n u n d als  Er-

gebn is  e rscheinen auf der Strecke 01 A, d i e  Koeffi z i en ten der zwei ten reduzi erten 

Normalgleichung in Form von Stre cken 01 Ci ,  01 'B1 u n d  au f den zur Geraden 
A1 M; parallelen Stre cken �Cl]• c; [b / �·i ] ' , d i e  zur  Bildung der  K oeff iz ien ten 
cl �r nachfol� n d c n  reduzierten Norm algle ichu ngen nötigen Ausdri.ickc au ch i n  Form 
vo n Strecken : C1 C1 ' ,  C1 Ci '' usw . ,  was in  der Fig. 2 ersich t l ich gem ach t wurde . • 

A ,  

Ptg 2 

b 

u 1..J �- _.., „ n .. o 
.0 .LJ ..0 .D .,Cl • � -7'Y .· --- ,;----··---- -·��--- HI 1 

: . 

/ 
c, - ,: -c/-----;� (i1 · 
!. H·.{· L/ .l1 // "/i bc 1 '  

V 
o ,  

Schl i eßlich übcrg·eh c n  wir zur graphischen Darst ! Jung de r  l e tzten reuu

zierten Norm algle ichu ng.  
Auf e i n er Geraden  At M2 w erden d i e  e n tsprec h en d en K o c frtzi e n t en der 

le t z ten Nornrnlgle ichung,  d .  h .  ;tl lc ,  m i t  Ausnah m e  der zwei  erste n ,  in demselben 

i\ laßstabe wi e  in der 1' onstruktion «m n.u fg-etragc n .  
Pm d i e  u n s n(Hig;en Strecken [c c .  2 / u nd  [i: ! .  21 zu erh al t e n ,  rniissen wir 

doppe l te  H edukti o n  der Strecken [c c] und [c l]  vornehmen un d z w ar, da : 
[r.c . 2) = [c c . I ]  - [!_:_:..!) [h�!_L [h b .  1 J 
[cl . 2] = [c l .  1 J - [bc . 1 ] [/J/ . l l 

[b b . 1 ]  i. 

und [c c . J J  =-""" rcc] _ [rr c] fa cl [ I I ]  [ I] rac] ra l] . ·T,-;lr- c . . = _c - -Ta� 
m ü ssen w ir diese H cduk tion rückgänglich ausf ührcn . 



D. A d [a c] [a c ,J [a c] [a l] . 
d 1, k t .  

· 
1 e  us riicke - - - --- und --· -- smcl aus er r.. o n s tru ' 1011 " a  � m [aa] [aa] 

Form von S trecken C C" un d G C"' zu en tneh m e n  u n d  als Subtrahe n cle  den 
Strecken [c c] und [c!J beizubri ngen .  Auf diese Weise erhalten wir die St. recken 
[cc . I J  und [c l .  l ] .  Di e  weitere R e duktion wird mit tels der Konstruktion " b '  
ausgeführt u n d  zwar werden dazu die Strecken B1 H1 ' u n d  B1 1J1 '' benutz t .  

Die so  erhalten en Punkte werden mit [er . 2 J  u n d [ c  1 .  2] bezei chnet (wobei 
ihre Vorzeichen zu berücksich t igen sin d) .  Hierau f  wirc� der Punkt  [cc .  2) m i t  

d e m  Punkte O� verbunden (wobei O� .1 1  J_ A2 .A1:i u n d  O"" A� = 1 ist ) ,  v o m  Pu n k t e  
[c l .  2 J  eine Senkrechte bis zum Durchschn i ttspunkte  [c l . 2] '  m i t  der Strecke O'J [cc . 2] errichte t und sct1 ! ießl ich vom Punkte [c! . 2] '  eine Paral lele zur Geraden 
All Alu gezogen (vide Fig. 3). 

c .  

Uü·, - u u  0 u u u u 
A � �-�i· ·<>------<>-,-,,_____,.,__ _ M '.! 

L, 

T ··f-----1c 1 2 • 

- z  

Auf d i ese Weise crh : l l tcn wir d e n  Punkt L.1 u n d  d i e  Strcd:. e O� /,� st e l l t  
uns l au t  der l etzten reduzierten Norm alglci chunß : 

[ c l .  2] 
z = - [cc . 2 1 

d i e  l etzte Vnbelrnnn te m i t  nega tivem Vorzeichen vor .  

Diese letzt e  "- onstrukti o n  wird entsp rechend, d a  bei  ihr  [rtJ als Di\' isor 
v ork om m t , m i t  dem Buchstaben « c >  bezeichnet .  

Bezeichnen wir den .Maßstab ,  i n  welch em die J\. oeffiz icn tcn au fgetra gen 
wurden m i t  l:, den fü r die Strecken O A = 01 A1 = O� A2 mit  o, so werd e n  
a1 1 e  Unbek an n te n  i m  l etzteren J\ilaßstabe abgelesen. 

Es sei noch bemerkt, daß bei der Bildung der Koeffizienten dt'r 7.\\'e i t c n 
reduzierten Normalgle ichung a l l e h iezu nötige n  Strecken der Strecke j) [(( /.>] ' i n  
der  Konstruktion � r P ,  dagc 1cn bei der  Bil du ng der Konstru k t i o n  t C ;> den 

Parallelen T [ac]' ( in der  l( onstt uk tion « a » )  d ie zur ersten R eduk tion , der St recke 
J..i�[bc-.- 1 ]1 (i n der l�onstruktion « b » )  die zur zwei ten Heduktion niHige n Strecken 
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�ntnornmen wurden . Wäre noch ei ne vierte Normalgleichung 111 reduzierter Form 
graphiseh . 9,arzusteHen, so müßten wir ihre Reduktion mit Hil fe der Strecken 
D fad]', J)l [b(.t . l ]' , /J� [cd . 2]' ausführen, w obei die nötigen Strecken in den 

. Konstruktionen « n » ,  11. b »  und «C'•  auszusuchen w ären. (Beachte dabei die Be
deutung tler en tsprechenden K onstrukt ionen . )  

Man fin det le icht ,  daß bei der Reduktion der Normalgleichungen au ßer d en 
quadnttischen Koeffizienten fol gen de die wichtigste Ro l le  spie len : 

bei d. R d. 2t0•1 Ngl . . [a b] 
bei d .  R .  d. 3ten Ngl .  , . . , . [ac] ,  [bc . 1 ]  
bei d.  R .  d .  4t•u N gl .  . . . . . [adj [bd .  1 ]  [c d .  2] 

• „ ' „ • . • • • ' • • • • • • • • •  „ • " • „ 
bei d. R. d. rt•n Ngl. . . . . . [arJ [br . l J [c 1· . 2] . . . . . [p 1' . 0] .  

Da mit  ihrer Hilfe die K oeffi zienten der reduzierten Normalgl eichungen auf 
eine . beqi1 e111 e u n d  wenig zei t raubende Weise erhal ten werden , habe ich s ie  Hi lfs
k Jeffizien tcn der entsprechen den reduzierten Normalglei chungen benannt.  

Es ist  z.  B .  die  vierte reduzierte Normalgleichu ng, also \�orletzte zu bilden.  
Die Koeffi zien te n d ieser Gle iclnmg si nd : [dd . 3] ,  [rlt' . 3 ]  u n d  [d/. . 3J. Diese Koe(fi. 
zieu ten können in fo lge n d er Fo rm d argestellt  werden : 

. r11df[ad] [bd. I J [bd . 1 ]  [c d . 2J [ cd . 2] ' [dd . 3] = [dd] -· -· -. - - - -·--- -- . - ' - - ·- . --- - - -' [an] l b b . l ]  [ cc . 2J 
[de 3] _ fdc] � [ad] [a e] _ _  Jbd . �J _[�t· _ _ . _!_J_ _ [�� · 2J [.c�2] 

· - L · [aa] [b b . 1] [cc . 2] 
[dl 3] - fdt] - [ad] [al] - [bd .  � JJ�L_!j _ _ [c�.-�) _ [c l_.:__�l 
· " - l  [aa] [bb . l ]  [cc . 2] 

Die drei Subtrahen de,  u m  die di e Koeffizien ten [dd] ,  [de] und [d/.] zu ver
m i n dern si nd,  werden der Reihe nach den Konstruktionen  «. a » , .. c b »  und • C »  mit  
einem Zi rkel entnommen und sch l ießl ich werdett d i e  a u f  di ese Weise entstan denen 
Strecken von den den Koeffiz. ienten [dd] usw. entsprechenden Strecken mit  Hück
sicht au f ihre Vorzeich en subtrah i ert. 

Dabei . ist noch ein U m.s;tand von Wichtigkeit .  Ist n �imlich e i n er der H i l fs
koeffr1.-ienten einer . reduzierten Norm alglei chung g le ich Nu l l ,  so ist die i h m  e n t
sprechende Konstruktion iu r Bi l d ung der betreffenden reduzierten Normalglei c h u ng 
unnötig. 

Dieser Umstan d  erleic h tert u11s sehr die graph i scli e Bi l dung der K oeffizien ter1 
der reduz ierten Nnrmalgl eichung. 

Beschränken \\· ir  uns nun wieder attf nur d rei Unbekannte. In der K on-
struk ti u n  " o  haben wir d.ie letzte Unbekannte z i n  Form einer Strecke O� /,'!. 
erhal ten .  Tragen wi r  sie i n  d er Konstrukt ion C( b »  von 01 gegen A 1  auf u n d  
z i ehen eine z ur Geraden A1 tl!1 Pasal le le,  so k önn en wj r laut der zweiten rcdu -
zierten N ormalglei ·Jmng : 

y = _ [b l .  1 1  + [b��u:.. 
[b b .  1 J 

die .zwei te Unbekann te y be�t immen .  



--. u ""'. 
..0 + :0 

j;„ . L lg. '/.- . 

b.  

3 3 5  

Bri n gen wir d i e  oben erwäh n te Para l lele z u m  Durchschni t te  m i t  der  St recke 

o;·· [bc.1] ,  s o  entsteht d adurcl1 d i e  i n  d e r  Fig. 4 m i t  Z 1  Z1 ' bezeich nete Strecke ,  
wel che dem Ausdrucke [bc . l ] z  e n tspricht .  Diese S trecke addieren w i r  m i t  l� ück

sicht au f d as Vorzeichen zur Strecke A1 [b ! .  1 ] ,  fül len dan n von dem so erhal tenen 
Punkte eine Senkrechte (iu A1 111; ) bis zum Durchschn i t tspunkte m i t  der Strecke 
01 [bb .  l ] , den wir sch l ießl i ch auf d ie Strecke 01 A1  proj iz ieren .  Die E n t fe rn u n g  
zwisch en 0 1  und dem a u f  diese Weise erhaltenen Punkte gib t  uns d i e  l.! nbe
kann te )' m i t  n egativem Vorzeic h e n  an. Ganz analog wird i n  der K onstru k t i o n  
« a  1> <lie  U n b ekan nte .i· m i t  H i l fe Jer schon b ekann ten Größen y und .r; au f G rund 

der  ersten reduzierten Norm algl eichu ng : 

· ( [a b] [a c] [a l] ) 
X' = -l [<ra} y + !�a�] ;:; -f- [a a] f 

best i m m t . 
Die Genauigkei t der graphischen Besti m m u n g  der L: nbeka1 1 1 1 tc n  \\' i rJ aus

f tihr l i ch im K apitel  II beh a n del t ,  deshalb übe rg·chcn \\ ir  sie c i 1 1 s twc i len  
u n d  w e n d e n  uns zur Best i m m u n g  der Gewich te der  L 11bcka 1 1 n lcn u n d  ihrer 
Fun k t i o n en . 

Den m i ttleren Fehler und das G ew i c h t  einer Fu nkt ion  der  itt1sgegl i c h en c 11 
Werte  .i·, )' , ·'" können wir grnphisch auf zweifache Weise bes t i m men.  

\rn bei  

1 .  Nac l 1  den Formel n : 

f:.�,2 = f . J:.:_ + [ ./; ' 1 ]' _ L f.h · 2]' } F 1 '\. [aa] [bb . J ]  1 [cc . 2] 0 

] 1: 1 + [.t, . l p - [.fa .}.] t  
�P.; :;:;= [aa] [bb .  l ]  -1 [cc . 2 ] . '  

. [a b] . c [ b c . 1 1 . . [n c] [/2 . 1  J =/s - --[� 1 1i ,  [ }; .  2] = [J• . l ]  -- -[b b_l ·]' [ t� . I J , [/, . l ]  /• - -[ -.j· /. , a n  . . a a. 
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2.  nach den Formeln : { [crn].f.1 + 2 [aß]faf, + 2 [« y]

.

/i f. } 
EF" = [ß {�] /t2 + 2 [ß y] f,� Eo 2 

[71 y] // 
[a a]fi1  + 2 [aß].fif, + 2 [cq]J.f, 

Pv = 
[ßß] fi1 + 2 [ß 11] hh 

[Y ?'] /a* *) 
Nach l .  werden EF2 und �F bestimm t, wenn es sich nicht so sehr um die 

Genauigkei t  ihrer Bestimmung han de l t . 

Man braucht nur die einzelnen f in gewissem Maßstabe als Strecken i n  den 
betreffenden Konstruktionen darzustel l en,  sie entsprechend zu reduzieren u n d  

1 
graphisch zn addieren.  Was den Maßstab von PF anbelangt, wird auf die be-

treffende Tabelle im Kapitel II verwiesen. 

Handelt es sich jedoch nich t  nur um ]:',�. und 1; , sondern auch um die 
�· 

Bestimmung von � = [c.rn]i )_, = [ß ß] u n d  }:J = [71 y] der Gewichte der Un-
li'. y & 

bekannten, so w ird ein dem Hausenschen**) analoges graphisches Verfah ren be-
nutzt, welches uns gestattet, alle in  der Formel 2. eingeklammerten Ausdrücke 
graphisch zu bestim men. 

aber : 

Für drei Unbekannte lauten die bezügl ichen sogenannten Gewich tsg-leichungcn : 

[a a] [a a] + [ab] [a ß] +  [n c] [cq] = 1 
[a b] [aa] + [b b] [aß] +  [bc]  [a y] = 0 
[a c ] [a a] + [b c ] [a ß] + [cc] [a y] = 0 
[aa] [aß] + [ab] [ß ß] + [ac] [ß 11l = 0 
[a b] [a ß] + [b b] [ß ß] + [b c] [ß r] = 1 
[n i ] [aß] + [bc ]  [ß {:l] + [cc ]  [ß r] = 0 
[aa] [a r] + [ab] [ß r] + [ac] [y y] = 0 ·[a li] [a r] +- [bb] [ß y] + [bc ]  [n1] = 0 
[a c] [a y ] + [b c ]  [ß 11] + [c c ]  [11 11] = 1 

Die letzten drei Gleichungen,  in reduzier ter Form geschrieben,  lauten 

•) Die Bedeutung der obigen Symbole wird durch folgende Überlegung kl argemacht :  
Da F = f (x,y, z) eine Funktio n der Unbekannten x, y, z ist, welche �ieder Fu nktionen der  
Heobachtungswerte I sind, so w ird eine Änderung der Funktion F n a  /1 dargestel lt durch  

dF 2F e x  'd F  2y 'd F" ? z  
d/1 = c'x 2/1 + 2J' c' /1 + 2& 2 /1 

dP 
· oder in abgeklirztt>r Schreibweise d 1, = /1 0:1 + /2 ß1 + /1 11. 

**) ;\stronomische Nachrichten, Bd. 8,  Nr. 1 92. 



a '  _[a b] _ , _ [ac] _ 0  [ 1 ]  + [aa] [ß 1 ]  + [a a] [y y] -
r l + lbc . l l 1 ., 0 ß r. j b b . I J  /' ? '. = 

l f r 11 ]  = 
-1 .-. �I l l . -

Indem wir also i n  der 3tcn K o nstn1ktion au f der G eraden 1 (oder  d e r  G e
n auigke i t  wegen 1 0) auft ragen u n d  ganz a u a l og w i e  be i  d e r  ßcst im m u 11 g  d e r  
Unbeka n n ten r verfahre n ,  si nd wir i m s ta n d e ,  den G c \\ i c h tskoeffi z i c n t c 11 I n· 1 (oder  
1 0  ( y 71]) auf  der Strecke Oi A: z u  erm i t te l 11 .  

Auf ganz dieselbe Weise, "· i e  früher  d i e  L' nbel..:: a n n l e n , werden  jetz t al l e  
übrigen in  diesen 3 G ewichtsgleichu ngen vorko m m c1 1dcn  G c\\· ich tskocffi z i c nten 
graphisch bestimmt .  

Hierauf wenden wir  uns zu der  nächst s t e h e n d c n  (� ruppe Jcr  Gcwi ch rs· 
glcichu ngen, deren H edukti o n  im al l gemeinen  n ur bis au f <l i c  G l eichung ,  i n  der 
das rcchtsstehcnde G l i e d  d ie  Ein h eit  i s t ,  vorge n o m m e n  werden muß.  

I n  u nserem Falle werden also n u r fo lgende zwei  G leich u n gen vo 1 1nütc n  se i n : 

[a (3J + j a b] l ß f3 j + l i! c] f lh' ]  = 0 lrw] · [aa] 
[13 ßJ = L= [b!.:_1 J J13 tl . [bb . 1 J 

Da die Strecke, d i e  <lern Koefl l z ien ten  lß 1 ' 1  en tspri c h t ,  bekau n t  i s t ,  si n d  
w tr  w i eder i 1 1  der Lag-e, a u f  G rund des Vorh ergelH' t l llen a l l e  ii b rig·c u i n  di esen 
2 G l eichu ngen vorharn enen Koeffi zi enten graph i s c h  zu best i m m e n .  

� c h l i e131 i ch  w ird a u c h  der G e \\· ich tskoefll z i c n t [ a a l  a u f  G ru n d  d e r  ( ; Je i c hu 1 1 g : 

graph isch bekan n t. 

:t 1 - [a b] l a f) j  - la r] [a yJ [ a a l = ----„--- -, a·äf�-- ··-·- . -· -
D iese Best i m mung L lcr G e\\' i ch t skoe fll z i c n tcn h a t  vor Jcr fri.i h c r  bcspro d i e n e 1 1  

den Vorzug, d a ß  a l l e  G e \\· i c h t  koc fl i z i c n t e n  üh n l i c h  w i e  J ie  L� 1 1 b d :l 1 1 1 1 t c 1 1  au r 
das gen aueste graphisch best im m t  wcnlcn  kö n n e n ,  was 1 1 u  nach:>t d1cn de11 l\ ap .  1 1  
au sführl ich erörtert werden so l l. (Sc l i l uß  f u l g t . )  

Bei trag z u m  rech n erischen Verfah ren d e s  Rück
wärtseinseh n e i d e n s .  

M i tgetei l t  vom Ing. j o s . R y s a v .\' . 
In d er östcrr .  Zei tschri ft für Vermessun gswesen ( I I I .  J ah rgang-, S. · � )  wurde 

ein  Verfah ren für das  Vtirgchen bei  der n u rn c rist:hen Berech n u n g  der ·o bg- en a n n ten 
Aufgabe vom Herrn K .  Bcrcdick mitge te i lt,  d tc  auf der von C a s s i n i  a ng-c
gcben e n  graph isch e n  Lösung basiert .  ln den folgenden .%ei l e n  sol l  eine Lösu 1 1 1� 
dersel ben Aufgabe angegeben werden,  welche vom theoret ische n  S. taH d p u n k lc 
interessi eren dürfte .  D i e  Prak tiker bevorzugen bei der numerischen Berech n ung 
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VIII. Jahrgang. 

Graphische Ausgleichung der vermittelnden, beding
. ten und anderen mehr komplizierte� Beobachtungen. 

Von Dr. Ka.spar Weigel, Adjunkt an der k. k. technischen Hoclischule in Lemberg. 
(Schluß.) 

II. Über die Genauigkeit der graphischen Bestimmung der Unbekannten, 

der Gewichtskoeffizienten und der übrigen mit Hilfe dieses Verfahrens 
bestimmbaren Grössen. 

Zwar können wir info.lge der Anwendung eines großen �faßsta.bcs für die 
Strecken 0 A = O, A, = . . . = l die Unbekannten, deren Gewichte etc. 
auch in ziemlich großem Maßstabe erhal ten , es könnten jedoch Fälle eintreten, 
daß ent weder die Genauigkeit ihrer Best immung doch für unsere Zwecke nicht 

ausreichend wäre oder unsere Konstruktionen eine all zu lan ge un<l breite Form 
erhalten müßten; ja, sie könnten manchmal deswegen ganz unausführbar sein. 

Dieser zweite Fall wird dann eintreten, wenn die Unbekannten, was ihrt> 
Größe anbelangt, die Einheit bei weitem überschreiten. 

Sind uns jedoch , wie gewöhnlich, Niiherungswertc der Cnbckannten bckan11t, 
so reduzieren sich die Verbesserungen der Unbekannten (mögen sie z. B. 6, l/, � 

heißen) auf Zahlen, die meistens zwischen O und I sich befinden oder wenigstens 
nicht viel über l hinauskommen. Wären keine Näherungswerte tlcr Unbekannten 

vorhanden (was doch selten vorkommen solhe), so werden nur so viele Beobach
tungen in die R echnung gezogen, wie viel die Unbekannten eindeutig bestimmen, 

d. h., uns deren Näherungswerte ergeben. 
Diese Ermittlung der Näherungswerte kann natürlich auch graphisch durch

geführt werden. 
Bei drei Unbekannten werden wir uns dreier Fehlergleichungen, jedoch 

mit dem rechtsstehendeo Gliede !Si= 0 bedienen. 
Zuerst müssen jedoch die Koeffizienten der betreffenden Gleichungen in 

der Weise geändert werden, daß keiner von ihnen etwa T'u eines beliebigen 
anderen beträgt. 
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Als erste Gleichung ' wird diejenige umgdlnderte Fehlergleichung genommen, 
bei der gerade der bei x stehende Koeffizient am grö ßten ist. Dieselbe Regel 
gilt bei der Auswahl der zweiten, dritten, eventuell der ander en geä.n<lerten 
Fehlergleichungen. Das Ahsolutcr\ied l kommt einstweilen nicht in Betra ht, da 

es, wie wir bei der Auflösung· der Normalgleichungen sehen werden, ohne 
Schaden fiir das Resultat  in anderem ihm entsprechenden Maßstabe aufgetragen 
werden kann. 

Für die Bestimmung der Näherungswerte dreier Unbekannten seien z. B. 
folgende 3 Gleichungen die passendsten: 

aPx + broy + CvZ + !" = 0 
a, x + hrY -f- c� z + l, = 0 
a.1� + h,1y + c,1z + /(1 = 0 

oder 111 redu:r.ierter Form geschrieben: 

::c ·!- f!..1,_ y + --5:__ z + ·� = 0 
a1, av a1, 

y + (c,. lt z + �:-�.!2 = O 
(b„.I) (br.l) 

z + �:::: �} = 0 

wobei de einzelnen Symbole fo]crende Bedeutungen haben: 

rr„ (111 (h„ 1)  = b. - -
ar> 

a„cro (c„ . 1) =Cr - --
11 J:l 

ar/11 ( !, . 1) = �. - --
(111 

(h� . 1) (c„. 1) (c�. 2) = (c,1• l) - --(b,. T)--·-
(/ " ) - (! 1) - _(b<I . �. ) _(�� 

'l. - - ". (b, ' 1 )  
aq cp (c� . l )  = cq - -ari 

. a� !,, ( !,, ' l ) = !„ - --
rr}> 

(/J 1 ) - ;, - �1!'-1!. fj • -...-- IJ rr„ 

(1,. 1) = !, - {!„ II' 
a1, 

Den so reduzierten Gleichungen entsprechen auch analog wie den redu
zierten Norm:ilglcichung-cn gewisse Konstruktionen «rP dJ» und �b, mit d ren 
Hilfe die Nähcrung-swerte nach dem früher Besprochenen leicht g-efunclen werden. 

])ic Bestimmung- der Nlihcrung-swertc wird jedoch m e is t ens unnötirr, denn 

wir sind i mstande , ;ni h Norm:llgleichungen, die von sehr ungeschickt aufgestellten 
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Fehlergleichungen herrühren, grnphisch aufzulösen, wenn wir nur \'Orcrst folg-ende 

Maßregeln treffen: 
1 .  Die Koeffizienten der Fehlerg-leichungen \rer<len so umgeiin<lert, daß sie 

alle mit Ausnahme der Absolutglieder / einander beinahe gleich sind.") 
in<l z. B. in den I• ehlerg·leichungen von der Form 

11i � + /Ji 11 + r; ; + /i = d\ 
die Werte der a "'-'= IOb ""� J( Or, so werden die Koeffizienten b mit lU, die 

Koeffizienten c mit 100 multipliziert und wir erhalten die Fehlergleichungen 111 
der l' orm: 

oder: 

!] � a f- _J_ l 0 b. - - + l 00 c -- -· --· + / - -1· • \, t 1 l Ü 
i 1 ÜÜ i - U ; 

a'i x -t- l1'i)' + c'; z --!- I; = o; 
Hierauf werden diese K.ocfGzicntcn zur Bildung der Normalg-lcichung·cn benutzt. 

2. Nrtch ihrer Berechnung \\'erden sie mil A usnahme der Absnhttg·lieder 
fo/] jb/l usw. auf den Geraden A Jf, A, J� . . . aufg·etrag-en, ttn<l z\\ar wird 
dazu so ei11 Maßstab ((k» gewählt, <laß cije größten, d. h. quadratischen l(oefll· 
zienten nicht all zu breite Konstruktionen bedingen. 

'3. Für die Auftragung der Absolutglieder wird nach Bediiri'nis ein anderer 
.Maßstab �1» benutzt, clamit sie, wenn sie sich ihrer (�rößc nach \'Oll den iihrigcn 
Koeffit�ienten unterscheiden, doch in unseren Konslrnklioncn anfi<C'tr:ig·cn wr.rrk11 
könnten. Da mau nach Jacobi in erster Niihcru11g· setzten ka1111: 

r111-1 lb/J jc/J 
x = jna] · · . , '' = [hh}' · · · " ;; = Jcc) · · · " 

so wird em solcher Maßstab für die Absolutgfü�dcr ge11·ihlt1 daß die S1rccke11-
v erhäl tnissc: 

[all 11>11 (c/] 
T�;1· 1tJ111' rccl 

kleiner als 1 werden,'�*) dann \\'erden auch die ansgt g·lic11enrn \Verte der 1 rnbr

kannten, als Strecken, meistens kleiner \\'ic die Strecke 0 .· / llck1· \\·enig·stens die
selbe nicht viel überschreiten. 

4. W�Lre trotz der U11üindent11g der Koeffizienten der Ft:hlcrg-leicln111g·c11 
doch in einer Normalgleichung der quadratische i(oeflizicnt kleiner wie die 
anderen Koeffizienten, so ist es rn.tsam, diese Norm::tl�lcichung: zur ersten Norrnal
�leichu11g zu ma hen. In diesem Falle wir<l ihre Ko11str11k(.io11 hühcr wie die der 
anderen ausfallen, sie wird jedoch so genau \\'ie di' iibrig·cn sein. Wür' si� <la-

*) Manchmal wir1I jedoch, namentlich hci" Ausgleiclqmg hc fingtcr Beobachtungen, wenn Winkel· 
und Seitenheding11ngsgleichungen sehr verschiedene Koeffizienten hesiizen, diese Umänrlcrung- un· 
möglich, was zw:Lr für die grnphischc Lösung ungi'instig ist, sie jedoch nur ci11 wenig verzögert. 

·!!-11>) Sollte trotzr!em der Wert einer IJnhcbnnten J bei weitem iHicrsc!1reit 11, 7.lltn Beispiel : 
[c /, 2) 

z = f,:�z} ·=-'" 10, so wird die Str11cke [.-!. 2] in zehn Teile geteilt und als Rcsult;1t IH:k(>mnlt m•tn 
z [c 1. 2] 

Tö - = Tö C �-. 2 J · 
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gegen als irgend eine spätere reduzierte Normalgleichung graphisch darzustellen, 
so müßte man eine Gerade durch den Endpunkt einer graphisch reduzierten 
Strecke verlängern, was doch für die Genauigkeit der betreffenden Konstruk'.tion 
.nicht vorteilhaft wäre. 

Der Maßstab «O• für die Strecke 0 A wird gewöhnlich 10: 1 angenommen, 
d. h. OA = O,A, = .  = l = 10 cm. 

Auch wird das quadrierte Millimeter-Papier für unsere Konstruktionen 
empfohlen. 

Überlegen wir uns noch die Konsequenzen der Verschiedenheit der in unseren 
Konstruktionen angewandten Maßstäbe. 

Es ist leicht aus der Ähnlichkeit der betreffenden Dreiecke n achzuweisen, 

d ß d · A d ·· k · [ab] [a c] · d M ß b d · d ·· k a 1e us ruc 'e, wie -[ -. ·] , -[ ] 111 em a. sta e «O», dagegen 1e Aus ruc ·e, a.11 aa · 

. [ab] [ab] [ab] [ac] 
.' 

. . T • 

wie -- [aa]-, [aa]-- m dem Maßstabe « h, d. h., 111 welchem dte Koeffizienten 
aufgetragen wurden, erhalten \Verden. 

Die Ausdrücke, wie [l,zl]], werden in einem kombinierten Maßstabe erhalten 
aa . 

und zwar !!.{ Dies ist auch die Ursache, daß der Maßstab, in dem die Unbe-

o l [c l. 2] 
d d �r ß kan.nten abgelesen werden, auch -h ist. Denn , da z = -[l:c.2] un er n a -

stab für {;� : -;� derselbe ist wie der des Ausdruckes {: ;]' muß er auch für z, 

0 l y und x gelten . Benennen wir das Verhältnis der Maßstäbe -,--:- mit p, · ,- mit q, 
� f� 

so ist !!..f = p. q. k; �s werden also die Unbekannten in einen p. q größeren 

Masstabe wie die Koeffizienten erhalten. 

Sind keine Näherungswerte vorhanden so wird in der Regel das Verhält-
• 1 

nis der Absolutglieder zu den übrigen Koeffizienten bedeutend größer \\'ie 1 
ausfallen .. 

In diesem Falle müssen wir also, gemäß dem Vorhergehenden, einen viel 
kleineren Maßstab für die Absolutglieder als für die übrigen Koeffizienten wählen . 

Es wird also p � 1, dagegen q < 1, was für unsere Zwecke nachteilig ist. 

Dennoch werden die Unbekannten unter diesen Umständen graphisch be
stimmt und ihre so erhaltenen Werte in die Normalgleichungen eingesetzt. Wegen 
der kleinen Genauigkeit ihrer Bestimmung werden sie die Normalgleichungen 
nicht erfüllen, sondern linksseitig kleine Abweichungen von Null liefern . 

Die bereits für die Unbekannten erhaltenen Werte wollen wir .um Unter
schiede von den die Normalgleichung erfüllenden ;r,y, z mit x',y', z' bezeichnen . 

Sie sind aber nichts anderes, als mit Hilfe unserer Konstruktionen b eo b ac h tete 
W e r te von :ro, y, z; deshalb werden sie die Normalgleichungen nicht erfüllen 
können. 
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Da die Normalgleichungen in diesem Falle Bedingungsgleichungen sind, 
sind' x' 11' z' bedingte Beobachtungen. 

Da aber in unserem Falle die Anzahl der Bedingungsgleichungen der An
zahl der beobachteten Größen gleich i st, haben wir mit keiner Ausgle ichungs
aufgabc mehr, sondern mit einer bestimmten Aufgabe aus " Gleichungen n Un
bekannt e zu finden, zu tun. Auch we rden die Verbesserungen der Unbekannten 
den Charakter wahrer und nicht bloß scheinbarer Fehler 'haben. 

Für drei Unbekannte lauten die Bedingungsgleichungen (alte Normal
gleichungen): 

[aa] :r + [ab]J1 + lac];; + [al] = 0 
[ab]x + [bb]y + [bc]z + [b/] = 0 
[ac]x + [bclY + [cc]z· + lcl] = 0 

Setzt man statt der wahren (in bezug ;mf die Normalgleichungen) die 
beobachteten Werte der Unbeka.nntcn ein, so sind die Bedingungsgleicbun�en 
ni cht mehr befriedigt und liefern zu ihrer rechten Seite Widersprüche m1, w1, ü13: 

[aa]:r:' + [ab]y1 + [ac]z' + [al] = w1 
lab].r:' + [bb]y' -+ [bc]z' + [b/] =eo, 
l a c] ;v' + [b c] y• -+- [c c] z' f- 1 cl] = w, 

Damit also die Bedingungsgleichungen streng erfüllt werden,  müssen an 
den beobachte ten Werten folgende V erbesserungen angebracht werden: 

[aa] (a::' + cLi·) + [ab] (y' + d)) + lac] (z' + ö'z) + lal] = 0 
jab] (1::' + o :r) + [bb] (y' -f- ö';1) -j- [b c] (z' + o z) + lb I] = 0 
lac] (�,1;' + cfx) + [bc] (y' + äy) + [ccJ (z' -1- o'z) + lcl] = 0, 

welche aus folgenden 3 Gleichungen e indeutig zu bestimmen sind: 
[aaj O:C ·+ !abl oy + (ac] OZ + W1 = Ü 
[ab] OX + ibb] O)' + l,bc] Ö'z + Ws = Ü 
la c] o'.-c + lb cl oy + !ccl 1Jz + ro, = 0 

Diese sind entstanden durch die Subtraktion jeder Gleichung der vorletzten 
Gleichungsgruppe von der betreffenden Gleichung der letzten Gleichungsgruppe. 

Um die Verbesserungen graphisch zu bestimmen, braucht man nur die den 
Ausdrücken (ms. 1) und (m�. 2) entsprechenden Strecken graphisch zu ermitte ln, 
und ein dem früher bei der Ermittlung der Unbekannten analoges Verfahre n 
liefert u ns in der Form von Strecken die Verbesserungen o'a', d'y und ö::. 

Es wird also �z aus der dritten reduzierten Bedingungsgleichung: 

o' z + ( ro. · 3.L = o [cc. 2) 
graphisch bestimmt, und rückgänglich gelangen wir zu den Werten der übrigen 
Unbekannten öy u nd d'x. 

Da jedoch die Widersprüche ro,, co1, ro� im Verhältni sse zu den übrigen 
Koeffiiienten sehr klei ne Zahlen sein werden, werden wir uns beim Auftragen 
der selben eines viel größeren Maßstabes «eo t als früher beim Auftragen der 

Koeffizienten bedienen. Benennen wir das Verhältnis -k- mit dem Buchstaben s, 
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Ci) 
also s = k' so werden die Verbesserungen ö'x, oy und oz, da sie nach dem 

Vorhergehenden in dem .Maßstabe o�u bestimmt werden, in einem p. s größerem 
Maßstabe ermittelt, als die Koeffizienten [aa], [ab] usw. aufgetragen wurden. 

Werden die Werte x'+äx, y'+ ö'y und zi+oz iu die Nornn.lg-leichungen 

substituiert, so werden sich höchst wahrscheinlich wieder Widersprliche ro',, w'2, m's 

zeigen . Analog wie früher fortfahrend, erhalten wir neue V crbesse rungen der 
von uns beobachteten x' + o x, . . . . 

'Vir sind also imstande, nur mit Hilfe der Konstruktionen «a» «b» «C» die 
Unbekannten mit beliebiger Genauigkeit zu bestimmen. 

Die Unbekannten erscheinen dann in der Form größtenteils stark konver
gierender Reihen :"') 

.:t' = X1 + iJ X + Ö'' :r + 011 X + 
Y = y' + O'y + "i'y + o"y + 

<f X (n) 
. Ö) (n) 

lJ = z'. + (j'z + o' z -f- rJmz + . oz (n) 
Ganz auf dieselbe Weise kann die Genauigkeit der Gewichtskoeffizienten 

verschärft werden. Die von ihrer ersten Bestimmung herstammenden Wer te 
[aa]', [aß'/1 • • • • werden die Gewichtsgleichungen nicht vollständig· befriedigen , 
sondern die Widersprüche 

Wßt, Wß2, filßs, 
w1i, w.12, m-rn, 

liefern, mit deren Hilfe wtr die Verbesserungen der Koeffizienten o aa, o a(� usw. 
bestimmen können. 

Zur Kontrolle könn�n schließlich die bekannten Beziehungen dienen : 

.+ +. [a/] [aa] + [bl] [aß] + [cl] [ay] = 0 
y + [a/] [aß] + [b/] [ßß'] + [c l] [ß11] = 0 
z + [a/] [a71] + [bl] [ß1•] -+ [cl] [71rl-:- 0, 

die ent<\,�cder· rechnerisch oder auf einer Geraden graphisch durchzuführen sind . 
. Wurde bei der Bestimmung der Koeffizienten [aa]', [aß]' . . - 1  in 

dem Maßstabe "= d: aufgetragen, so wurden dadurch die Koefiizicnten [at1'.]' 

[a/3]' in
. 

dem Maßstabe oku bestimmt und daher muß die oben erw�llmte Kon-

. I O'Xi lu 
trolle in dem Maßstabe -0. T = k- vorg·cnommcn werden. 

Wir können aber auch das Glied [l l. 3] = [p o O'] graphisch bestimmen und 
II 

D zwar in dem Maßstabe -k . a [/./] als Strecke g·ewöhnlich zu lang ausfallen 

--·--·-·-

•X•) Dabei ist die Konvergenz im ersten Grade abhängig von den Maßstflben, in W€lchen clie 
Koeffizienten [aa] . . . .  und die Widersprüche 01 aufgetragen wurden. Pa die heim Auftragen der 
Koeffizienten [aa] (ab] . . • .  beg1u1ge11en F�hler a [aa], o [ab] bei mehrmaliger Ausgltichung dieselben 
bleiben, muß man solange die A usgleicbung fortsetzen, bis e ,.\' (n) a [a a ], i'i y (n) o [al•] . . . . \'Cr
�chwiadend kleine Größen werden. 
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würde, wird bei der Reduktion nur em Teil desselben benutzt, wie dies in 

unseren Beispielen gezeigt w urde . 
Zwar kann die Genauig-keit von [Po' ö'] nicht vcrg-rlißert \Ycrde11, sie wird 

jedoch in den meisten F:Lllen zu der Bestimmung· des mittleren Gc\\ichtcinhcits

fehlers s0 ausreichen. Die genauere Besti m mung vnn ;:0 erlolg·t auf dem \\'cgc 
durch die Fehlerg'leichungen. 

Dieses Verfahren eignet sich zur Ausgleichung- je<:ler Bcobachtung-c11, \\O 

'die Normalgleichungen die Hauptrolle spielen, also auch bei Jcr \usg;lcichung 

bedingter BeobachtLtngen, vermittelnder Bcobachtunµ;cn mit ßelli11g-ungsg-leicln111g-c11 
und bedingter Beobachtungen mit Unbekannten. lhzu sei noch bemerkt, chi.\ 
ma.n mit Hilfe �ihnli c her Koustruklionen wie cie fri.iheren "a „ �b)) "o auch alle 
Koeffizienten tlcr Normalg·lcichung·en [11a], [r1hJ, . . .  gTaphisch bilden kann. 

Schließlich sind wir imstande, �th111ich wie in dn 13aumcchanik u. dµ;I., alle 

Ausgleichungen au[ gTaphischem Weg-e durchzuführen ullcl d:t7u viel schneller 

und genauer wie mit Hilfe der «rechnenden �lelhode der klcinste11 Quadrate». 
Die Folg·en der Benützung verschiedener Maf.lstä.be seien durch nachstehende 

Tabellen klargemacht: 

1 Fiir die Ausdrücke: ] ang11�'.:��;;�:��ICll 1 
=="'-'-��·- ..co.c=='-·=---"'-"'-�' .-.-.„=o.�.-----=-==·"I 

[aa], [ab J . . . h 

auf d. G. 0 A = 01 //1 
-·

-----------
-

------·· i {a !], {b !]. {c IJ . . . ! = ft !.· 
1 1 - �-�:- - � -- �nn. �·.-[t1 n�J . . -.-- 11111-- y"_-=�r-1.- -· ·-, --- ------ 1 

1 <H1• Ul:v Ols • .  , 1 1 <tl = s !: 
···------· „. ------11--- -·---· - „.„ 

Ola11 w .... „ <•laa . • , 
I<\' = / /.· 

-------„--�---·- l --·--- -----' -�---

./,' .!2. /, ... f = lfk 
---- : -··--------·---· 

lnfolgc11esscn 
för die Ausdriicke : 

r: zu Kehrau „henclcn 1 
" Mal{stahe il 
1 __ ,}1 I_ = p . tJ . !.· 
1 \ 

·------ - --- -··--·-- .. 1 
[ . •,7 

, ox 

, __ :_o..J', -� � �-�-�-„-1!<�� -� p��.·-/�--1 
1- __ ' " ��-:'· . �- _:__ - -!i ��;--�p- ' , -1 

�l„„J, ?.10�1··. i; K =f'.t.�· ; 
-

------ ·-···· . - - .„ ···--·-. j,- ---�·-·-·--

. � j: I ! " 
- 1 }, f/' ?zl 1 . oc_ •r, !.· 

,-H--•------- -- -- -- -- - --�-- - - - -·--

1 l I' .Jf .:.. u�I.· 

.�· · , y', -:; iil'i Lkr Kontrolle 
, ___ -- -

lz 
k ...::o '/. „. �' 

Zum besseren Vcrsfündnis des von mir ang-eg·cben 'II Verfahrens f iig-e i 'h 
rn dem Anhang·e ein Beispiel hinzu. 

Anhang. 

Eine iibers.ichtliche Zciclrnung liefert das von Dr. W. Joruan in dem Jland
bud1e für Vermessungsk.un<lc, B. f, S. 10? (Stuttg·art 190+) a11geg- 'hc11e !.alden

bcispiel mit Jrei Unbekannten: 
J 7. 5 0 X -- (i. ,.. Ü J' ·- 6' 5 0 ,;; - 2 l -1- = 0 

-1- 17·50.Y- 6·50::: - 13·<)6 = 0 
-- -�- 2o·so s + s·-1.0 = u 

+ 100·34 
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Die beigefügte Zeichnung  enthält die ganze Ausgl eichungsrecbn ung. 
Die Koeffizienten [a a], [a b] un d die Abso lutg;lieder [ a l ] ,  [ul ]  

wurden im Maßstabe 1 :  1 und die Strecke OA im Maßstabe l 0:  l aufgetragen.  

Es ist also « h = I ,  c b = I ,  « O » = I O und der Maßstab für x', y', z1 :0: = 1 0. 

Das R esultat der ersten Ausgleichung w ar : 

Z' = 0·32,  y' = 1 · 1 7 , x' = 0.68,  
welche Zahlen d ie  Normalgleichungen bis auf folgende Widersprüche befriedigen :  

fil1 = 0·07 5 ,  fil1 = 0 ·0 1 5 , W3 = - Q·065.  

Dieselben wurden i m  Maßstabe 1 00 :  l aufgetragen und es wurde mi t  ihnen 
als Absolu tgl iedern die zweite A usgleichung rasch vorgeno m m e n .  

Die auf diese Weise erh altenen u n d  d e r  Ze i ch nu ng im Maßstabe 

OOJ 
T = 1 000 : 1  entnommenen Verbesserungen : 

o z  = 0 ·0009, ö'y == - 0·0023, rS x  = - 0 ·0048 ,  

, bestimmen,  addiert zu  den früher erh alten en x ', J'' , z '  die Unbekann ten : 

;r = x' + ö' x  = 0 ·6752 

·v = Y' + c5y = 1 · 1 67 7  
"" - " 1  L .li> .,, - 0 · 3':>09 

lliJ - � -r- u � - „ 

Die Bestimmu ng der G ewichtskoeffiz ien ten [cm ]  f aß]  . , der Summe 
[p ö'ö] und det Kontro l lwerte für x',  y' ,  z' bedarf keiner Erläu terung mehr. 

.1 

---r-· ... ----: 7 

' 
i 

! r ·r�: '=i·:�:· 
l i l ! 

... � . .. 

„„„„„„ ... 
„„„ . „

.
„ .  „ „  . .. „ „ „ „ „ . „ . „ . „ .. pSS  

lJ !„ . „ . . . . .  „ . „  . . . . . . . .  , . . . . . . . . . . . . . . . „ . . . „ . . .  . 

• „„. „ „ „ „ „  " '  „ „  „ „.„„. r . „ nrc 1 - , 
�„ aa . al .„"„ „.„ . „„ „ „.„ „a r - bl „ „ „ . „ „„.„.„ „ . 

.
. ·· ". �I� � � „„ . .f_ . 

80 
.„ I I  

3 + 3; 
- - - - -..!.. 1..l -

1 
-- - - -1-- -

1 
/ 

_ _ _ _ _ _ _ _  _l _ _ _ _ _ _ _  _ 

_ _  _}_ __ _ _ 

f""" '"" -- --1-- -
1 / 
: / 

;,..r:::>.. ?o::.� �<:2. 
1 ! l 

.i . . .  :i .. t „.-"�· 

90 

bl . 1 2  
- . „„„ „ 1ib.I - "T:. 

" . . .  „ ..... . . . . . . . . . . . .. . . . . .  „. 

-�.a1 :..„ . . „ .- „„ „  
. .. „„„„ 
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Die bezügl ichen l\f aßstäbe si n d  okx = 1 00 :  1 ,  ��-· = 1 :  1 und  x = 1 0 :  1 .  

Die auf diese Weise erhaltenen Resu l tat e  w u rden i n  der n ach stehenden  
Tabelle nebst d e n  v o n  D r .  W. J o r d an angegebenen zus a m m e ngeste l l t ,  wobe i  
zu bemerken ist , daß d i e  letzteren, da sie  m i t  e i n e m  R echenschieber best i m m t  

· wurden, bei weitem den ersten in bezug auf  d i e Genauigkeit  nachstehen.  

� 1 B e s t i m m t  1 ..... l mit den 
t graphisch Rechen-
::; 1 schiebcr ==,;;=:=-=--= =--== 

X 0 ·6752 0 ·67 
JI 1 · J 677 1 · J 7  
z 0·3209 0 ·32 1 [pcMJ 84· 35 1 84·35 1 

� j l B e s t i m m t J 
� 1 / 1 m. d .  
� 1 graphisch Rechen-
� 1 1 schicber 

aß 
a y  

0·094 r � ·094 
o ·os2 o · os 2  
0·046 0·046 

"' !! B l' s t i rn m t 11 � ; j  
.... I I 1 m. d .  
„ j ' graph isch 1 Rechen-
;:: __ _J_ _____ _l_ �_c..!1_i�_h�� 

- ��-11- ���-�; T�o�; ß y  1 0 046 1 0 · 04-6 
yy 1 l 0· 0 7 8  0·078 ! 1 1 

Wi e sehr die Genauigkeit  d er Best immung d er Cnbckanntcn d urch d i e  
zwe i te Ausgle ichung gest i egen ist , kann m a n  schon aus dem l'msta n d e  erken nen,  
daß zuletzt  d ie  Unbekann ten d ie  Normalgleichungen bis auf folgenue Wider
sprüche erfüllen : 

al ' 
.• „„ „ • •  „ . .  „ „ „  . . · · · · · - - -��t·r ·- -·-

-+-----. 100 .
. „ . ... •· t!; 

[aa] x + [ab]y + (a c] z + [ a / ]  = + O · OOO l 
[ ab] x  -t [bb]y -j- fb c] z  -j- [ bt l  = + O·OOO I 
[a c ] x  + [b c ]y -j- [c & ] ß'  +- j d] = - 0·0004. 

1 
N / 
31 

.... 
rl" �· 

3 t:i  u 3 0 u / 
1 1 + 1 "'-./ 

t---+------r ,' ·----�-�/ 
,/ ; ./" 

-·-· -· -- - -- --- -- -- - - - -- -·--- - -· - - - --·· --� / J  

/Maßstab 
· fü r· 

�- .. z • . . .  �- · .. . . H et . . . . . � 
„ ,"ay a l ;. . · . p� bl . · • 

[ aa l  1 :  1 
f a 1 1 1 t 
0 A . 10 : 1 
x ' y'z '  10  1 
t h . Öv Ö z  1000 : 1 
o:a _ . . .  100 : 1 
pSS .  1 · 1 
x 'y'z '(KonlrollP) 10 · t 

(M. · t : 1 • 1 cm-1) 


