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Graphische Ausgleichung der vermitteinden, beding-
ten und anderen mehr komplizierten Beobachtungen.
Von Dr. Kaspar Weigel, Adjunkt an der k. k. technischen Hochschule in Lemberg.

Einleitung.

Bis zum heutigen Tage ist noch allgemein die Meinung verbreitet, dal die
strenge graphische Ausgleichung der rechneriseh durchgefiihrten weit nach-
stehe.*) Und wirklich, obgleich die Literatur der strengen graphischen Aus-
gleichung ziemlich bedeutend ist und vom theoretischen Standpunkte manche
interessante Probleme aufweist, kann doch kein graphisches Ausgleichungsver-
fahren mit der «rechnenden Methode d. kl. Q.» konkurrieren.

Der hauptsichlichste Mangel aller graphischen Ausgleichungen besteht darin,
dufl sic bei Beobachtungen, die mit Hilfe ven Normalgleichungen mit mehr als
zwei Unbekannten ausgeglichen werden, im allgemeinen versagen. Zwar kann
die Ausgleichung beim mehrfachen Rickwiirts- und kombinierten Einschneiden
doch auf graphischem Wege durchgefiihrt werden, bei der also Normalgleichungen
mit drei Unbekannten, vorkommen, es wird jedoch dadurch keine Zeitersparnis
erlangt, da man die Ausgleichung zweimal vornehmen mufl. Auflerdem beziehen
sich alle diese Ausgleichungsarten lediglich auf die trigonometrische Punktbe-
stimmung durch Einschneiden.

Die vorliegende Abhandlung setzt uns in den Stand, alle Ausgleichungen,
die auf Auflisungen von Normalgleichungen mit beliebig vielen Unbekannten
basieren, graphisch zu behandeln.

Dazu sei bemerkt, dafl die Genauigkeit der Bestimmung sowoh! der Un-
bekannten, sowie ihrer Gewichie u. dgl. beliebig gesteigert werden kann.

Infolgedessen kanu dieses graphische Verfahren mit der «<rechnenden Methode
der kleinsten Quadrate» nicht nur konkurrieren, sondern iibertrifit auch diesclbe
an Schuelligheit der Ausfithrung und, wus besonders hervorzuheben ist, auch
an Genauigkeit der erhultenden Resultate.

1. Der Gauss'sche Algorithmus in graphischer Darstellung.

Den Schwerpunkt der Ausgleichung vermittelnder, bedingter und anderer
mehr komplizierter Beobachtungen bildet ymmer die Auflésung der auf Grund
der Aunahme [p0dd] = min. aufgestellten Normalgleichungen.  Meistens werden
auch die Gewichte der die Normalgleichungen belriedigenden Unbekannten ver-
langt, wie es z. B. bei den vermittelnden Beobachtungen der Fall ist.

Um solche Beobachtungen aufl graphischem Wege ausgleichen zu kbunen,
muld man Normalgleichungen von beliebiger Anzuhl der Unbekannten oder irgend
ein ihnen gleichwertiges und vollstindig iiquivalentes System von Gleichungen
graphisch darstellen. ‘

Der Einfachheit halber werde ich die Koeffizienten der Normalgleichungen
in der Form: [aa], [ad], .. .. schreiben, wobei zu bemerken ist, dafy bei Be-

*| Vergleich: Mandbuch d. Vermessungskunde von Dr. W. Jordun, Stut'gart 1904, 2. Bd., S, 378,
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obachtungen mit ungleichen Gewichten dieselben zu beriicksichtigen sind und

zwar bei vermittelnden Beobachtungen in der Form: [gaa], [p(z&] ..., bei
bedingten Beobachtungen in der Form: [{'f], [_"?‘6] .

Nehmen wir also in Betracht # Normalgleichungen mit » Unbekannten bei-
spielsweise in der Form, wie sie bei vermittelnden Beobachtungen vorkommen:
[aalx+[adly+ [aclz4 . . . . . F+[al]=0
[ab]x—}-[bb]y—}-[bc] ~+ . ... . F[6/]=0
[aclx + by 4 [cds+ . . . . +[cl]=0
[ar]x—{-—[br]y-}-[cr]z—l—. o v F[r]=0
und iiberlegen, wie man dieses Gleichungssystem graphisch darstellen kénnte.

Drei Gleichungen von ebensolcher Form nur mit drei Unbekannten be-
stimmen uns die Lage des Punktes im Raume. Stellen wir uns aber einen Raum
von 7 Dimensionen vor, d. h. einen Raum, in dem man imstande wiire, in einem
Punkte 7 zu einander gegenseitig Senkrechte zu konstruiepen, so bestimmen uns
in einem solchen Raume » Normalgleichungen auch die Lage des Punktes von
den Koordinaten: x, g, 2 usw, Nach der Elimination der ersten Unbekannten ver-
fiigen wir iiber #—1 lineare Gleichungen, die uns wieder die Lage desselben
Punktes, aber im Raume von #—1 Dimensionen bestimmen.

Durch die Elimination einer Unbekannten haben wir im Sinne der ana-
lytischen Geometrie die Projektion eines Punktes im Raume von » Dimensionen
auf einen Raum von r—1 Dimensionen ausgefiihrt.

Schliefllich befinden wir uns nach Elimination von r—1 Unbckannten in
einem Raume von pur einer Dimension und erhalten die letzte Koordinate des-
selben Punktes in Jform von einer Strecke.

Wir konnen jedoch jedes System von » Normalgleichungen durch » Gleichun-
gen von der Form der Fehlergleichungen, aber mit d =0, ersetzen und so cin
Gleichungssystem wird als der gegebenen Beobachtungsreihe und deren Normal-
gleichungssysteme vollstiindig dquivalent bezeichnet.®)

Lin obiger Definition unterliegendes System bildet demgemiif auch das
System der reduzierten Normalgleichungen, welches fiir die Auflésung der Normal-
gleichungen von grofler Wichtigkeit ist.

So ein System, der Einfachheit halber nur fiir drei Unbekannte, lautet:

o fab) . [ac] lal) wic :
x - ey ' Gl z+- aa] =0 m. Gewicht [aa]
¥ Ei; H z -} [[z; I]]J =0 m. Gewicht [66.1]
&} {[C i} =0 m, Gewicht [¢c¢.2],

[a] _[60.1] " [c2.2]
feafet © [85L1] © [ccB)
Bcob(uhtungswcrte mit den Gewichten: [aa], [64.1), [cc.2] ansehen kann,

als unabhingige fingierte

wobei man die Glieder —

*) AUSB|Cl£hungsrcchnung n. d. M. d. kl. Q. v. F. R, Helmert, lLeipzig u. Berlin. Verlag v.
Teubner 1907. S, 2132,
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Da beim Gauss'schen Algorithmus reduzierte Normalgleichungen die Haupt-
rolle spielen, sah ich mich bestimmt, nicht gerade Normalgleichungen, sondern
eben reduzierte Nermalgleichungen graphisch darzustellen.

Jede reduzierte Normalgleichung stellt im Raume von so viel Dimensionen,
wie viel Unbekannte sie besitzt, ein der Ebene im Raume von drei Dimensionen
entsprechendes Gebilde vor, bis schliefilich bei der letzten reduzierten Normal-
gleichung die Ebene des Raumes zu einem Punkte zusammenschrumpft.

Da wir nun alle Unbekannten riickgiinglich bestimmen kdnnen, mag uns
erlaubt sein, reduzierte Normalgleichungen als Gleichungen von nur einer Un-
bekannten, nimlich der freistehenden zu betrachten. Jede so aufgefafite reduzierte
Normalgleichuny stellt uns cinzelne Strecken vor, welche als Zahlen betrachtet
und mit gewissen cinstweilen noch unbekannten GrioBen multipliziert, nach voll-
brachter Addition uns den numerischen Wert der freistehenden Unbekannten mit
negativem Vorzeichen liefern. Diese Darstellung der reduzierten Normalgleichungen
eben, erginzt noch durch eine Hilfskonstruktion, werden wir in vorliegender
Arbeit anwenden.

Die einfachste und zugleich am meisten iibersichtliche graphische Dar-
stellung reduzierter. Normalgleichungen, z. B. mit drei Unbckannten, wire
folgendermaBen:

Auf einer Geraden A, vom Punkte # an, werden die den Koeffizienten
[@4], [ac], [@/] und [aa] entsprechenden Strecken im passenden Mafistabe auf-
getragen®) und zugleich die Endpunkte der Strecken mit entsprechenden Koelhi-
zienten bezeichnet, wobei die Vorzeichen derselben berticksichtigt werden miissen

{vide Fig. 1).

Fig 1

*) Aumerkung: Da wir i den Normalgleichungen nur mit absolu en Zabklen zu tun haben,
kang von einem Mafistabe eigeatlich keine Rede seiny um jedoch hei uwnseren Konstruktionen ein
vergleichendes Mafi zu haben, habe ich angenommen, da@l dann eine Zahl als Stirecke im Mal3stabe
111 aufgetragen wurde, wenn iliren Einern Zentimeter auf der Strecke en'sprechen,
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Hierauf wihlen wir einen beliebigen Punkt O auf der im Punkte A errich-
teten Normalen, senken von den Punkten [@d], [@c] und [@/] Normalen his zu
den Durchschnittspunkten mit der Geraden O [aa), projizieren die so erhaltenen
Punkte [@d) [ac) und [@/) parallel zur Richtung A M auf dic Strecke OA und
erhalten auf diese-Weise die Punkte /&, C und L.

Da die Strecke O A als cine Zahl von der GriBe 1 angeschen werden
kann, so stellen uns die Strecken O &, OC und OLZ in dem fiir die Strecke O A
benutzten MaBstabe auch Zahlen vor, die den Koeffizienten der ersten reduzierten
 Normalgleichung entsprechen, was leicht aus der Ahnlichkeit der betreflenden
Dreiecke bewiesen werden kann.

Diese erste Konstruktion benennen wir mit dem Buchstaben «a2», weil bei
ihr die Hauptrolle der Koeffiztent [aa] spielt.

Um auch alle zur Bildung der Koeffizienten der iibrigen reduzierten Nor-
malgleichungen nétigen Ausdriicke in Form von Strecken zu crhalten, verbinden
wir die Punkte [a], [ac] und [2/] mit dem Punkte O und ermitteln die Durch-
schmttspunktc BpBv CCCm L L L dieser Geraden mit den Geraden
Llad), Clac’ und l[ ]

Alle fiir dic Bildung der Koeffizienten der iibrigen reduzierten Normal-
gleichungen notigen Ausdriicke erscheinen dann in Form von Strecken: LB
BB BB CC CC CC», LL LL* LL* und zwar, wie man sicht, mit
Ausnahme der quadratischen Ausdriicke mit Kontrolle.

So wird z B. der Ausdruck M auf zweifache Weise dargestellt,

laa)
nimlich durch die Strecke B B8“ oder CC', wie man leicht aus der Ahnlichkeit
der Dreiccke: A AO[acloco \ B OB
und A AO[ableo A\ COCY

hei Beriicksichtigung, da O A =1, ersieht. Die so erhaltenen Strecken werden
in dem fiir die Koeffizienten [a«], [2/] benutzten Malistabe abgelesen.

Hieraut wird auf ganz analoge Weise die zweite reduzierte Normalgleichung
dargestellt.

Auf ciner Geraden A, M, werden die Koeffizienten der zweiten Normal
gleichung mit Ausnahme der ersten von A, aus aufgetragen, hierauf wird der
Punkt O, aut der im Punkte A, errichteten Normalen in der Entfernung A, O, =
A0 =1 gewithlt. Um schlieBlich die graphische Darstellung der zweiten redu-
zierten Normalgleichung

S [(Jc b= o {e2 1)
26 ° T 1w ]
«u erhalten, bilden wir Strecken, die den Koeffizienten :

65 .1) = [68] — li’?g’]lg’]”’]

—_ [ad] [ac]
[6c.1)=[be] — (0]
[2d] [a?]

(2 2 entsprechen,

-=0

(60 1) ={b1]—
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Aus der Konstruktion «a» werden dic Strecken 58, A b~ BB mit
einem Zirkel entnommen und von den entsprechenden Strecken der Konstruktion
«b» mit Berlicksichtigung ihrer Vorzeichen subtrahiert. Auf diese Weise ent-
stehen Strecken, die den Koeffizienten der zweiten reduzierten Normalgleichung
entsprechen und deren Endpunkte mit den Symbolen [be. 1], [67.1] und [64.1]
(natiirlich mit Beriicksichtigung ihrer Vorzeichen) bezeichnet werden.

Hierauf wird analog wie bei der Konstruktion «a» verfahren und als Er-
gebnis erscheinen auf der Strecke O, 4, die Koeffizienten der zweiten reduzierten
Normalgleichung in Form von Strecken O, C;, 0,5, und aufl den zur Geraden
A, M, parallelen Strecken &, [be. 1] € [67.1], die zur Bildung der Koeftizienten
der nachfolgenden reduzierten Normalgleichungen nitigen Ausdriicke auch in Form
von Strecken: €€, €, G*" usw., was in der Fig. 2 ersichtlich gemacht wurde.

Fig 2
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Schliefilich iibergehen wir zur graphischen Darstellung der letzten redu-
zierten Normalgleichung.

Auf ciner Geraden A, M, werden die entsprechenden Koeffizienten der
letzten Normalgleichung, . ho alle, mit Ausnahme der zwei ersten, in demselben
Mafistabe wie in der Konstruktion «ae» aufgetragen.

Um die uns nétigen Strecken [ec. 2| und [¢/.2] zu erhulten, miissen wir
doppelte Reduktion der Strecken [ec] und [¢/] vornehmen und zwar, da:

be 1] [be 1]
‘e, N=1re N l — !,.“-”V;ﬂ.‘____.
fee-2) = [er. 1] — 0
be 1) [01.1)
L. 0N =1T(cld. 1] — ,L__.._ iy Sisf'
iy legller. 1] (46 1]
rellac]
faa| .
miissen wir diese Reduktion rickgiinglich auvs{ihren.

[cl. 1] =[ci]— o]

[erar]

und [ec. 1] = [ed] —
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lac] [ac] und [ac] [a?]
[aa] [aa]
Form von Strecken €'C* und € C*“ zu entnehmen und als Subtrahende den
Strecken {ec] und [¢/] beizubringen. Auf diese Weise erhalten wir die Strecken
fec. 1] und [¢Z.1]. Die weitere Reduktion wird mittels der Konstruktion «&»

Die Ausdriicke - sind aus der Konstruktion «a» 1m

ausgefiihrt und zwar werden dazu die Strecken £, 5,* und 7, 5, benutzt.

Die so erhaltenen Punkte werden mit {¢c.2| und [c/.2] bezeichnet (wobei
ihre Vorzeichen zu beriicksichtigen sind).  Hierauf wird der Punkt [cc.2] mit
dem Punkte O, verbunden (wobei O,, _| 1, M, und O, A, =1 ist), vam Punkte
[¢/7.2] eine Senkrechte bis zum Durchschnittspunkte [¢/.2]) mit der Strecke
0, [cc.2] errichtet und schlieBlich vom Punkte [¢/.2] eine Parallele zur Geraden
A, M, gezogen (vide llig. 3).

Fig 3
C.
N v
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-2 /
L

0,

Auf diese Weise erhaten wir den Punkt Z, und aie Strecke ), 7., stellt

uns laut der letzten reduzierten Normalgleichung :
[¢Z.2]

T Tec.2]

die letzte Unbelkunnte mit negativem Vorzeichen vor.

Diesc letzte Konstruktion wird entsprechend, da bei ihr [o0] als Divisor
varkommt, mit dem Buchstaben «c» bezeichnet.

Bezeichnen wir den MaBstab, in welchem die KNoeffizienten aufgetragen
wurden mit £, den fir dic Strecken 04 = 0,4, = 0,4, mit o, so werden
alle Unbekannten im letzteren Maflstabe abgelesen,

Es sei noch hemerkt, daf} bei der Bildung der Koeffizienten der zweiten

~
"~

reduzierten Normalgleichung alle hiezu nétigen Strecken der Strecke ])’m[';z?}'i]’ in
der Konstruktion «a», dagegen bei der Bildung der Konstruktion «» den
Parallelen Clac] (in der Konstruktion «a») die zur ersten Reduktion, der Strecke
/)’14[/»;1]' (in der Konstruktion «&») die zur zweiten Reduktion nditigen Strecken
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entnommen wurden, Wire noch eine vierte Normalgleichung in reduzierter Form
graphisch darzustellen, so miiiten wir ihre Reduktion mit Hilfe der Strecken
Dlad], D 16d 1), Dgled.2) ausfiihren, wobei die nitigen Strecken in den
Konstruktionen «a», «b» und «c» auszusuchen wiiren. (Beachte dabei die Be-
deutung der entsprechenden Konstruktionen.)

Man findet leicht, dal bei der Reduktion der Normalgleichungen aufler den
quadratischen Koeflizienten folgende die wichtigste Rolle spielen:

befiodi o, e O Rk D

il R AT AN Nl Jae] (e 1)

by oo Pt e e R A fed 2]

berd Kol peoNel el L fad B T e 2 000 L B e B,

Da mit ihrer Hilfe die Koeflizienten der reduzierten Normalgleichungen auf
eine bequeme und wenig zeitraubende Weise erhalten werden, habe ich sie Hilfs-
koeffizienten der entsprechenden reduzierten Normalgleichungen benannt.

Es ist z. B. die vierte reduzierte Normalgleichung, also vorletzte zu bilden.
Die Koeffizienten dieser Gleichung sind: [dd. 3}, [de. 3] und [¢/. 3]. Diese Koeffi-
zienten kiinmen in folgender Form dargestellt werden:

3] ) L) T 14N fed. 2ea.2]

[aa]  —  |bb.1] [ec. 2
: g [ad] |ae] [bd. Y] [be. 1] . [((J’ 2} [t(».?J
e sl e lcc. 2]
bE 3] == [dit] — lad)[at] _ [bd 1][6.1] _ [ed.2][c/.2)

t

,_ [66.1] T fee.
Die drei Subtrahende, um die die Koeffizienten [#d|, [de] und [4/] zu ver-
mindern sind, werden der Reihe nach den Konstruktionen «a», «f» und «c» mit
einem Zirkel entnommen und schlieBlich werden die aul diese Weise entstandenen
Strecken von den den Koeffizienten [#/] usw. entsprechenden Strecken mit Riick-
sicht auf ihre Vorzeichen subtrahiert.
Dabei ist noch ein Umstand von Wichtigkeit. Ist niimlich ciner der Hilfs-
koeffizienten einer reduzierten Normalgleichung gleich Null, so ist die ihm ent-
sprechende Konstruktion zur Bildung der betrelfenden reduzierten Normalgleichung

ferar]

unnotig.

PHeser Umstand erleichtert uns sehr die graphische Bildung der Koeffizienten
der reduzierten Normalgleichung,

Beschrinken wir uns nun wieder aul pur drei Unbekannte. In der Kon-
struktion «s» haben wir die letzte Unbekannte = in Form einer Strecke (3:7:
erhalten. Tragen wir sie in der Konstruktion «b» von O, gegen A, aul und
vichen eine zur Geraden A, 7, Parallele, so kénnen wir laut der zweiten redu-
zierten Normalgleichung i
[60.1] 4 [he. 1] 2
S gy el
die zweite Unkekannte ¥ bestimmen,

"
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Bringen wir dic oben erwiihnte Parallele zum Durchschnitte mit der Strecke
0, [bc:»l“], so entsteht dadurch die in der Fig. 4 mit }Té_‘" bezeichuete Strecke,
welche dem Ausdrucke [dc.1]s entspricht. Diese Strecke addieren wir mit Riick-
sicht auf das Vorzeichen zur Strecke A4, [4/.1], fillen dann von dem so erhaltencu
Punkte cine Senkrechte (2u 4, A7) bis zum Durchschnittspunkte mit der Strecke
O, [66.1], den wir schlieBlich auf die Strecke O; 4, projizieren. Die Entfernung
zwischen O, und dem auf dicse Weise erhaltenen Punkte gibt uns die Unbe-
kannte y mit negativem Vorzeichen an.  Ganz analog wird in der Konstruktion
«a» die Unbekannte 2 mit Hilfe der schon bekannten Groien y und 5 aul Grund
der ersten reduzierten Normalgleichung

) [(? /IJ

\ Tea]”

(I( ,17./:1 ]
v+ ]rm] s+

rt=— [(m
bestimmt.

Die Genauigkeit der graphischen Bestimmung der Unbekanuten wird  aus-
fiihrlich im Kapitel 1T behandelt, deshalb iibergelien wir sie  einstweilen
und wenden uns zur Bestimmung  der Gewichte der Unbekannten und ihrer
IFunktionen.

Den mittleren Fehler und das Gewicht einer Funktion der ausgeglichenen
Werte 4,7, .5 kénnen wir graphisch auf zweifache Weise bestimmen,

1. Nuch den Formeln:

={ i A m 17 L),
[aa] b.1| |cz 2] I v
LN TS {'f“‘l]-fvf-_.[ré;:f
[blf’ lj [(_‘l.‘. 2})

wobhei
[a 0| i'd L']

o M) fa s o s ]——L/Ll]m[i,;;f-‘l—i1f;.1], LA A wefs = mnfis

(?n}
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2. nach den Formeln:

[wel £ + 2 [eB) , + 2 (471,

L—{ (B3] £i*+ 2(B7) A }
(7] f

| leal £ 2 (Bl + 2 ()

7= B8] £+ 2[B7)/ss

[ry] /')
E 1 . . ; .
Nach 1. werden l:,ﬂund»];- bestimmt, wenn es sich nicht so sehr um die
¥
Genauigkeit ihrer Bestimmung handelt,
Man braucht nur die einzelnen f in gewissem Mafistabe als Strecken in den
betreffenden Konstruktionen darzustellen, sie entsprechend zu reduzieren und

graphisch zn addieren. Was den Mafistab von 7!,- anbelangt, wird auf die be-

treffende Tabelle im Kapitel II verwiesen.

sondern auch um djc

Handelt es sich jedoch nicht nur um /3, und ]]),

l
Bestimmung von -ILI-)-—_ [e«), P = [A] und = [yy] der Gewichte der Un-

bekannten, so wird ein dem Hausenschen ") analoges graphisches Verfahren be-
nutzt, welches uns gestattet, alle in der Formel 2. eingeklammerten Ausdriicke
graphisch zu bestimmen.

Fiir drei Unbekannte lauten die beziiglichen sogenanaten Gewichtsgleichungen:

[aa] [ea] 4 [ab] [«f] - [ac] [ey] =1
(@8] |ea] + [66] [«f] + [b¢] [ay)= 0
[ac][ea] 4 [b¢][aff] + [cc] [ay]=0
[aa] [af) + [ab] [BB] -+ [ac] [By] =0
[@ 0] [«f] + [66] [BB] + [6c] [(By]=1
(@c][ef] + [6c][BB] + [cc] [Br]=0
(2a] [ay] + [ab] [By] + [ac][yy] =0
[@b] [ay] 4 [68] [By] + [be][yy] =0
el [ey] 4 [bc][By] + [cc]lyy]=]

Die letzten drei Gleichungen, in reduzierter Form geschrichen, lauten
aber:

*) Die Bedeutung der obigen Symbole wird durch folgende Uberlegung klargemacht:
Da F= f(r,y z) eine Funktion der Unbekannten x,y, s ist, welche wieder Funktionen der
Beobachtungswerte / sind, so wird eine Anderung der Funktion /* nach /4 dargestellt durch

dEF_ 2k 2x ot cy AF 2z
://1 z ¢/ + + Fra c/

oder in abgekfirzter Schreibweise ;,T =fa+fl+ A
®¥) Astronomische Nachrichten, Bd. 8, Nr. 192.
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[wy]+ E(ii] rl -+ —[[%L (rv]=0
B+ 155 2] = 0
|
==
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Indem wir also in der 3*" Konstruktion aul der Geraden 1 {oder der Ge-
nauigkeit wegen 10) auftragen und ganz analog wie her der Destimmunyg  der
Unbckannten # verfuhren, sind wir imstande, den Gewichtskoeftizienten [y] (oder
10 [py]) auf der Strecke O A, zu ermitteln,

Aut ganz dieselbe Weise, wie friher die Unbekannten, werden jetzt alle
iibrigen in diesen 3 Gewichtsgleichungen vorkommenden Gewichtskoeflizienten
graphisch bestimmt.

Hicrauf wenden wir uns zu der niichststehenden Gruppe der Gewichts-
gleichungen, deren Reduktion im allgemeinen nur bis auf die Gleichung, in der
das rechtsstehende Glied die Einheit ist, vorgenommen werden muld.

In unserem [Falle werden also nur folgende zwer Glewchungen vonniten sein:

|Iﬁ] |(I(

i L YAl 1y .

L) - {ar 6] I[ ][mwu
é( 1 1’

Da die Strecke, die dem Koeflizienten ng'| entspricht, bekannt st sind
wir wieder in der Lage, aul Grund des Vorhergehenden alle ibrigen in diesen
Gleichungen vorhandenen Koetlizienten graphisch zu bestimmen.
Schlieilich wird auch der Gewichtskoelfizient |ee| aul Grund der Gleichung:
. | —|ad)|ap] — |ac|{ay
e = | ]|,‘I(’_Iﬂ:|‘ | ] {eey]
graphisch bekannt.

Diese Bestimmung der Gewichitskoellizienten hat vor der fruker besprochenen
den Vorzug, dall alle Gewichtskoeflizienten dhnlich wie die Unbekannten auf
das genaueste graphisch bestimmt werden kinnen, was mn nachstehenden kap. 11
ausfihrlich erértert werden soll. (Sehihuld 1alge)

Beitrag zum rechnerischen Verfahren des Riick-
wartseinschneidens.

Mitgeteilt vom Ing. Jos. RysSavy.

In der dsterr. Zeitschrift fiir Vermessungswesen (I Jahrgang, S 83) wurde
ein Verfithren [iir das Vergehen bei der numerischen Berechnung der obgenannten
Aufpabe vom Herrn K. Beredick mitgeteilt, die auf der von Cuassini ange-
gebenen graphischen Losung basiert. In den iolgenden Zeilen soll eine Losung
derselben Aufgabe angegeben werden, welche vom  theoretischen  Standpunkie
interessieren diirfte. Dic Praktiker bevorzugen bei der numerischen Berechnung
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Graphische Ausgleichung der vermittelnden, beding-
ten und anderen mehr komplizierten Beobachtungen.

Von Dr. Kaspar Welgel, Adjuakt an der k. k. technischen Hochschule in Lemberg,
(Schliunfl.)

II. Uber die Genauigkeit der graphischen Bestimmung der Unbekannten,
der Gewichtskoeffizienten und der iibrigen mit Hilfe dieses Verfahrens
bestimmbaren Grdssen.

Zwar konnen wir infolge der Anwendung eines groBlen MaBstabes tir die
Strecken OA=0, A= . . . .= 1 die Unbekannten, deren Gewichte etc.
auch in ziemlich groBera Malistabe erhalten, es kénnten jedoch Fiille eintreten,
dall entweder die Genauigkeit ihrer Bestimmung doch fiir unsere Zwecke nicht
ausreichend wiire oder unsere Konstruktionen eine all zu lange und breite Form
erhalten miiten; ja, sie kaonnten manchmal deswegen ganz unauwsfihrbar sein.

Dieser zweite Fall wird dann eintreten, wenn die Unbekanuten, was ihre
GréBle anbelangt, die Finheit bei weitem iiberschreiten.

Sind uns jedoch, wie gewdshnlich, Nitherungswerte der Unbekannten bekanut,
so reduzieren sich die Verbesserungen der Unhekannten (mdigen sie z. B.§ n, &
heillen) auf Zahlen, die meistens zwischen O und 1 sich befinden oder wenigstens
nicht viel tber | hinauskommen. Wiren keme Niiherungswerte der Unbekannten
vorhanden (was doch selten vorkommen sollie), so werden nur so viele Beobach-
tungen in die Rechnung gezogen, wie viel die Unbekannten eindeutig bestimmen,
d. h., uns deren Niiherungswerte crgeben.

Diese Ermittlung der Niherungswerte kann natiirlich auch graphisch durch-
gefiihrt werden.

Bei drei Unbekannten werden wir uns dreier Fehlergleichungen, jeduch
mit dem rechtsstehenden Gliede ¢, =0 bedienen.

Zuerst miissen jedoch die Koeffizienten der betreffenden Gleichungen in
der Weise geiindert werden, dafl keiner von ihnen etwa [ eines beliebigen
anderen betrigt,
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Als erste Gleichung wird diejenige umgeiinderte Fehlergleichung genommen,
bei der gerade der bei a stehende Koeffizient am grifiten ist.  Dieselbe Regel
gilt bei der Auswahl der zweiten, dritten, cventuell der anderen geinderten
Fehlergleichungen. Das Absolutglied /7 kommt einstweilen nicht in Betracht, da
es, wie wir bei der Auflésung der Normalgleichungen schen werden, ohne
Schaden fiir das Resultat in anderem ihm entsprechenden Malstabe aufgetragen
werden kann.

Fiir die Bestimmung der Niherungswerte dreier Unbekannten seien z B.
folgende 3 Gleichungen die passendsten:

3,® - by + 5 A 4= 0
ax+by-t-cs+4=0
aetby+cz+4+7,=0

oder in reduzierter Form geschrieben:

(EA - Ay

y+@ﬁ“+mn“0
i

z+%g=o

wobei de einzelnen Symbole folgende Bedeutungen haben:

a b,
b1y = b ="
1 _u o, Cy
(‘x ]) =6 {’p
a.l,
- I == =
(I DR
(fq-/-)t)::(rq-l)" rl(/)rl)
o (2, 1) (. 1)
(q 2) T (/q l) R (l'r ])
Vi
i = g =2
a,l,
(1) = 4, — 7=
o s g, — Buls
a,
P A 'S
a

»
Den so reduzierten Gleichungen entsprechen auch analog wie den redu-
zierten Normalgleichungen gewisse Konstruktionen «a» «b» und «és, mit deren
Hilfe die Nitherungswerte nach dem frither Besprochenen leicht gefunden werden.
Die Bestimmung der Nilherungswerte wird jedoch meistens unnétig, denn
wir sind imstande, auch Normualgleichungen, die van sehr ungeschickt aufgestellten



Fehlergleichungen herriihren, graphisch aufzuldsen, wenn wir nur vorerst folgende
Mafiregeln treffen:

I. Dic Koeflizienten der Fehlergleichungen werden so umgeiindert, daff sic
alle mit Ausaahme der Absolutglieder /7 cinander beindhe gleich sind.”)

Sind z. B. in den Fehlergleichungen von der Form

@&+ by -k -+ 4 =4,

die Werte der @ - 104 == 16D, so werden die Koeltizienten 4 mit 10, die
Koeffizienten ¢ mit 100 multipliziert und wir erhalten die Feblergleichungen in
der Form:

4 == 8

a.t - 108 l" - 100

0 0

< ree

!
oder:
ala - My s - L =8,

Hierauf werden diese Koceffizienten zar Bildung der Normalgleichungen benutzt.,

2. Nuach ihrer DBerechnung werden sie mit Ausnahme  der Absolutglieder
{ad] 167] usw. auf den Geraden A, /1, A0 00 aufgetragen, und zwar wird
dazu so ein Maflstab «f» gewiihlt, dull dje grofiten, d. h. quadratischen Koeffi-
zienten nicht all zu breite Konstruktionen bedingen.

"3, Fir die Auftragung der Absolutglieder wird nach Bediirfnis ein anderer
MaBstiab «/» benutzt, damit sie, wenn sie sich ihrer Grifle nach von den dibrigen
Koeffizienten unterscheiden, doch in unseren Konstruktionen aufetragen werden

Yoo

konuten.  Da man nach Jacobi in erster Nitherung setzten kann:
[er [47] [e?]
j =

so wird ein solcher Malstab fiir die Absolutglieder gewiihlt, dald die Strecken-
verhiiltmsse:
a2l 164 /]

laal’ 901" Teel
kleiner als 1 werden,™) dann werden auch die ausgeglichenen Werte der Unbe-
kannten, als Strecken, meistens kleiner wie die Strecke Ol oder wenigstens die-
selhe nicht viel tiberschreiten.

+. Wire trotz der Umiinderung der Koelfizienten der Fellergleichungen
doch in einer Normalgleichung  der quadratische Koeflizient kleiner  wie  die
anderen Koeftizienten, so ist es ratsam, diese Normalgleichung zur ersten Normal-
gleichung zu machen. In diesem Falle wird ihre Konstruktion hiher wie die der
anderen ausfallen, sie wird jedoch so

genau wie die {ibrigen sein. Wire sie da-

*) Manchmal wird jedoch, uamentlich hei Ausgleichung bedingter Beobachtungen, wenn Winkel-
und Seitenhedingungsgleichungen sehr verschicdene Koellizienten besitzen, diese Uminderuns un-
méglich, was zwar fiir die graphische Losung ungiinstig ist, sie jedoch nur ein wenig verzdgert,

**) Sollte trotzdem der Wert einer Unhekannten 1 bei weitem @iberschreiren, zum Beispiel :

[2.2)
= [ce.2] = 10, o wird die Strecke [¢/.2] in zehn Teile geteilt und als Resultat bekommt sy
g [ed.2)

10
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gegen als irgend eine spitere reduzierte Normalgleichung graphisch darzustellen,
so miiffte man eine Gerade durch den Endpunkt einer graphisch reduzierten
Strecke verlingern, was doch fiir die Genauigkeit der betreffenden Konstruktion
nicht vorteilhaft wire.

Der MaBstab «o» fiir die Strecke O A4 wird gewdhnlich 10:1 angenommen,
dhO0d=0A4=... =1=10 cm.

Auch wird das quadrierte Millimeter-Papier f{ir unsere Konstruktionen
empfohlen.

Uberlegen wir uns noch die Konsequenzen der Verschiedenheit der in unseren
Konstruktionen angewandten Mallstibe.

Es ist leicht aus der Ahnlichkeit der betreffenden Dreiecke unachzuweisen,

dall die Ausdriicke, wie —[[g{}?]], {—;1% in dem M:fistabe «o», dagegen die Ausdriicke,

| 0 [ad] [ee] .

_lf’,_[f],,[,"_'] L{{)Jvlmj in dem Malistabe «/4», d. h,, in welchem die Koeffizienten
[ea) [@a]

aufgetragen wurden, erhalten werden.

{d t].l

Die Ausdriicke, wie —ITT,\\'erden in einem kombinierten Mafistabe erhalten
aa

)

/ . , . :
und zwar fj{ Dies ist auch die Ursache, dafl der MaBstab, in dem die Unbe-

, o], 2
kannten abgelesen werden, auch (;/ ist. Denn, da 5 = :;( —2{ und der Mal-
/ / ,
stab fiir o2} derselbe ist wie der des Ausdruckes [(lw], mul} er auch fiir g,
[ce.2] |aal

. . o . 4,0
» und x gelten. Benennen wir das Verhiiltnis der Mafstiibe mit 2, P mit ¢,

e
. ol , s ’ L
so ist ;o =p.¢.#; es werden also die Unbekannten in ecinen p.g griferen
Masstabe wie die Koeffizienten erhalten.
Sind keine Niherungswerte vorhanden, so wird in der Regel das Verhilt-
nis der Absolutglieder zu den iibrigen Koeffizienten bedeutend gréfler wie |

ausfallen.
In diesem Falle miissen wir also, gemidfl dem Vorhergehenden, einen viel
kleineren Mafistab fiir die Ahsolutglieder als fiir die tibrigen Koeffizienten wiihlen.

Es wird also pil, dagegen ¢ <1, was fir unsere Zwecke nachteilig ist.

Dennoch werden die Unbekannten unter diesen Umstinden graphisch be-
stimmt und ihre so erhaltenen Werte in die Normalgleichungen eingesetzt. Wegen
der kleinen Genauigkeit ihrer Bestimmung werden sie die Normalgleichungen
nicht erfiillen, sondern linksseitig kleine Abweichungen von Null liefern.

Die bereits fir die Unbekannten erhaitenen Werte wollen wir zum Unter-
schiede von den die Normalgleichung erfiillenden «, g, z mit =, %", s* bezeichnen.
Ste sind aber nichts anderes, als mit Hilfe unserer Konstruktionen beobachtete
Werte von =,y z; deshalb werden sie die Normalgleichungen nicht erfiillen
koénnen.
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Da die Normalgleichungen in diesem Falle Bedingungsgleichungen sind,
sind 2’ ' 5' hedingte Beobachtungen.

Da aber in unserem Falle die Anzahl der Bedingungsgleichungen der An-
zahl der beobachteten Grioflen gleich ist, haben wir mit keiner Ausgleichunys-
aufgabe mehr, sondern mit ciner bestimmten Aufgabe aus # Gleichungen » Un-
bekannte zu finden, zu tun. Auch werden die Verbesserungen der Unbekannten
den Charakter wahrer und nicht blofi scheinburer Fehler ‘haben.

Fiir drei Unbekannte lauten die Bedingungsgleichungen (alte Normal-
gleichungen):

[aa)y -} [adly + |ac)s -+ [al] = 0
[ablw 4 [bb]y & [bc]s + [62) = 0O
lacla: 4 |bcly 4 {ec]ae 4 {cl] =0

Setzt man statt der wahren (in bezug wul die Normalgleichungen) die
beobachteten Werte der Unbekannten ein, so sind die Bedingungsgleichungen
nicht mehr befriedigt und liefern zu ihrer rechten Seite Widerspriiche wy, w,, wy:

el + [ad)y' + |acls' + [al] = @,
@ 8]a* - 1801y - (b6l |- [61) = w
l@cla! 4 (bely' - lec| s |- |¢l] =

Damit also die Bedingungsgleichungen streng erfillt werden, missen an
den beobachteten Werten folgende Verbcsscrungcn angebracht werden:

[aa) (' - 0a) -} (@b (3 + 0) F |ac|(z' +-d2) + |al| =0
(@61 (2" -F da) 4 [66] (3 + 07) —i ch( 83) - 160] = 0
lac] (e + @) + [bel (3 4 a9) - lec] (= —1— §3) - led) =0,
welche aus folgenden 3 Gleichungen eindeutig zu bestimmen sind:
laa)da + |ab)dy + |ac]dzs + w0, =0
labldx | |06)dy -} {/n‘]d‘: + w =0
l@ec)dxe + |be)dy + |cc)ds -} 0y = O

Diese sind entstanden durch die buhtr.nktum jeder Gleichung der vorletzten
Gleichungsgruppe von der betreffenden Gleichung der letzten Gleichungsgruppe.

Um die Verbesserungen graphisch zu bestimmen, braucht man nur die den
Ausdriicken (ws.1) und (ws.2) entsprechenden Strecken graphisch zu ermitteln,
und ein dem frither bei der Ermittlung der Unbekannten analoges Verfahren
liefert uns in der Form von Strecken die Verbesserungen d., dy und ds.

Es wird also dz aus der dritten reduzierten Bedingungsgleichung:

I

(,.2)
Pt ey =0
graphisch bestimmt, und riickginglich gelangen wir zu den Werten der ubrigen
Unbekannten dy und dw.
Da jedoch die Widerspriiche @,, w,, @, im Verhiltnisse zu den ibrigen
Koeffizienten sehr kleine Zahlen sein werden, werden wir uns beim Auftragen
derselben eines viel groeren Mafistabes «w» als frither beim Auftragen der

’ S o . 5 . (O] 5
Koeffizienten bedienen. Benennen wir das Verhiiltnis v mit dem Buchstaben &,
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@ . , ; ‘ )
also s=-p, 80 werden die Verbesserungen dx, dy und d2z, da sie nach dem

o oW . 5 g 7
Vorhergehenden in dem Maflstabe o bestimmt werden, in einem p. s grélierem

Mafistabe ermittelt, als die Koeffizienten [ea|, |[¢6] usw. aufgetragen wurden.

Werden die Werte 2 d.x, 3 0y und '} 9z in die Normalgleichungen
substituiert, so werden sich hichst wahrscheinlich wieder Widerspriiche o, w'y, @',
zeigen. Analog wie frither fortfahrend, erhalten wir ncue Verbesserungen der
ven uns beobachteten &' 4 da, . . .

Wir sind also imstande, nur mit Hilfe der Konstruktionen «a» <b» «c» die
Unbekannten mit beliebiger Genauigkeit zu bestimmen.

Die Unbekannten erscheinen dann in der Form grifitenteils stark konver-
gicrender Reihen :*)

r=z"+tdrfdr4+dxf . ., . dxw

¥ A0y -y B Ao Ey
g4 0z s}, ., bz

Ganz auf dieselbe Weise kann die Genauigkeit der Gewichtskoeffizienten
verschiirft werden.  Die von ihrer ersten Bestimmung herstammenden Werte
lea]’, [ef]. . . . werden die Gewichtsgleichungen nicht vollstiindig befriedigen,
sondern die Widerspriiche

e

o

&
pad

Wy, Wagy, Wgg,
(‘051, W3y, W gg,
Wy, Wy, Wy,
liefern, mit deren Hilfe wir die Verbesserungen der Koelfizienten 0 e, 0 af usw,
hestimmen kdnnen.
Zur Kontrolle kionnen schlieBlich die bekannten Beziehungen dienen:
x A= |al] [we] A [60] laf] -+ |e/] ley] =0
v+ [al} fap] + 162) [BB] -+ L) [By) =0
s+ la/] [ay] + (61 By] 1 [e21{ry] =0,

die entweder rechnerisch oder auf einer Geraden graphisch durchzufiihren sind.

Wurde bei der Bestimmung der Koeffizienten |««l, |ef) . .—1
dem Malistabe » == » /% aufgetragen, so wurden dadurch dic Koeftizienten [eel
s, ox Y . J
[@p) in dem Malistabe 7 bestimmt und daher mufl die oben erwiihnte Kon-

13
: [ ox bgY]
trolle in dem Maflstabe .=~ =~ vorgenommen werden.
Lok .

Wir kénnen aber auch das Glied {//.3] = [pd0] graphisch bestimmen und

zwar in dem Maflstabe 7 Da [#/] als Strecke gewdhnlich zu lang ausfallen
v
*) Dabei ist die Konvergenz im ersten Grade abhingig von den MaBstiben, in welchen die
Koeffizienten [¢a] .. .. und dic Widerspriiche w autgetragen wurden. Da die beim Auftragen der
Koeffizienten [@a] [¢4] . ... begingenen Fchler 8 [@a)], 2[«4] bei mehrmaliger Ausgleichung diesclben
bleiben, mufl man solange die Ausgleichung fortsetzen, his 2a ) 2 [aa), 2y )2 [ad], ... ver-
schwindend kieine Gréflen werden.
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wiirde, wird Dei der Reduktion nur ein Teil desselben benutzt, wie dies in
unseren Beispiclen gezeigt wurde.

Zwar kann die Genauigkeit von [£dd] nicht vergrifiert werden, sie wird
icdoch in den meisten Fillen zu der Bestimmuny des mittleren Gewichteinheits-
fehlers & ausreichen. Die genavere Bestimmung von & erfolgt auf dem Wege
durch die Fehlergleichungen.

Dieses Verfahren eignet sich zur Ausgleichung jeder Beobachtungen,  wo
die Normalgleichungen die Hauptrolle spielen, also auch bei der Ausgleichung
hedingter Beobachtungen, vermittelnder Beobachtungen mit Bedingunesgleichiungen
und bedingter Beobachtungen mit Unbekanaten.  Dazu sei noch bemerkt, dafd
man mit Hilfe iihnlicher Konstruktionen wie eie [ritheren «a» <y «o» auch alle
Koeffizienten der Normadgleichungen {ae), [22], ... graphiseh bilden kann,

Schlieflich sind wir imstande, ihunlich wie 1 der Baumechanik u. del., alie
Ausgleichungen aul graphischiem Wege  durchzulithren und  dazu viel schoeller
und genawer wie mit Hilfe der «rechnenden Methode der kleinsten Quadrates.

Die Folgen der Bentitzung verschiedener Muailstiibe scien durch nachstehende
Tabellen klargemacht:

| ' . [
‘ s 80 R — angenommenen | Infolgedessen zu gebrauchenden |
I die . SUSGHICRE: MaB3stiibe far die Ausdricke : f Magstibe i
AT i - = |
[aa], [ab] ... V4 oy Y i i =gk i
AR S AU L IR S TL S e | LY et s it . |
] ' L ' ox% l
1 aut d. G. O == O A, L Pk [zal, [xp]" . I a = N |
o TSP Sagll S0 | S S . e —————————————]] = [
I I I R 0 ‘
L fal), [64). fel] 1} ! = gk 2x, 2y, &2 =18 :
|
| 1 bei d. EBon, v, faaf. .. | %= 2l ' 2lan]s 2|63, . i
s B ‘l S, = = 5 7 > dit i
l 0y, Wy, Og ... I|om= & Ve x,‘?,i 5 g%k
i | |
| | . | L
| Wapy Way, Oy - . { @ 2k | F&! yook o
| : = S i A | | =
! - . | ; . e /s o
E e | S = wk ; £ 0 s bei der Kontrolle Ji g r.ok
Peldtmme N L T -

Zum besseren Verstindnis des von mir angegebenen Verfuhrens (lige ich
in dem Anhange cin Beispiel hinzu,

Anhang.
Eme ibersichtliche Zeichnung licfert das von Dr. W fordan in dem Hand-
buche ir Vermessungskunde, B. 1, 8102 (Stuttgart 1904) angegebene Zahlen
beispiel mit drei Unbekannten:

17500 —— O30y — 6505 — 214 =0
T3y — 6305 — 1396 = 0
420030 5 - 540 =0

- 10034



Die beigefiigte Zeichnung'enth’«ilt die ganze Ausgleichungsrechnung.

Die Koeffizienten [a«], [a8] und die Absolutglieder [a/), [4/]
wurden im Maflstabe 1:1 und die Strecke OA im Maflstabe 10:] aufgetragen.
ol

Es ist also «k» = l, oy = l) «o» = 10 und der MaBstab fiir 2oy E :«'—é-: 10,

Das Resultat der ersten Ausgleichung war:
3= 032, 9»=117, a' = 0.68,
welche Zahlen die Normalgleichungen bis auf folgende Widerspriiche befriedigen:
o, = 0075, @, = 0015, w, =—00063.
Dieselben wurden im MaBstabe 100:1 aufgetragen und es wurde mit ihnen

als Absolutgliedern die zweite Ausgleichung rasch vorgenommen.

Die aufl dicse Weise erhaltenen und der Zeichnung im Malstabe

oW
—— = 1000:1 entnommenen Verbesserungen:

0z = 00009, 0y = — 00023, d.r = — 0'0048,
bestimmen, addiert zu den f{riiher erhaltenen 2, 3, 2 die Unbekannten:
r=za"-4 dxr= 006752
Y=y -0y = 1'1677
s=135" -4 dz = 03209

Die Bestimmung der Gewichtskoeffizienten |«e|[eff] . . . , der Summe
(#d0] und der Kontrollwerte fiir 2, 3/, 5* bedar{ keiner Erliuterung mehr.
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Die beziiglichen Mafstibe sind —?; = 100:1, ~,//—= I und o« = 10:1

Die auf diese Weise erhaltenen Resultate wurden in der nachstehenden

Tabelle nebst den von Dr. W. Jordan angegebenen zusammengestellt, wobei

zu bemerken ist, daf die letzteren, da sie mit einem Rechenschieber bestimmt

wurden, bei weitem den ersten in bezug aul die Genauigkeit nachstehen.

g Bestimmt g l bestlmmt i g Bestimmt i
1% mit den z ‘ | & 0 fomod
& |graphisch! Rechen- ;_6 graphisch, Rcchen- | K grlphlSLh Rechen- |
_# I [Ischieber _Z | Ischiener Z | | schieher
r 106752 067 ce | 00094 l 0094 | A ‘I 0093 1 00093 |
vy [ 1'1677) 1-17 e | 0052 | 0052 ’ gy 10046 | 0046 |
g i0'3209 032 ey || 0046 ‘ 0(‘46 Loy 10078 0078 |
[p06]| 84:35!84:35 | | | | | ,

Wie sehr die Genauigkeit der Bestimmung der Unbekannten durch die
zweite Ausgleichung gestiegen ist, kann man schon aus dem Umstande erkennen,
dali zuletzt die Unbekannten die Normalgleichungen bis wuf folgende Wider-

spruche erfillen:

laa|x - |ably | [ac)s - [al] = 4 0:0001
(@b x 4~[08)y - [be)s -+ |67) = -} 0:0001
[ac]ly -+ [bcly 4 [ce)z + [c/] = — 00004,

Mafistab

fur

[aa) R
[al) .. 14
QA ... 10!
y'z'o o 10
Ox, 8y 8z 10001

aa ... .00t
al?

alt pdd. .. 11
bt L x'y'z (Kontrolle) 10 "1

..Q‘,.__..____—_.u.,
o |l)0
N Yaag P [ ] 2 3 “ 5 am
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