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Das Rückwärtseinschneiden auf der· Sphäre. 
Von Prof. A. Kllngatsch in Graz. 

I. 

Es wären P1 P1 P� drei ihrer Lage nach gegebene Punkte auf einer Kug·el 
.(Fig. 1) und �Pi P I�1 = «1, <;): P8 l' Pi = a1 die beiden gegebenen Winkel, 
l.lnter welchen die sphärischen Bögen Pi Ps und P2 /� von dem zu bestimmenden 
Punkte P erscheinen. Die Ermittlu11g der Lage von P bildet dann <las in der 
Überschrift bezeichnete Problem. 

Diese Aufgabe behandelte ohne Rücksicht auf eine Anwendung- derselben 

bereits 1846 Grunert.1) Dieselbe Lös1111g wendete 1850 l�ümker in seinem 
Handbuch der Scbiffahrtskuncle zur Polhöhenbestimmung an. In neuester Zeit 

ha.t sich S. Günther'�) mit dieser Punktbestimmung b schäftigt. Seine Lösung hat 

die direkte Ermittlung der Polhöhe eines der drei gegebenen Punkte zum Zwecke. 
Die bisherigen Lösungen des l�ückw:Lrtseinschneidens auf der Kugel g-rü11dcn 

sich, soweit uns bekannt, auf Transformationen trigonometrischer Ausdrücke, um 

dadurch schließlich die Gleichung vierten Grade für einen unbekannten Winkel 

oder eine unbekannte Seite des splüirischcn Viereckes P J� P� J>, zu f inden. lm 

· 1üi.chsten Abschnitte wird eine mehr geometrische Lösung- gegeben, welche da
durch eine gewisse Anschaulichkeit besitzt un<l ei11e rcla.tiv einfache rechnerische 
Behandlung- ermöglicht, 

Im Gegensatze zu der ·verwandten Aufgabe des Rückw�irtseinschncidcns im 

Raume findet jenes auf der Sphäre unseres Wissens noch keine Anwendung in 
der Photog·rnmmetrie; eine solche ist aber 1: ieml ich naheliegend, wie die folgenden 
A�1Sfiihrung·en ,zeigen. 

Es wären p, P2 p3 die Abbildungen der drei Raumpunkte P, F'j P, auf der 
photographischen Platte und «1, <X2 die mit einem Theodolit \'On di::mselbcn Stand· 

1) Grunert: f)a� Potherrnt'sche Prohlerp auf der Kugel. Archiv d. Math. u. Physik. 7. Teil. 1846. 
') S. Cünther; Pas Potheuot's he Problem auf der K11gelfl!'Lche. Sitzungsheridlt der k. bayer. 

Akademie d. Wiss. 34. Hand. 1904 
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punkt P gemessenen Horizontalwinkel. vVir<l die innere Orientierung des photo
graphischen Apparates, näm1ich die Bilddistanz f, .sowie die Lag·e des Haupt
punktes (Augpunktes) A auf der Platte als bekannt voraus.gesetzt, so Jassen sich 
nach bekannten Formeln auch leicht die Winkel h rleiten, welche die durch das 
Objektiv 0 und die Punkte P• P�fJ�, resp. P1 P, P., gehenden Strahlen miteinander 
einschließen. Diese Winkel bestimmen eben dann die Seiten o'„ cr2, <Is des sphäri
schen Dreieckes l� P, Pa, wenn man sich die Raumpunkte, also auch p1 .P2 p, aus 
0 auf eine mit 0 konzentrische Kugel von beliebigem Halbmesser - etwa, di·e 
Himmelskugel - projiziert denkt. 

Das Rückwiirtseinschneiclen auf der Sphäre ist dann gleichbedeutend mit 
. der Aufgabe, die Zenitdistanzen der drei abgebildeten Punkte P1 P� P3 zu finden, 

wenti die beiden Horizontalwinkel a1 und ag gemessen vorliegen. Die Daten für 
die Aufstell\mg· des photographi eben Apparates kommen hier nicht in Betracht; 
��s fostrumei1t kann daher beJiebig aufg;estellt sein. Mit der Bestimmung von 
P ist aber die ganze Aufnahme an die Punkte J 1 P2 P5, man kann sie als Leit
pu.nkte bezeichnen, angeschlossen. Dasselbe gilt auch von ·jeder folg·endeu aus 
demselben Standpunkte, jedoch bei anderer Aufstellung - d'es Apparates bewirkten 

·Aufnahme, soferne sich bei dieser zweiten Aufnahme die Abbildungen der früheren 
Punkte i� P, Ps wieder vorfinden. 

Wir setzen, um dies kb.rzulegen, vorerst die Zenitdistanzen von zwei 
Punkten P1 P!, deren Bilder }1 /12 geg·eben sind, als bekannt, etwa direkt g·e-

. ·messen voraus., Damit ist die Lage von P, also jene des Zenitpunktes bekannt, 
da d<ts sphärische Dreieck P. P2 P durch seine drei Seiten qestimmt ist. Ist nun 
fn die .4hbildung eines dritten PtmktePa, so ist durch die Aufnahme auch das s1 hä
rische Drei.eck J>t .P2 Pa o-egepc.n ;. dadurch sind ahe.r auch die .W inkel zwisch en 
den Vertilrnlebc.ne.n durch P;'. und P1 einerseits und durch Pa und P, .anderseits· 

. 
bekan�1t. Ebenso- läßt sich dun{it de1: Abstand des Punktes P1 von P, also die · 

. Zenit<li„'ta11z von Pu ableiten. Das Vorstehende gilt aber dann für jed.en weiteren 
abgebildeten Pu'nkt P1; so daß sich für diesen sowohl die .Zenitdistanz als auch 

· dessen Aiimutunterschied gegeniiber J>, oder P2 finden läßt. Bedeutet nun pi 
die .Abbildung eines Gestirns P1i so li.efert· die photographische Aufnahme dessen 
Zenit.<lisfanz und· damit das Azimut des GeRtirns zur Zeit der Aufrrnlnne; durch 
d�n bekannten Azimutuntcrschied zwischen 1\ und P,, bezw. P1 ist nher dann 
auch· das· Azimut jecles dieser ,beiden sogenannten Leitpnnkte bestim.nit. 

D�tmit ist auch der \•Veg angedeutet, eine Meridianbestimmung· auf photo
graphischem Wege ·ohne Kenntnis der Aufstellungsdaten des hiezu verwendeten 
Instrumentes durchzuführen. Dieses lctt.:tere Problem wurde vom Verfasser bereits 
an anderer Stelle ) behand.elt. Auf dieses fäßt sich claher auch das Hiickwkirts
einschneiden auf der Splüire in ·unserer Anwendung· zurückführen, indem durch 
die Laa-e des Zenitpunktes die Zenitdistar .zen von zwei abgebildeten Punkten 
gegeben sind. 

Wir gehen nunmehr zur Lösung unserer Aufgabe über. · -�--
j) Ein Zweihöhenprohkm- in der Pbotogrammetrie. Silzun��bericbte der kais. Akad. d. Wiss. 

B.ct. cxvm. Abr. na.. 1909. 



26i 

ti. 
ber Ursprung eines rechtwinkligen Koordinatensystenis X Jf Z wird in den 

Hauptpunkt 0 des Objektivs verlegt1 wobei die Z durch P8 gehen soll. Die 
Spuren e., e, e, der durch Z u·nd Pi, P, P'J gehenden Ebenen au! \' Y bilden mit 
X die Wmkel y1, 71, y,. 

. 

z. 

Setzt man 
Fig. 1. 

.P1 p3 = '11, P, P1 = 6�, 0::: P2 l'� P, =ca,, 5( P P3 P1 = ·1/1 
P, P= 01, l� P= o�, P� P= o,, 

so ist rnit Rücksicht auf däs gew:ihlte AchsenS) stem 

l 
J . . 1) 

/'1 _„ = "1, (i)-1/J = 11-}'2 . . . . . . . . . . . . . . . . 2) 
Sind also 111, <11, m, a1, a11 durch die Aufnahme, bezw. durch die unmittelbare 

Messung gegeben und wird r1 beliebig angenomme11, so ist die ganze Figur in 
ihrer Lage gegeniiber X Y 2 bestimmt und es könnten daher auch die Koor
dinaten der drei Punkte. "P1 P3 P8 berechnet werden. 

Es wären nun .t'1,Ji; z1, dann x,,y„ z1 die als bekannt anzusehenden Koor
dinaten von P11 bezw. P�, endlich .t',y, z die zu bestimm.enden Koordinaten Y n F 
Der Pu kt P erg·ibt sich im Schnitt von zwei sph!üischen Kur\'en; die eine gibt 
den ge metrischen Ort aller Punkte P, för welche <ler Winkel 1� I' P� = a, kon· 
stant ist, während die zweite sich analoba auf P P und a bezieht. Diese hciden 

3 2 s · nunmehr zu suchenden Kurven entsprechen den beiden Kreisen beim Ri.ickwärts-

einschneiden in der Ebene. 



Aus dem Dreiecke P, P P3 folgt: 

Wegen 

. -� sin t/-' . 
Slf1 <1-1 = --. -·· Sill o, . . . . . . .. . . . . . . . . . 3). Slrl C(1 
cosäi = COSoi COS03 -j- sinö; sinö':1 COSl/J . . . . . . . . 4). 

cos 01 = cos 6\ cos o3 -1- sin o, sin 03 cos a, ." ....... 5) 
ist mit Rticksicht auf 3) uncl 4) 

WO 

sin lYa = tg-01 (cos d'a cos 1/J ·+- sin �· ctg· t11) . . . . . • . .  6) 

Ebenso erg·ibt sich aus dem Dreiecke P3 J> />a 
sin1�'a = tgu2 (cos<Yu cos (m-·i/J) + sin (m-1/.1) ctga2) . . . . . . .  7) 

Ferner folgt 

COSJ' = 1/ ·-.; +·-··- . . . . . . . . . . . . .  8) V .i-. )"A 
' z 

cos0'3=-, . . . . . . . . . . . . . . . . 9) ,._ 

1·-1/ , . � +Y' L r! . - l „ „ -, - ,_, . . . . ' . . . . . . . .  . 10) 
der Halbmesser der .K twcl ist. l'.l 

Ebenso ist 
Yi 

SJll 1 '1 = . , ,-== ==, ' V . 1
· 1 � -1- y i 2 

. y, 
S111 i' i = 1 1 = ;,-·-·f----- �' vxu · - y2· 

l\lit Rlicbicht auf 2) wird daher 

Xi 1 
cos Y, = �,-1 =:T ·f-·=-- :::-:; , V� 1 - Y1 t 

:i·. CDS'}'� = y--=-:::. • � -==--„ J , .. +J' -„, � � 

' . . . „ „ .  ll) 

folg·en aus G) -.und 7) mit den Werten von 9), 12), 13) und l 4) die beiden 
Gleichungen 

.-:·, (.r� +f) = (x, .t" + Jl1J) r:-!- r cotg a, (Y1 .:i·-·-x, y) . . . . . . .  15) 
,,:; ( „� i-J'�) =(···!;)'+Y�J')r.:-J-rcotga2(.r,y-y2.T·); . . . . . .. . 16) 

\\'eiche mit 10) die gesuchten lh:mngen, n:imli h die �oordinaten :r,J', 7. von 
P geben. 

Werden l S) und l 6) quadriert, so folgen bei Beachtung von 10) die 
Gleichungen �: 

[s, ( •:� -l-y2)-(:1·, :-r· + )'1)') :::] 2 = (r�-!-J'2 + ::r�) (J'1 ;)'�:r',J') 2 cotg 2 ('(1 • 17) 
f.:::j (r� + ;/) - (.T·. :-i· + J'2J) .-:: J � = (.l.� + y2 -f- ��) (.r2J'--y,� ::r-) � cotg 2 rL2 • 18) 

Dabei ist 17) in Verbinrlung mit' 10) rliejcnig·c auf der K.ug·el liegende, 
a.lso splüirische Kurve, welche den geomctri Then Ort aller Punkte .F' vorstellt, 
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von \\'eichen aus der sph1irische Abst:u1d /� !�, = <i1 u11ter <lcm gegcbc11c11 \Vinkel 

txi erscheint, wil11rcnJ für 18) in Verbindung- mit 10) Jassclbl: für er� u11d ((; gilt. 
l\'enut ma11 ; 'I � die Koordinaten der �l:u1tcllbchc jenes l\cg-els, dt:sscn 

Spitze sich in 0 bcli11Jet und dessen Leitlinie 17), resp. 18) ist, so h:tl man wegen 
; IJ � 

�- = -- === -:::-- , ' . . ' � . . . . 
w ,, 1.J ' 19) 

1; rYJ d; �· -- ----- - ------ y = - ,-- -··---- ::2 --·-- ,'] = - ·;--· - ;- , .. 20) · - f�, -��;,--::� �� , 1 ; i -+- 1,2 + �� · v .,,2 + ,12 + �· 
Werden die Werte 20) in 17) oder 1 H) cing·csctzt, so crhiilt man clics1'lhen 

GleicJmngcn, wie \\'enn in 17), resp. 18) ·'» y, .�: u11miltelbar d11rd1 �, 1;, s ersetzt 
wcrdeu. Die beiden projizierenden l\egel sind daher vom ,·ierkn Crade, t'olglich 
haben auch die spliiirische11 Kurve11 17) und 10) dc1m�llJe11 Crad, \\elln, wie 

üblich, der Grad einer sphiirischen Kurve nach j 'nc·m des Kq�·cls, da diese 
Kurve 'lUS dem J\li1 lclpu11ktc Jcr zug·ehörig-c11 "ugcl auf Jicsc projiziert, be
messen wirLI. 

Aus l 5) un<l 1 G) ist unmittelbar zu cntnd1mcn, Jaß die eine l\urvc durcl1 

1), und /_)„ die andere durch /�1 ilnd J>. geht. 

\V�ire r1.1 oder a� ein rcclttcr Winkel, su wir-d der betreffende projiziert::1tck \ 
Kegel ci11 solcher vom zweiten Grade; die bcziiglichc l\urve ist Ja1111 ci11 
sphäri!;chcr Kegelschnitt. 

Für die weitere Auflös1u1g; bcslimmc11 wir aus l 5) nnd 1 fi) 
r• _ { .::, cotg· <(; (.1':1J'-Y• u) -- :::� cotg ,�, (y, .1·-:c,J') } (.e1 -!--- J'') 
"-(.i:1 1::::1-=--:!�1-J1)(.1·.y- :J1�x)cÖtg·e<�--=-(.1·�-;-l-.l1.�1·)(.vi��-=---::r.:v) ·otg:,�; · · ::?l) 

V/ird dieser vVcrl in l 7) eingesetzt, so l"olgt 
(/ t-)/)l{.:r�(.11.1 f-)'1 v)-.::1 (.,·rr f-)'::)') }1--.{.s1C-1J'-.1y2)cotg-a2 --::1 (.J',.1 --1,y)!c1>lgit, )·'J � 

= l_(.11 .r f-)'1 .J') e-2_)1 --y, x) cot:.( � ·-(..-, ,1· l-Y2 J') (.JI, .r -.11y) COt� a1. / 1 . .. , :?2) 
Bisher \1 ur<.lc <lcr Winkel )'1, den diL: durd1 /, und /', �-cl1c11dc Ebene rni t 

.\";: bild ·t, belicbi� :111g·c11nmrn ·11. l.11r wciicre11 V 'rt'infachung 

schadet der J\11g·cmeinltcit }'• = o 1111d s11mi1 _111 = o. 
,'<.:l\.'.l'll wir unhc-

wird 

�.lit de11 Bezeichnung-c11 

aus 22) 
,V ·'f -r SI --r1 ) '

, ----=II - - ,'J, ·. - 1 1, , - lf2, = ·�· 
X 1 X -1-1 -1� .r, 

(1-1- 1/) /(u2-<'L (l-l·-112/t r-(v, cutg-a� (u-11�) +·;1, cnlgaJ 11)1J-
--l(1t-11.,) colgu�-1-u (1+-11�11) rntgc<,f=O. . . 24) 

1\tit dem aus dieser GJcicliung tolgcn<lc11 \Vertc 1i findet ma.11 mit den Bc
zeiclrnun;cu 2:1) die LJ11bekan11tc '' aus '.21) n:iml.icl1 

'iJ = r i/1 1:otg-�jtt-11�) + �::_�ut_���_J!j-_�J_ . ' . . . . '.2.1) (rt-11�) cotg·a2+11(l-!-11:i11) cOljja1 
Di Pm1ktkoordinaten selbst wer<lcn da1111 wegen l 0) aus 

r ru rv _ X=± ·;i 1-::--=--1 �2=„-"'-;:-=-:-::-·, y = ± 11-,- T:-..:.:f-::f.--.;· · - , :J = ± - · , , l._: t · -2 -, 2- . '2<1) 1· - -tt· TV- 1 - 1- u - - ·zr . - 1 /t -- ·- 7' 
crlutlten. 



264 

Mit den vier Werten von tt aus 24) folgen ebensoviele v aus 25). Da 
ferner, wie leicht einzusehen, in 26) entweder die oberen oder die unteren 
Zeichen gelte11, so enthält 26) die acht Lösungen. - Von diesen haben nur vier 
Bedeutung, da die unteren Zeichen. von .r, y, z sich auf einen Punkt P, resp. 
eii1 Dreieck P. P, 1� beziehen, welches dem gegebenen. bezw. dem aus diesem 
zu findenden Punkt diametral g�genüberliegt. Damit wäre die analytische 
Lösung gegeben. 

Nun handelt es sich aber nicht um die Punktkoordinaten, sondern um die 
Zenitdistanzen �1 ö� oi. 

Wegen 711=0, wird aus 2) 
r = -1/J, f's = -m ... ... . .. . . . ... .. 27) 

Die Verbindung von 11) und 14) liefert daher 
Z1 y, Z1 cotg Uz • V1=-=cotgrJ,1 u,=-=-tgro, 111= - = - - -, .... 28) 
..:t"1 X1 - %1 COS al 

während sich aus Fig. l) unmittelbar 
' v1-fu2' tgö3 = -- ...... . ........... . 29) 

V ergibt. " 
Setzt man ferner zur Abkürzung 

m _ - tt, cotg a2, _ n = cotg a1 + cotg a:,, p = 1i2 cotg a1 } 
m' = -v1 u, co tga2 1 n' = v1 cotg a, + v. cotga1 
11z"= V2 -V1, n''= - VI u.2, 

so nimmt 24) die Form an 
( 1 + u2) [(nt" + n" 11) , - (m' + n1 u) 2] - [m + n u +Pu'] 2 = 0 

Der Gang der Auflösung ist nun folgender: 

.. 30) 

.. 31) 
Mit den geg�benen \Verten '11, u,, ro, a1, �. rechnet man aus 28) die Größen 

- Vt, u„ v2, sodann aus 30) die Hilfägrößen m, 11,p, 111-1, n', m", 1t". Die Auflösung 
vou 31) gibt u und damit wegen 8) und 27) auch 

tg.,P = - u . ... . . . . . • , . . ..... . . . 32) 
fo der Regel wird schon aus den <l<?r Aufgabe zugrqnde liegenden ört

lichen Verhältnissen ein Näherungswert von .,P und damit ein splcher von u 
folgen, so daß die in Betracht kommende \Vurzel von 31) durch 1üiherungsweisc 
Auflösung dieser Gleichung erhalten werden kann. 

Mit 1fJ und w-1/J findet man nach dem Sinussatze aus den Dreiecken 
P1 PPa und. Pa PP, zunächst 0'1 und .Y� und daraus 03. 

Die unmittelbare Berechnung von cY3 ·- und dieser Weg ist der bessere 
- geschieht so, daß mit dem aus 31) folgenden Werte u aus 25) v bestimmt 
und dadurch aus 29) "'3 erhalten wird. Damit ergeben sich auch d'i und d',. 

. Fjns terwal de r1) hat durch kinematische Betrachtungen den sogenannten 
gefährlichen Ort beim Rückwärtseinschneiden auf der Rugel !u·ntersucht. Er fand 
hietür eine · durch die Ecken des sphlirischen Dreieckes und seines Polardreieckes 
gehen.d,e Kurve,. die von einem Kegel dritter Ordnung mit der Spitze ün Kugel
mittelpunkt am�geschnit ten wird. 

1) Finsterwalder; Der gefilh.rllche Ort hl!im . Rückwiirtseinschnelden auf der Kugel. Sitzungs
berichte der k. bayer. Akad. d. Wiss. 35. Band. 1905. 
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m. 
Wir geben in diesem Abschnitte ein Beispiel , welches sich auf eine durch

geführte Aufnahme bc7icht. Von einem Punkte der Phttform des Obs1.;rvatorinms 
der technischen HochschuJ� wurde mit unserem Phototheodolit, w lchcr· nur für 
Aufnahmen bei vertikaler Bildebene eingerichtet ist (ältere h:onstruktiou von 
Pollack), bei geneigter Lage des Instrumentes eine. Aufnahme gemacht. Sp:Lter 
wurden mit einem Mikroskopfheodolit von demselben Standpunkte Ulltcr Ein
haltung derselben Instrumentenhöhe die Hichtungcn nach drei abgebildeten 

Punkten bestimmt, wodurch sich tX1 und r12 erg-abcn. 
Die Bildweite/, sowie die Lage des Hauptpunktes /1 der Platte waren 

at1s fri.ihercn Bestimmungen bekannt. Die Ausmessu11g-e11 auf dem Gl:tsnegativ 
erfolgten mit Be11ützung eines Hetouchierapparaies mit einem Nnniusmaßstabc 

von 0·02 mm Angabe, wobei ;mr Versclüirlung· der �lessungcn wiederholte Ein

stclh111ge11 gemacht wurden. 
Nennt man jJi}2/Ja die Abbildungen von l� P, P,, so waren sownlrl die 

Abstände d r ersteren von <lern Hauptpunkt /1, als anch die gegenseitigen b
s .ände dieser drei benützten Abbildungen zu messen, um die fraglichen\� ink.el 6, 
also die Seiten des sphärischen Dreieckes P1 P� P� herzuleiten. 

Bezeichnet man bcispielswei e für tlic Punkte }1 und .Pa: 
Ap1=1'1, Ap� = ra, }1}� =Si, 

endlich, wenn 0 das Objektiv bedeutet, 

so ist 

lu dem 
fragliche der 

wo 

ist. 

0}1 = 1?1, Op2 = Qa, 

(>1 =V r12 + /2, Qa = v ra2-+12. 
Dreiecke P1 0 }a sind daher die drei Seiten 1?1 s1 va bekannt, der 
Seite s, gcgenübcrlicgcnue Wink ·I 1f1 folg-t dem u a clt aus 

tanrr !:. = ·vt ��I���-- Qa}: } 
b 2 s (.1' - ,\'1) '"'3) . S = S1 + �\. + Q� . . . . . • . . . . . . .) 

� 2 ) 

'ind nun eben ·o 62 und a" mit Benützung von r'* 1·3 s2, resp. 1'1 r1 s3 ge
funden, so erhält man in dem splüirischen Dreieck /11 /12 Pa, in wekhem die drei 
�eiten tJ,, 61, O'a bekannt siud, den der Seite <J3 gegenüberliegenden Winkel 
u1 aus 

wo 

und 

ist. 

.... - .. 34) 

Damit sind die Grundlagen für die weitere Rechnung gegeben. 
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Die m Millimetern gegebenen Ausmessungsdaten waren: 

1', = 42·97, r2 :::;::- 66'62, /'3 = 22·90 

Si= 42•94, S1 = 53·38, S3 = 95·94. 

"!flit f = 184· t mm folgt aus det für alle drei Punkte 
weudeten · Gleichung 33), wenn ganze Sekunden lediglich 

entsprechend ange
di e Bedeutung von 

Rechnungsgröqen besitzen, 
' 

(J� = . 13° 7' 17", o, = 15° 4 7' 5411, <Ja = 28° 48' 1511• 

Die unmittelbare Anwendung von 34) gilt für den �Tinkel bei fl3: 169° 48' 56". 
Da bei dieser Aufnahme der Punkt Pa und der ·zu bestimmende Zenitpunkt P 
auf derselben Seite von J->1 P) ·liegen und zwar so, daß der ausspringende Winkel 
P zugekehrt ist, so wird 

_31) 

� P, f>3 Pi= m = 360�. 169° 48' 56"= 1900 t l' 4''. 

Die Messung der beiden WiDkel a1 und <X2 ergab 

«r= 12° 56' 38", a, . . 150 48' 12.". 
Damit sind die Größen in 28) und 30) bestimmt. 

gibt wegen 32) • ) 
u = tang r = 6·066004 = -tang1/J. 

Die Auflösung von · 

Es entsprechen dieser Gleichung demnach die beiden Winkel 
. 7' = soo 38' 20" und r = 260° 38' 2011• 

Es ist daher entweder 

1/1=360-y = 279° 21' 40" oder 1/l = 360-y = 99'1 21' 40". 

Hier kommt nur der letzte \Vert in Betracht. Die Auswertung von 25) 
gibt mit dem obigen- Werte von:u 

, V = -0·20502. -

Da.· P wegen des beizubehaltenden Wertes von 'l/J eine negative Abszisse· 

r und wegen des negativen Vorzeichens von v demgemäß ei11 positives z besitzt, 
so folgt aus 29) d'a = 88° 5' 24". 

Mit 61, o�,°1/l erhält man dann 01; mit 011 oa, (ro-1/J) folgt 6'1 nach dem 
Cosinus atze. Es wird 

o, = 90° J 5' 17", 01 = 88° 23' 20". 

_!)je drei berechneten Zeuitdistanzen ä1 tJ� ö'a stimmen hier mit den Ergeb

nfasen der ·direkte'n Messung innerhalb e iner Minute überein. 

IV . 
.. 

Wir haben in II den geometrischen Ort aller Punkte P, von welchem aus 
<1, unter dem vorgegebenen Winkel a1 erscheint, als eine durch � P3 gehende 
sr>härische Kurve vierter Ordnung gefunden. Es soll nun noch eine Erzcü�ungs
art . dieser Kurve gegeben werden.. Zu diesem Zwecke wird deren Gleichung 
bezüglich eines Koordinatensystems aufgestellt, dessen XL durch die Ebene 
0 /� P, (Fig. 2) bestimmt ist, wobei die Z durch den I-lalbierungspunkt des 
sphärischen Bogens P, Pa hindurchgehen soll. 
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l 

X � · · ·  
.-- · y • .. ·· 

p 
y 

Fig. :J .  

Aus .dem Dreiecke 0 P P� folgt wegen l 0) 
· P, Pa 1.� ,;i'_,,,:l;.. x1 ) 2  +Y� + (z-·· .er,) � = 2 ri ·+ 2 ..r1 x - 2  ::: 1 z = 2 r 7 � „  r2 cos ö'; · 

Damit wird 
Z " .X � � "' +  , .. 1· ' 1 ... - , .•. d b .., �1 ,_, ·" 1 . 

cos o3 = ---- -- u n. e enso cos ui = ---- --.-- . 
ri · r· 

\Vegen 
z. 61 .:r, . 61 
-- = cos - und - = sm -

r 2 r · 2 
kan n man auch schreiben 

Da 

Cf, . (jl 
cos -z- . r..: - S J ll ') . X 

cos ö' -:: ----- „ , cos oa = • r 
endl ich in dem sphärisch en 

o .  + si n a1 
C S - ·  z -- .1" 

' „ . 2 . 
r 

cos ,„1 = c-:Os ö', cos o3 +- si 1l ö'1 si n ö'3 cos a. 

„ ,.. ) . • . ,) ;i 

· i st ,  so folgt daraus ni i t  3 5 )  sofort tlie Proj ektio n sgl eichung u nserer sphär ischen  
Kurve au f die  XZ : . ..: . .. . 

Setzt  man 
, <1,  2 • 2 a, 2 ,., � )  Co s . -· Z - S I  II --'· .a:� = 1 .) I 

') 

') 

,., , 

. .
. . . . . . .

.

.
.

. . 

_, ..., 
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Die durch 3 7) und 38) gegebene ebene Kurve , wobei Ä. einen Param eter 
bedeu tet, 

. 
e1itsteh t daher im Schnitt zweier Scharen .von K egelschni tten ,  w ob�i 

die eine Schar aus E l l ipsen , die an dere aus Hyperbeln besteh t. Die El l i psen 
und die Hyp.er�e ln sind konzeT:1trisch und h.omothetisch. Jedem Werte .t en tsprich� 
nach 3 7 )  eine Hyperbel  und n ach 38) ein e  Ell ipse. Die Sch n i t te dieser be iden 
demselben Werte von .t entsprechenden Kegelsch n i t te ·b est im men vier Punkte 
der Projektion unserer sphärischen Kurve auf d i e Y .Z. 

Wir nehmen nunmeh r im Si n ne der neueren Flächen theorie 3 7 )  und 38) 
als Parameterl in ien u, v ;  setzeh also 

<h 2 L . G'1 COS3 - ß T SllP - X2 = lt 2 2 . . . . . . . . . . . . . .  39)  

O'J 3 • . 2 tJ, i 40) cos• 2z -. sm -�f .i- = v, . , . .  - . . . . . . . . 
wobei die Größen u und 11 mi t  den in  II . und III ebenso bezeichn eten K oordi
natenverhältnissen natürlich nic;bts zu tun haben . 

Die Kurven V (u = k_? nstant) sin d  daher die Schni t te einer  Schar el l ipt i 

scher Zyl inder mit  qer  K ugel . Die Lei t l inien dies·er Zylinder s ind die  ] n  _.y Z 
konzen trischen ähnlic11en und ähn l i ch gelegenen Ell ipsen .  

Die Kurven U ( u  = konstan t) sind d ie Sdrn i tte einer Schar h yperbol ischer 

Zyl inder mit der Kugel. Die Lei tl inien sin d  die in ""' Z konzen trischen ähn l ichen 
und ähnlich gelegenen Hyperbel n .  

Die Achsen der beiden Zyl inderseharen fallen m i t  Y zusam men . Die Kurven  
V und U sirid sphärische Kegelschn i t te ,  denn dieselben werden mit  Beach tung 

von 1 9) und 20) von . 0 durch die beiden Kegelflächen zwei ten Grades . . 
f u - r' sin 2

.�) ;'+ lt n1 + ( u -ri COS2 �) b� = 0 
. 2 . . 2 
( v + 1·1 sin 2 � ) �' + v ·11 1  + ( v - r' cos1 �· )  b1 = 0 

auf die Kugel proj iziert. 
M i t  den Parametern u und v läßt sich 36) in der Form 

· r2 (cos1 a1 - cos' (]• ) -t- cos <'11 ta.ng2 a1 2 . 4 ) 1t = ?. · , ' � 2 - V --1- - V . . . . . . . . J . „ COS CX1 COS 0'.1 .., t't 
geben. Die sphärischen Kurven · vierten Grades als Ort konstan ten Winkels  
P1 P P1 = ex, ergehen sich d<+her i m  Schnitt  zweier  Scharen U V  sphäi·ischer 
Kegelschn i t te, wenn jeder U di·e durch 4 i )  bestim m te V als en tsprechende zu
gewiesen wird, 

M i t  a1 = 90°. reduziert sich überei nstimmend mi � dem i n  II erh a l tenen 
Ergebnisse die sphärische C, auf zwei zusammenfallende sphärische Kegelschni t te 
mit  der Gleichung 

- � 
'ZJ = „� cos2 <51 . 

Aus 39) u n d  40) folgt wegen 
ys = ri - x� - z1 

auch die Darstellung der Koordin aten der- Kugelfläche m Parameterform m i t  
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. . . . . . . . .  ' . .  42) 

Die Q uadrate der Punktkoord i n aten der sphtirischen C4 si n d  wegen 4 1 )  
durch quadratische Formen von ·v dars tel lbar. 

Der Sch nittwinkel der der Gleichung 4 1 ) geni.igcndcn Kurven U und V ist 
veränderl ich . Man kann n un lei�ht e ine . neue sphärische Kurve ableiten,  wenn m a n  
jeder U diejenige V als en tsprechende zu weist , w elche jene  orthogonal schnei de t.. 

Die Bedi ngung ist dann beka n n tlich 

Wegen 42) erhält man als den gesuchten Ort, m welche n sich ein e  U und 
eine V �ech twinkl.ig schneiden, d ie sphärische l� 

i i + ·• ö1 i i • • 61 i 2 0 44) cos <r1 x z cos 2 v  z - sm 2 x  J1 = . . . . . . . . .  . 
Mit  o. = 901) werden aus 39) u n d  40) konzentrische K reise, bezw. gleich· 

sei tige Hyperbel n .  Die Gleichung 44) gib t  wieder den Ort für den Orthogonal

schni t t  der entsprechenden sphärischen Kegelschn i t te  - die  einen s ind dann 

ebene Kurven ,  also Kreise. Der rcsucht e  Ort besteht dan n aus zwei  ebenen 
Schni tten mit  der Kugel ; die Ebenen gehen durch Y und sch l ießen mit X Y 
u n d  YZ gle i ch e Winkel e111 . 

Neues ·Planimeter. 
Sy stein.- Goethe. 

Von Fr ledrlch Goethe, k.  k .  Obergeometer in  Melk> N.·Ö. 

1 .  
Das Q1.1crprofilplanimcter für geneigtes Terrain. 

Nach einem bekannten Lehrsatze fi ndet man de n Flächen i nhal t e i nes Drei ·  
eckes, wenn zwei Seiten und · der von ihnen ei ngeschlossene Winkel gegeben si nd . 

D a  nun bei einem best i m m te n  Böschungsverhältn isse der W i nkel y, den 

die Böschu ngsl in ie  mit der vom Rande der Dam mkrone (Sohle) gezogenen Loth-


