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Das Riickwirtseinschneiden auf der Sphére.
Von Prof. A. Klingatseh in Graz.

I

Es wiiren 2, /%, 7% drei ihrer Lage nach gegebene Punkte aul ciner Kugel
(Fig. 1) und 2 AP =w, < 1L =« die beiden gegebenen Winkel,
unter welchen die sphiirischen Boégen /72 % und /£, 7% von dem zu bestimmenden
Punkte 2 erscheinen. Die Ermittlung der Luge von £ bildet dann das in der
Uberschrift bezeichnete Problem. '

Diese Aufgabe behandelte ohne Riicksicht auf eine Anwendung derselben
bereits 1846 Grunert.') Dieselbe Lisung wendete 1850 Riimker in seinem
Handbuch der Schiffahrtskunde zur Polhéhenbestimmung an.  In neuester Zeit
hat sich S. Giinther?®) mit dieser Punktbestimmung beschiiftigt. Seine Losung hat
dic direkte Ermittlung der Polhéhe eines der drei gegebenen Punkte zum Zwecke,

Die bisherigen Lisungen des Rickwiirtseinschaeidens aul der Kugel griinden
sich, soweit uns bekanant, aufl Transformationen trigonometrischer Ausdriicke, um
dadurch schlieBlich die Gleichung vierten Grades fiir cinen unbekannten Winkel
oder eine unbekannte Seite des sphiirischen Viereckes /° /2 /%, 2%, zu finden. Im
niichsten Abschnitte wird eine mehr geometrische Lisung gegeben, welche da-
durch eine gewisse Anschaulichkeit besitzt und eine relativ einfache rechnerische
Behandlung erméglicht.

Im Gegensatze zu der ‘'verwandten Aufgabe des Riickwiirtseinschneidens im
Raume findet jenes auf der Sphiire unseres Wissens noch keine Anwendung in
der Photogrammetrie; eine solche ist aber ziemlich naheliegend, wie die folgenden
Ausfiihrungen. zeigen.

Es wiiren g, 22 ps die Abbildungen der drei Raumpunkte 73 7% 7y aul der
photographischen Platte und @, & die mit einem Theodolit von demselben Stand

) Grunert: Duas Pothenot'sche Problem auf der Kugel. Archiv d. Math. u. Physik. 7 Teil. 1846,
') S. Giinther: Das Pothenot'sche Problem auf der Kugelfiche. Sitzungsherichte der k. bayer.
Akademie d. Wiss, 34. Band. 1904,
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punkt 7> gemessenen Horizontahwinkel, Wird die innere Orienticrung des photo-
graphischen Apparates, nimlich die Bilddistanz f, sowie die lLage des Haupt-
punktes (Augpunktes) 4 auf der Platte als hekannt vorausgesetzt, so lassen sich
nach bekannten Formeln auch leicht die Winkel herleiten, welche die durch das
Objektiv @ und die Punkte g, 2, p,, resp. 1% 2, I, gehenden Strahlen miteinander
einschliefen. Diese Winkel bestimmen eben dann die Seiten ¢/, 6,, 6; des sphiiri-
schen Dreieckes /22 /2, /2, wenn man sich die Raumpunkte, also auch g, 2, gy aus

3
O auf eine mit O konzentrische Kugel von beliebigem Halbmesser — etwa die
Himmelskugel — projiziert denkt.

Das Riickwiirtseinschneiden auf der Sphiire ist dann gleichbedeutend mit
~der Aufgabe, die Zenitdistanzen der drei abgebildeten Punkte 72 7% 72, zu finden,
wenn die beiden Horizontalwinkel e und e gemessen vorliegen. Die Daten fiir
die Aufstellung des photographischen Apparates kommen hier nicht in Betracht;
dieses I[nstrument kann daher belicbig aufgestellt sein. Mit der Bestimmung von
P ist aber die ganze Aufnahme an die Punkte £ P, P, man kann sie als Leit-
punkte bezeichnen, angeschlossen. Dasselbe gilt auch von jeder folgenden aus
demselben Standpunkte, jedoch bei anderer Aufstellung des Apparates bewirkten
Aufnalime, soferne sich bei dieser zweiten Aufnahme die Abbildungen der friiheren
Punkte 72 7, /% wieder vorfinden.

Wir sectzen, um dies kizlrzulegell, vorerst die Zenitdistanzen von zwei
Punkten P, P,, deren Bilder g #, gegeben sind, als bekannt, etwa direkt pe-
messen varaus. Damit ist die Lage von P, also jene des Zenitpunktes bekannt,
da das sphiirische Dreieck £ % 2 durch seine drei Seiten bestimmt ist. Ist nun
2y die Abbildung eines dritten PunkteP’s, so ist durch die Aufnahme auch das sphii-
rische Dreieck P, P: Ps gegeben; dadurch sind aber auch die Winkel zwischen
den Vertikalebenen durch £, und P, einerseits und durch Ps und P, anderseits
bekannt. Ebenso lift sich damit der Abstand des Punktes P, von P, also die -
Zenitdistanz von Py ableiten. Das Vorstehende gilt aber dann fiir jeden weiteren
abgebildeten Punkt P;; so daf sich fiir dicsen sowohl die Zenitdistanz als auch
dessen Azimutunterschied gegeniiber P, oder P finden lifit. Bedeutet nun g
die Abbildung eines Gestirns P, so liefert die photographische Aufnahme dessen
Zenitdistanz und damit das Azimut des Gestirns zur Zeit der Aufnahme; durch
den bekannten Azimutunterschied zwischen PP, und P, bezw. Pi ist aber dann
auch das Azimut jedes dieser beiden sogenannten Leitpunkte bestimmt.

Damit ist auch der Weg angedeutet, eine Meridianbestimmung auf photo-
praphischem Wege ohne Kenntnis der Auflstellungsdaten des hiezu verwendeten
Instrumentes durchzufiihren. Dieses letztere Problem wurde vom Verfasser bereits
an anderer Stelle ) hehandelt.  Auf dieses Lit sich duaher auch das Riickwiirts-
einschneiden aul der Sphiire in unserer Anwendung zuriickfihren, indem durch
die Lage des Zenitpunktes die Zenitdistanzen von zwei ahgebildeten Punkten
oegeben sind.

Wir gehen nunmehr zur Ldsung unserer Aufgabe iiber.

’)VEin Zweihbhenproblem- in der Photogrammetrie, Sitzungsberichte der kais, Akad. d. Wiss.
Bd. CXVIIL Abt. lla. 1909.
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1.

Der Ursprung eines rechtwinkligen Koordinatensystems X'V wird in-den
Hauptpunkt O des Objektivs verlegt, wobei die Z durch Py gehen soll. Die
Spuren ey, ¢, ¢2 der durch Z und Py, 2, Py gehenden Ebenen auf A"} bilden mit
A die Winkel 34, p, 7.

lig. «.

Setzt man
PiPy=0, PsPy=6:, L PP =0, Y. PP =y )

})‘ /)=l)',, ]’,/’:(T’, }’, /’:(\‘,’ ] l)
so ist mit Riicksicht aufl da§ pewiihlte Achsensystem
i ==, @ =gy, e 2)

Sind also e, 6,, @, &, @« durch die Aufnahme, bezw. durch die unmittelbare
Messung gegeben und wird 2 beliebig angenommen, so ist die ganze Figur in
ihrer Lage gegeniiber X' Y'Z hestimmt und es kinnten daher auch die Koor-
dinaten der drei Punkte P 7, P, berechnet werden,

Es wiiren nun a4, 3, 8, dann x, 9, 2, die als bekannt anzusehenden Koor-
dinaten von 7%, hezw. /2, endlich &, ¥, = die zu bestimmenden Koordinaten von /.
Der Puakt 7 ergibt sich im Schnitt von zwei sphiirischen Kurven; die eine gibt
den geemetrischen Ort aller Punkte /2 fiir welche der Winkel 2 /7 = «, kon-
stant ist, withrend die zweite sich analog auf /2 72 und «, bezieht. Diese beiden
“nunmehr zu suchenden Kurven entsprechen den beiden Kreisen beim Rickwitrts-
einschneiden in der Ebene.
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Aus dem Dreiecke /7 22, folgt:

. sing . !
§indy = -—-8iNG, ...
0y sin e, g : 3)
COS Oy == cos6, cosd, -}- sing, sindy cosyP ... 4)
Wegen
coge, = c0sd; cosdy —F sind, sindy coser ..., 5)
ist mit Ricksicht auf 3) und 4)
Sindy = tga, (cosds cosy -fsintretge,) ... L. 0)
Iibenso ergibt sich aus dem Dreiecke 77, /° /7,
sind; = te G, (cosdy cos (@—y) -} sin (w—) ctew,) .0 7)
IFerner folgt
J’ ' x !
e i bt B 40100
sin) v }" L CosSpy = V" i R R S 8)
sin g, == V +‘y -G0SO = —s-, ................ 9)
=
wo
r=\a1" fy }«31(1)
der Halbmesser der Kugel ist.
Icbenso ist
M Xy ‘l
siny, = 7=, édyy == Tamrn
PEVRT R TN T YR | L)
J/, '12 ‘ .........
8in 7, == T cosypy = ;T
! vxu ‘}‘J/,a 1 \, Aty “|“"J’u J
Mit Riicksicht auf 2) wird daher
b Jn ‘“—"'l}’ y ol o ‘l‘)' J’ 12)
SINY = =5~ 5 COSY = 5= O
" VEF ) Vit )+
e XYY, X e XX -3y 13
sin (w— S, cos(@— 3
Varbrat oy T TVE e )
Wegen
v i gt P
tgr)‘,:——————-————-—-v'n *-y" tgo‘,:———-——\ - ~—-———| - UL R 14)
£ £,
folgen aus 6) und 7) mit den Werten von 9), 12), 13) und 14) die beiden

Gleichungen

e ()= (n &

/" peben.
Werden 15) und 16) quadriert,
(‘-le.ichunu'en
[ (%4
(124 F V(o ey
I)llhm ist 17) in \‘ mhnu]ung
also sphiirische Kurve, welche den

A=) z-freotga (noa
2 (2 42%) = (13 - 223) 5 7 colg s (s 3=y 2);
welche mit t0) die gesuchten Lisungen,

) ( '—i~)'1y) 5] o .-1,),-“ + z)(w.fa——:r ) "’cntg‘”rz. ;
¥ =

mit 10) (ll(‘JCl]l;.{C aul der
geometrischen Ort

= ’}’)

niimlich

so folgen bei Beachtung von 10) die

17)
18)

%) (g =2 0) “cotg P ey

die Koordinaten o, %, 2 von

Kugel liegende,
aller Punkte 2’ vorstellt,
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von welchen aus der sphiirische Abstand /7, /7 =, unter dem gegebenen Winkel
. erscheint, withrend fiir 18) in Verbindung mit 10) dasselbe fiie o, und « gilt.

Nennt man &y ¢ die Koordinaten der Mantellliiche jenes Kegels, dessen
Spitze sich in O belindet und dessen Leitlinie 17), resp. 18) ist, so hal man wegen

,E — )I e— ..§< ] ())
a J, o PRI T T R S U S S T
1§ : ry o , 7§ 20)

B e o T - B A

Werden die Werte 20) in 17) oder 18) eingesetzt, 5o erhillt man dieselhen
Gleichangen, wie wenn in 17), resp. 18) o v o unmittelbar dureh & oy L ersetzt
werden. Die heiden projizierenden Kegel sind daher vom vierten Grade, folglich
hahen wuch die sphitrischen Kurven 17) und 18) denselben Grad, wenn, wie
iiblich, der Grad emer sphitrischen Kurve nach jenem des Kegels, der diese
Kurve aus dem Mitelpunkte der zugehorigen Kugel aul diese projiziert, be-
messen wird.

Aus 15) und 16) ist unmittelbar zu entnchmen, dald die cine Kurve dureh
£ und 7%, die andere durch /7% und /% gehit,

Wiire @, oder « cin rechter Winkel, so wird der betreffende projizierende '
Kegel ein solcher vom zweiten Grade;  die bezdghche Rurve ist dann ein
sphitrischer Kegelschnitt,

Fiir die weitere Auflisung bestimmen wir aus 135) und 10)

L3 colg wy (s y—pu a) — 35, cotg e (p w—2, )) Y@ - 2|
(4 ".:1:.,'_’_,”1’) (.:'2_’;'»—»-j’.‘, 1) (:ni;;;'(c, (‘r;.}' o) (nx »7--,1‘,‘;»)(4;1;;“”', ’ )
Wird dieser Wert in 17) cingesctzt, so lolgt

o —
O =

(e {s o b =5, (o b Pad s o= cotg e -5, (- ) eotge ||
|(.1| sty )’) (‘-"E_J’ )’-:.r) Cotywe ~(\-_,_ itk l’) (7’ IS T )') cote I‘ o ’_’2)

Bisher wurde der Winkel py, den die doreh o2 undd 70 wehende Bhenre mit
N2 bildet, behebig angenommen,  Zur werteren Vereinlachung setzen wir unbe-
schidet der Allgememhieit pr==o0 und somit y =o.

Mit den Bezeichnungen

Y ¥ 5y X d o 304
=, mE, gy, =, — = ), 23)
v & X, v, v .

wird aus 22)
(V- @) (2, —o0 (Ve ) = (0 colg e (e——us) o, colga, n) | —
(e —um) colgas—fa (I wew o) ot ==0 000 2
Mit dem aus dieser ‘Gleichung tolgenden Werte ¢« hndet man mit den Be-
h 8
zeiclmungen 23) die Unbelannte ¢ aus 21) niimlich
b [ oot (w—un) |2y cotge ] () o), 25)
(=—its) Ol s =20 (1 == 215 16) COL o
Die Punktkoordinaten selbst werden dann wegen 10) aus
r ru ri

1= -_-1__. \, | VI“.M_: .'r ‘/* e = I_JIZ \, l w}; 1[‘;'}“_";;‘"' o o = :L- \ ] _},_ﬁ'—‘,’--‘-;?m . L(l)

cerhalten.
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Mit den vier Werten von # aus 24) folgen ebensoviele © aus 25). Da
ferner, wie leicht einzusehen, in 26) entweder dic oberen oder die unteren
Zeichen gelten, so enthdlt 26) die acht Losungen. Von diesen haben nur vier
Bedeutung, da die unteren Zeichen von ., », z sich auf einen Punkt 7, resp.
ein Dreieck P P, P, bezichen, welches dem gegebenen. bezw. dem aus diesem
zu findenden Punkt diametral gegeniberliegt. Damit wire die analytische
Losung gegeben.

Nun handelt es sich aber nicht um die Punktkoordinaten, sondern um die
Zenitdistanzen 9, 9, d,.
Wegen y, = 0, wird aus 2)

Porm m il Jlctar e gt o sl S e 2
Die Verbindung von 11) und 14) liefert daher
2 b2 Z3  cotga,
"="‘""=C0t6 T e gl i Ty e —— = 2
2 o RN s tgw, v, ; ERoTT 28)
withrend sich aus Fig. 1) unmittelbar
g
il tgdy = saeeea oL 29)
Setzt man ferner zur Abkiirzung
m = —u, cotge,, n = cotga, -+ cotge, p=u,cotge,
m' = —uv 1 cotge,, #' = v, cotg &, 4 1 cotge, } . 30)
m'= v; — 1, W= —uv, u,

so nimmt 24) die Form an
(142 [(m" + 2" u)y— (' +-2' ) ) — [(m~-nu—+pu'|r=0 .. 3l)

Der Gang der Auflosung ist nun folgender:

Mit den gegebenen Werten @i, 06,, @, @, «, rechnet man aus 28) die GroBen
vy, 4y, 7, sodann aus 30) die HilfsgréBen w2, w, p, m', n', m*, n¥. Die Aullésung
von 31) gibt 2 und damit wegen 8) und 27) auch

D PRSI  a i

In der Regel wird schon aus den der Aufgabe zugrunde liegenden ort-
lichen Verhiltnissen ein Niherungswert von # und damit ein solcher von «
folgen, so daB} die in Betracht kommende Wurzel von 31) durch nitherungsweise
Auflosung dieser Gleichung erhalten werden kann.

Mit ®» und @—1 findet man nach dem Sinussatze uaus den Dreiecken
Lo und P PP zunichst o, und 4, und daraus s,

Die unmittelbare Berechnung von 6, — und dieser Weg ist der bessere
— geschieht so, dal mit dem aus 31) folgenden Werte # aus 25) v bestimmt
und dadurch aus 29) d, erhalten wird. Damit ergeben sich auch ¢, und 4,

Finsterwalder') hat durch kinematische Betrachtungen den sogenannten
gefihrlichen Ort beim Riickwirtseinschneiden auf der Kugel funtersucht. Er fand
hictiir eine durch die Ecken des sphiirischen Dreieckes und scines Polardreieckes
gehende Kurve, die von einem Kegel dritter Ordnung mit der Spitze im Kugel-
mittelpunkt ausgeschnitten wird.

') Finsterwalder: Der gefihrliche Ort beim Rickwiirtseinschneiden auf der Kugel. Sitzungs-
berichte der k. bayer. Akad. d. Wiss. 35. Band. 1905.
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Wir geben in diesem Abschnitte ein Beispiel, welches sich auf eine durch-
cefiihrte Aufnahme bezieht. Von einem Punkte der Plattform des Obscrvatoriums
der technischen Hochschule wurde mit unserem Phototheodolit, welcher nur fir
Aufnahmen bei vertikaler Bildebene eingerichtet ist (iltere Konstruktion  von
Pollack), bei geneigter Lage des Instrumentes eine, Aulnahme gemacht,  Spiiter
wurden mit ecinem Mikroskoptheodolit von demselben Standpunkte unter Iin-
haltung  derselben  Instrumentenhiéhe die Richtungen nach  drei abgebildeten
Punkten bestimmt, wodurch sich e« und « ergaben.

Die Bildweite £, sowie die Lage des Hauptpunktes #1 der Platte waren
aus friheren Bestimmungen bekannt.  Die Ausmessungen aul dem Glasnegutiv
erfolgten mit Beniitzung eines Retouchierapparates mit einem Nonjusmallstibe
von 002 meme Angabe, wobei zur Verschiirfung der Messungen wiederholte Ein-
stellungen gemacht wurden.

Nennt man g, g2 py diec Abbildungen von /2 22 7%, so wuaren sowohl dice
Abstiinde der ersteren von dem Hauptpunkt 1, als auch die gegenscitigen Ab-
stinde dieser drei beniitzten Abbildungen zu messen, um die fraglichen Winkel o,
also die Seiten des sphiirischen Dreieckes /2 /22, 75 herzuleiten,

Bezeichmet man Dbeispiclsweise [lir die Punkte g0 und py:

/7_?: =711, /}:/;.; ="', /’l}'a = S,
endlich, wenn O das Objektiv bedeutet,
: Opy = 01, Ops==0,,
SUREL
o=\n"F/\ =\ /1

ln dem Dreiccke g Opy sind daher die drei Seiten @i 5, 93 bekannt,  der

fragliche der Seite s gegeniiberlicgende Winkel oy folgt demuach aus

e 'V"_(f —0) (s, l

‘ L ‘_
tdng ” 5 (“. I ".l)

el Ry U e el 33)
e S=4 o+ ¢ [
cig .
- & j

1st.

Sind nun ebenso ¢, und ¢; mit Bentitzung von sy 75 83, 1esp. 7, a8, fre-
funden, so erhillt man in dem sphirischen Dreieck P21, P, in welchem die drei
Seiten 4y, 6y, 05 bekannt sind, den der Seite ¢, gegeniiberliegenden Winkel
0 dus

; sin (§ — @ \
coty 5 = ._._..4.(_[’__‘ ) ’
e - V sin (s—a,) sm(s——o?)"sm" "'(A,l‘ B N e
sins
a + (63 “{W s
ey Sk P T i
und §= 5 J
ist,

Damit sind die Grundlagen fiir die weitere Rechnung gegeben.
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Die in Millimetern gegebenen Ausmessungsdaten waren:
n=4297, r, = 6602, 7, = 2290
P 104, == SR38 p == Ohe0Y
Mit f== 1841 mn folgt aus der fiir alle drei Punkte entsprechend ange-
wendeten Gleichung 33), wenn ganze Sckunden lediglich die Bedeutung von
Rechnungsgroflen besitzen,
o= 1307 177, 0 = 15947 54" ¢; = 2804813,
Die unmittelbare Anwendung von 34) gilt fiir den Winkel bei 7°;: 169° 48 56“.
Da bei dieser Aufnahme der Punkt P und der zu bestimmende Zenitpunkt P
auf derselben Seite von I, I’, liegen und zwar so, dafl der ausspringende Winkel
P zugekehrt ist, so wird
L P, P, P= 0 =360—169°48 56" = 1900 11' 4+,
Die Messung der beiden Winkel @ und «, ergab
ey = 12956 38", o= 15948 12",
Damit sind die Groen in 28) und 30) bestimmt. Die Auflisung von
31) gibt wegen 32)
xu = tang y = 6:066004 = —tang .
Es entsprechen dieser Gleichung demunach die beiden Winkel
p = 80038 20" und p = 260° 38’ 20",
Es ist daher entweder
= 360—yp =279°21'40" oder ¢p = 360—y = 99" 21" 40",
Hier kommt nur der letzte Wert in Betracht. Die Auswertung von 25)
gibt mit dem obigen- Werte von #
v = —020502.
Da P wegen des beizubehaltenden Wertes von # eine negative Abszisse
x und wegen des negativen Vorzeichens von ¢ demgemifl eip positives z besitzt,
so folgt aus 29) 0, = 880 §' 24+, :
Mit @, 0, » erhilt man dann 0; mit g, d;, (w—¢) lolgt 9, nach dem
Cosinussatze, Iis wird
& = 90° 15 17", 8, = 88" 23 20",
Die drei berechneten Zenitdistanzen o, d; 0, stimmen hier mit den Ergeb-
nissen der dirckten Messung innerhalb einer Minute itberein.

V.

Wir haben in Il den geometrischen Ort aller Punkte 72 von welchem aus
6, unter dem vorgegebenen Winkel «, erscheint, als eine durch /7 7, gehende
sphirische Kurve vierter Ordnung gefunden. Es soll nun noch eine Erzeugungs-
art dicser Kurve gegeben werden. Zu diesem Zwecke wird deren Gleichung
beziiglich eines Koordinatensystems aufgestellt, dessen Y% durch die Ebene
OF, P, (Fig. 2) hestimmt ist, wobei die Z durch den Halbierungspunkt dcs
sphiirischen Bogens 7 /% hindurchgehen soll.
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_x,g 'l" On-%’ ‘/"\\

——-&d%mr—----w-n- T

Aus dem Dreiecke O 2 /% folgt wegen [0)
PPty (s—a)=2r+20r5—255=20r-—2rcosd,.
Damit wird

S B A 5 3 -f-.\‘ A

CO§dy = ————1— und ebenso cosd, ="~
ot

”?
5] > i
Wegen —k == cos ~Lamd — = sin
; ¥ u r 2
kann man auch schreiben
a, oS54y 0, SIN G, )
@ <telim Py (18 5
CO$ -5 . ISl . a oS - . prm
N ' -~ 1 et et ~
cos 0, == i ol T cos 0y = i .\5)
] r )

Da endlich in dem sphiirischen Dreiecke P I, I

cosd; = CLsJ, cosd, —|-sind; sindy cos,

ist, so folgt daraus mit 35) solort die Projektionsgleichung unserer sphiirischen

kurve auf dic XZ;

| Oy a AT o o
2 ooete ¢ R RS e ST T L [ AT WAL v PRI G SN S Wi, O o
[; cos’o, (cos 5 et—sin’ s ) _._[; Dy (u):, 5 # -+ sin® - ) |

: 5y = F
I (C()S?f),;""' Fo it Si”/:(ir x’)EJ cos"a‘ ...... i 36
Setzt man
C()S'-‘-,‘%L,ﬁﬂ_s-m!(il P L A‘z, IS ey . n: ,{7)
bk -

so wird wegen 36)
ol e 5 (1
ri(costey —cosq,) | cosor,, g 4. gg

, Oy an
cos® — 53-}-sin? - ¥ = ; : el :
&= t 2 2 cos’«, cos’ e, 2+
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Die durch 37) und 38) gegebene ebene Kurve, wobei 4 einen Parameter
bedeutet, cntsteht daher im Schnitt zweier Scharen von Kegelschnitten, waobei
die cine Schar aus Ellipsen, die andere aus Hyperbeln besteht. Die Ellipsen
und die Hyperbeln sind kouzentrisch und homothetisch. Jedem Werte 4 cntspricht
nach 37) eine Hyperbel und nach 38) cine Ellipse. Die Schnitte dieser beiden
demselben Werte von A entsprechenden Kegelschnitte bestimmen vier Punkte
der Projektion unserer sphirischen Kurve auf dic YZ

Wir nehmen nunmehr im Sinne der neueren Flichentheorie 37) und 38)
als Parameterlinien #,v; setzen also

a, 0,

cos’ 2 ® &' -} sine P8 el U SR 39)
c a

cossfzi—f ~—sm’—2‘ =, B 40)

wobei die Groflen # und # mit den in II und Il ebenso bezeichneten Koordi-
natenverhiltnissen natiirlich nichts zu tun haben.

Die Kurven F’{(u= konstant) sind daher die Schnitte einer Schar cllipti-
scher Zylinder mit der Kugel. Die Leitlinien dieser Zylinder sind die in X2
konzentrischen i#hnlichen und ihnlich gelegenen Ellipsen.

Die Kurven &/ (o= konstant) sind die Schnitte einer Schar hyperbolischer
Zylinder mit der Kugel. Die Leitlinien sind die in A Z konzentrischen dhnlichen
und #hnlich gelegenen Hyperbeln.

Die Achsen der beiden Zylinderscharen fallen mit Y zusammen. Dic Kurven
V und U sind sphirische Kegelschnitte, denn dieselben werden mit Beachtung
von 19) und 20) von O durch die beiden Kegelfliichen zweiten Grades

(u * sin? 2)g+;u,+(u_r cos?- )gn__o

(v—}-r’sin —%’)5”—]-1}») —{—(v—z cos’ ;)g-—o

auf die Kugel projiziert.
Mit den Parametern « und z lilt sich 36) in der Form

r? cos*e —cos i} COS 61 tang® e
° = ( 2t ’_)_+_ , 'Z/—:—;,—Q-1712 ........ 41)
2 cos’ o oS e, 21

geben. Die sphirischen Kurven vierten Grades als Ort konstanten Winkels
P, PP = a ergeben sich daher im Schnitt zweier Scharen UV sphiirischer
Kegelschnitte, wenn jeder ¢ die durch 41) bestimmte J als entsprechende zu-

gewiesen wird.

Mit @, = 90° reduziert sich iibereinstimmend mit dem in Il erhaltenen
Ergebnisse die sphirische ¢, auf zwei zusammenfallende isphirische l\cgelsclmlttc
mit der Gleichung

v == 1" cos’q,.

Aus 39) und 40) folgt wegen

}” =yt

auch die Darstellung der Koordinaten der Kugelfiiche in Parameterform mit
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Die Quadrate der Punktkoordinaten der sphirischen C, sind wegen 41)
durch quadratische Formen von z darstelibar.

Der Schnittwinkel der der Gleichung 41) geniigenden Kurven U und V st
veriinderlich. Man kann nun leicht eine neue sphitrische Kurve ableiten, wenn man
jeder € diejenige V" als entsprechende zuweist, welche jene orthogonal schineidet.

Die Bedingung ist dann bekanntlich

dxr ox 9y 2y +- 9z 3 0 43)
T TR PR R YR R e ¥

Wegen 42) erhilt man als den gesuchten Ort, in welchen sich eine ¢/ und
eine V' rechtwinklig schneiden, die sphirische C;
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cosa, x* 3" cos* -9’ z' —sin

-
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Mit 6, =907 werden aus 39) und 40) konzentrische Kreise, bezw. gleich-
seitige Hyperbeln. Dic Gleichung 44) gibt wieder den Ort fiir den Orthogonal-
schnitt der entsprechenden sphirischen Kegelschnitte — die einen sind  dann
ebene Kurven, also Kreise. Der gesuchte Ort besteht dann aus zwei ebenen
Schnitten mit der Kugel; dic Ebenen gehen durch 1} und  schlieen mit A"V
und YZ gleiche Winkel cin.

Neues Planimeter.
System Goethe.
Von Filedrich Goethe, k. k. Obergeometer in Melk, N.-O.

I
Das Querprofilplanimeter fiir geneigtes Terrain.

Nach einem bekannten Lehrsatze findet man den Flicheninhalt eines Drei-
eckes, wenn zwei Seiten und der von ihnen eingeschlossene Winkel gegeben sind.
Da nun bei einem bestimmten Boschungsverhaltnisse der Winkel p, den
die Baischungslinie mit der vom Rande der Dammkrone (Sohle) gezogenen l.oth-



