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Die Formel zur Bestimmung der Erdgestalt.
Von 8. Welliseh, Bauinspektor der Stadt Wien.

Mit Hinweis auf die in den «Mitteilungen der Gesellschaft deutscher Natur-
forscher und Arzte», 1906, S. 29, erschienene Abhandlung iiber <«die Bestim-
mung der Erdgestalt nach der Mcthode der kleinsten Produkte», die ihren Aus-
gang von der Bessel'schen® Formel fiir die Entfernung zweier Parallelkreise
genommen hat, sei an dieser Stelle diese historisch bedeutungsvolle Formel in
einer moglichst ausfiihrlichen und doch einfachen Art abgeleitet.

Werden die Meridiane der Erde als Ellipsen betrachtet, und bedeuten in
der allgemeinen Gleichung der Ellipse

- a3 g2
Tl
a, 6 die beiden Halbachsen des elliptischen Erdmeridianes und x, ¥ die vom
Mittelpunkte aus gezihlten rechtwinkeligen Koordinaten eines Punktes desselben,
so ist die Linge eines Ellipsenclementes gegeben durch
ds =Y da? -+ dy?

und es ist die Linge eines Meridianbogenstiickes s bestimmt durch das Integral

s= |V pay,

Ist  die Palhdhe eines Punktes der Meridianellipse, so besteht die Beziehung

2
e J
o o
und durch Quadrierung" atyt = bt tg2 g,
Verbindet man diese durch @® dividierte Gleichung mit der Gleichung der Ellipse
durch Subtraktion, so entsteht: 14,9
adyd = b_x_‘f.{'f_?_
ad
b2a? - a®y? == a?b*
ot 12 tg?
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und hieraus ist

a? a* cos ¢ a® cos ¢
e e | e —— S5 :
Va® o' tgt e Yatcosto - 42 sin? ¢ \’a’ (a*— &%) sin ¢
i d dal '
Setzt man nach Besse!l ey = und daher b__a T + g (neuere Ableitungen
8 __ 29
beniitzen statt » die Exzentrizitit ¢2 = g = oder auch andere Funktionen

von a und 4), so wird erhalten:
a(l +n)cosp
V(l TP —dnsinte

a(l—u)sing
(1 + n)V(l F#)—4usinZe
Die Differentiation von x und » nach % ergibt:
o a(l +»)(1—n)?sing.dy
T [ Fa)—4nsintglh
dy_.w(l + #) (1 — 1)} Cos @ . dgp
[(I + %) —4nsin?plh
womit das obige Integral fiir die Bestimmung von s iibergeht in:
s= (g A1 —n)
[(1 4 #)— 4 nsin®¢]?
oder wenn die konstanten Glieder herausgehoben werden:

5 el o) (L)t S [(1 4 2)t — 42 sin® @]~ dop

Diese Integration ist nur mit Reihenentwicklung mdoglich, die nach dem
binomischen Lehrsatz erfolgen kann. Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist
von der Form (¢ + g)

und in analoger Weise

Yy ==

mit p::(l +”)’) q=—4” Sinsw) ! g ———
Die Entwicklung dieses Binoms gibt

(PHoy=p 41z + (1 5 _W - puige G\ ]%,(% 2) Py e

e

sohin ist: ¢
s=a(l +uy(l —un)? S do{(1+u)"-F6nu(lH-n)"*sin? cp~}- 0¥ (1 -f-2) "sint +

T 414083 (1 4-2)Csinb o + . . ]
Sind ¢ und ¢’ die Polhéhen der Endpunkte des Meridianbogens, so ist die
Integration dieses Ausdruckes zwischen den Grenzen % und ¢’ auszufiihren. Be-
zeichnet man der besseren Ubersichtlichkeit wegen mit

= \ (I +n)"de

;‘:-_,S6n (1 4+ ») *sin®q d¢

II

3023 (1 4-#) "sintpdy
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D= S 14023 (1 - 2)" sinbp dg
also s=a(l+n)(1—n2(A+BF+C-D..),
so gibt die Integration von A zwiqchen den erwiithnten Grenzen:

= (I +2)"(p'— o)

Zur Ausfiihrung der iibrigen ]nte;:m]c benétigt man die nachstehenden Formeln:

‘| —cos2x x sm’a
St - o e ket o f — .
.\ xr.dx S ) adx 5 -+«
1 4 cos2a x sin 2z
g - — -
€ — £ s .
.\ sty dx S 2 A= . -+ 4 +¢

\ sitr . da=3\(l —2cos2x-}cos*2x)dr=
+

)

-'—\dx—-}Scost.dx + 1 Scosg”x.rh‘

4
. (]
l—f—u)viz T |
rQ? D 4 ol a2 4 Dy e 24 E simnd b ¢
Sms -,t-.(/.t‘—DSLO.S -4.:1"_1_25—" el ,,-{——b;.snmx e

Es ist daher

(' — — sin 2
B=06n(l-4») Ssm'(p dp = 6n (1 +n) \(}m;,—?z SRy, iy L ")
% in? a’ in 2
C=3071’-'(l+n)“"s sint g . dop = 3002 (1 Fu) 7 M-‘?—“”""’ = ko N

—0 sm4tp—qm4¢p
Ay MRt

= 12u%(l -} {z (%' —go)——?(sini.’fp‘wsin?.fp) 1 (sin 4 —sin 4 )}
D=3l +u) “{l() (@'~ @) — 4,3 (sin 2' - 8in 2q) +3 (sin+g' sin+g) - | (sin bg* ~sin Op);
Werden die gleichartigen Glieder zusammengefladit, so erhiilt man:
s=a(l+wn)(l —u)"{(qﬂ-—«p)[(l%»u) 3 (V)RR (L n) TR o (L bw) P
—n(sin 2" —sin2@)[3 (1-f-2) "> g n(1 ) T3R80 F )

= »?;2- (sin g —sind ) [ 2 (1 -F2) " 9o n(l4u) ... ] —

— 2 sin Gt —sin 69) [13 (14~ .| ..

Nun kann man nach Potenzen von (I 4 ») entwickeln und hierauf unter
gegenseiticem  Aufheben der unger: ulcn Potenzen von # redu/men o daf man
erhiilt -

A-~d(l -+ n) (1 —un)? {(;J-—q))
n(sin2q —sin2q) (1 -}-3
9

+ 5 (sin 49 —sin4g) 33H T FGA ) —




Setzt man der Kiirze wegen : ;
N=1+F @+ G 4.

Nae=3n-+3in(}n)

Ne'=3. 50"+ 5.20'(30) -}

Nel=23 8 I8 L 8.3 B8 (i) ...

nss Wy

webei zu bemerken ist, dal Ne” und die folgenden Glieder wegen der Klein-
heit von 2 jedenfalls zu vernachlissigen sind, denn es ist » == 0:00 1675 und
23 = 0000 000 005, so vereinfacht sich der obige Ausnlruck wie folgt:

=a (l-{-71)(1—71)‘/\"{((;:‘—(;))—& (sin2¢@'—sin2p) |— (sind g'—sind @) —
Schreibt man ferner fiir:
sin 2¢*' — sin 2¢ = 2 sin (p' — @) cos (p' @) = 2sin/.cos2 /.
sin4gp' —sind @ = 2sin 2(p'—p) cos 2(p' -+ @) =2sin2/.cos 4+ /,
worin /= @' — ¢ die Linge des Bogens oder die Polh¢hen-Amplitude und
ol
= _qv_o;_lI_J die mittlere Breite desselben bedeutet, so wird:
s=a(l4-n)(l—u)N{/—2easin/.cos2 L+ a'sin2/.cos4L—. ).
Fiihrt man nun statt der halben groflen Achse @ die mittlere Liinge & eines

Meridiangrades ein, so erhilt man, da fiir /== die Linge des Meridianbogens
den Betrag 180.¢g = a (l -}- ») (I — #)’ Nx erreicht und sohin

0 Fw) (| — ) V= J_.?‘gu_‘{__,
st, die Gleichung
o ]82"“" (/—2easin/.cos2 L4 a'sin2/.cos+ L — .. )
Driickt man noch die Amplitude / in Sekunden aus, so ist
o 180.20 e _1::70_‘ ’*‘56?‘66

und es resultiert:

$ = %m i (Qusin/.cos2 L —«sin2/.cos4/l .. )
oder, wenn mit @ multipliziert und die Zahl - 180 :(’QO =206 264°8" mit
p* bhezeichnet \\'n'd:

3%01 =/"—2¢0"e«sin/.cos2 L -} 0" a'sin2/.cos4 L — .

In dieser Gleichung sind, wenn die Beobachtungsdaten einer (Gradmessung,
das sind die aus den geodiitischen Entfernungen zweier Punkte lhg(‘]eltttul Ab-
stiinde der Parallelen und die Polhshen dicser Punkte, eingesetzt \sculen nur
zwei Groflen, nimlich ¢ und @ als unbekanat zu betrachten, denn fiir die dritte
Unbekannte &' kann mit hinreichender Genauigkeit folgender durch « ausge-
driickter Niherungswert cingeﬁihrt werden, Es ist

Ne "u 1+ 3. 4

g

=3u(l -+ 120 (1 =)= 3u( — )
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und 2 ae=u— 3% Wird hierin flir #® = (? «)® gesetzt, was geniigend genau
ist, so wird n=13ea -} e
und da mit hinreichender Genauigkeit auch gesetzt werden kann:

« N«

—— ==,

¢« Ne

V. . . ‘_ 5 S
So wird schlieflich ' = $na = 3 a® 4 % a*
oder bei Vernachlissigung der vierten Potenz der sehr kleinen Zahl «:

o =§a’
Damit erhiilt man eine Gleichung mit nur zwei Unbekannten:
3600 s . .
——=/"—20"asinl.cos2 L4} o"a*sin2/.cos 4 L.
£

Um die beiden Unbekannten g und «, welche die Grifle und Gestalt der
Erde bestimmen, zu ermitteln, sind daher mindestens zwei Gradmessungen not-
wendig. Liegen mehr als zwei Gradmessungen vor, so wird man durch Verbin-
dung derselben mit Hilfe der Ausgleichungsrechnung jene Werte von ¢ und «
zu ermitteln trachten, welche allen hiezu verwendeten Gradmessungen am besten
Geniige leisten und auf diese Weise jenes Rotationsellipsoid bestimmen, welches
allen Kriimmungen der unregelmifigen Geoidfliiche maglichst gut sich anschmiegt.
Die gestellte Aufgabe fordert also, dafl die beobachteten Polhéhen ¢, ¢, ¢, . . .
den zwischen den Parallelen gemessenen Entfernungen so gut als mdaglich ent-
sprechen, wobei angenommen wird, dal die Fehler in den gemessenen Ent-
fernungen im Vergleiche zu den PolhGhen-Fehlern als verschwindend betrachtet
werden kdnnen.

Sind nun 2, a’ die Fehler, mit welchen die Polhéhen @ und ¢ der knd-
punkte einer Gradmessung behaftet gedacht erscheinen, so ist zuniichst statt /
und 2L 7u setzen: [+ (' — ) beaw. 2L - (2 -}-a),
dann wegen der Kleinheit der I'ehlerbetriige:
sin (/- a'—x) cos (2 L-+}a-f-a) = [sin / + (2 —x) cos /] [cos 2L —(r+-2a’) sin 2 /]
u. s, w,, so dal man hat:

3600 s ) .
T = (/+a'—a)"— g“ 2a[sin/- (&' —u) cosl] [cos2 L — Le—4-a7) sin 2 I,_I —
— ta'[sin 2/ 2(s'—a) cos 2/] [cos 4 L. — 2 (v -f-f) sind L] ..
.\[ultipliziert man aus und vernachlissigt hiebei die Glieder hiherer ()uluung, S0
wird, indem man statt @” (' — ) und @“ (» -|- «‘) kiirzer die identischen Aus-
driicke (& — #)" und (v -} ') setzt:

36005 , L _
“‘“gi-i-=/“—{—(x’—-x)“——g"[.’_’asml.cusL’L——ga'Sln2/.cos4/‘-|~...J-A
= — (' — x)“ 2acosl. cos2L —§a’cos2/ . cosd L. ]

+ (v 42 [2asml.sin2 L —3a*sin2/ . sind L.

Wird das letzte Glied als das Produkt zweier sehr kleinen Gréllen unter-

driickt, so erhilt man fiir die zu suchende Diflerenz in Sekunden :

’QUUA — 7"} " [2esin/. cos 2L —3arsin2/. cos 4 2]

o

Al — 2 L O
: & T 2wcos/.cos2 L} ccos2 /. cosd L
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Um aus dieser Gleichung ¢ und « zu berechuen, fiihrt man zur Verein-

fachung der Rechnung Nitherungswerte ¢, und «, cin und setzt:
5o
S = l_‘__z'i (¥=au(] _+_1:)’
worin 7 und & die nunmehr zu suchenden Verbesserungen von g, und «, he-
deuten. Damit wird, wenn man noch den Nenner des Bruches der rechten Seite
er KNiirze wegen mit-t bezeichnet:
(x'—-——x)“=-l—j3600s(l+')
1 l £

wozu die Bemerkung zu machen ist, daB ¢ mit hinreichender Genauigkeit mit
dem geniiherten Werte &, herechnet werden kann. Durch Ausmultiplizieren und
Vernachliisssigung des Quadrates von £ entsteht endlich die von Bessel aul-
gestellte Formel:

~ 0440 [2eo (1 +4)sin /. c082/.— 2 e, *(1+4)*sin 2/. cos4/]}

l J3600s 5
(' —x) = T{ 4 — /0" [2epsin/l.cos2 L — §a,2sin 2/, cos 4 l.]} -+
IGO0

+

A= [2aysinl.cos 2L — 3e,"sin2/. cos 4 L] A,
£, T
Bezeichnet man nach Bessel den Koeffizienten von 7 mit a, denjenigen

von & mit & und das absolute Glied mit 22, so hit man mit Hinweglassung der
Bezeichnung fiir Sekunden, die Relation:
A —x=—az —l~ bk -l' m

als die Fehlerdifferenzgleichung Ffiir eine Gradmessung, bei welcher blof3
zwei PolhGhenbestimmungen angestellt wurden. Sind bei einer Gradmessung auf
mehreren Orten di¢ Polhdhen beobachtet worden, so erhiilt man fiir die Ver-
bindung des siidlichsten Punktes der Gradmessung mit jedem nérdlicheren Punkte
eine analog gebildete Gleichung, so dufl man fiir eine Gradmessung mit (1 -}-7)
Polhéhenbestimmungen 7 derartige Fehlerdifferenzgleichungen zur Ausgleichung

der Polhdhendifferenzen zur Verfiigung hat.
*
Anmerkung. Bei dieser Gelegenheit seien einige Druckfehler in den Bessel-
schen Originalabhandlungen der «Astronomischen Nachrichtens mitgeteilt.
14, Band (1837), 5. 338: Der Nenner des Integrales ist zur dritten Potenz zu erheben.
» » » 339: Inder Gleichung fiir me soll es sin 7. cos 2 L statt sin /. sin 2 L
: und in der Gleichung fiir 2 soll es §¢ statt &1 heilien.
9. Band {1842), S. 115: Das absolute Glied der 5. Bedingungsgleichung der franzisi-
schen Gradmessung soll - 1191 sttt 7191 lauten.
» > >+ Die Verbesserung der Polhihe fiiv den Punkt Hochland der rus-
sischen  Gradmessung soll 0°707 statt 07007 lanten.



