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Die Formel zur �e.stimmung der Erdgestalt. 
Von S. Wellis.ch', .BäuinspektQr d_er Stadt Wien. 

Mit Hinweis auf die in den «Mitteilungen der Gesellschaft deutscher Natur­
forst::b.er und Ärzte», 1906,'. ·s. z9;· erschjeneue Abhandlung über «die Bestim­
mung der Erdgef?talt nach. der Methode der kleinsten Produkte», die ihren Aus­
gang· von· der'. 'Bessel'schen' Formel für

. 
die Entfernung zweier Parallelkreise 

genomrnen hat, sei an fiieser ··sfelle diese historisch bedeutungsvolle Formel 111 
einer möglichst ausfühtlichen und dach ehafachen Art abgeleitet. 

Werden die Meridiane der Erde als Ellipsen betracjltet, und bedeuten in 
der allgemeinen Gleichung der Ellipse 

"xi 12· · 
a2 + b2 = 1 

a, b die beiden Halbachsen des elliptischen Erdmeridianes und .:r, J' d1e vorn 
Mittelpunkte aus gezählten rechtwink(fligen Koordinaten eines Punktes desselben, 

so ist die Läpge eines Ellipsene\etnentes gegeben durch 
ds = 1/ d.�2 + dy2 

und es ist die Länge eines Meridianbogenstückes s bestimmt durch das Integ-ral 
s = � v dx'J + tty". 

Ist cp die Polhöhe eines Pun�tes d�r Meridiauellip13e, so besteht die Beziehung 

.. . 

\ 
as )' . tg'cp =_-fr_ -;-

und durcl1 Quadrierti.ng · · a·f y� = b4' �2 tg2 cp - · 

Verbindet man diese durch all dividierte Gleichung mit der Gleichung der Ellipse 
durch Subtraktion, so ents teht : b·l _:r2 tg2 ·tp 

a»y11= _..,...i �-
a 
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und hieraus ist 
aa a'i. cos r.p a2 cos r.p 

X= V a1 + b' tg� r.p = V a' 
cos' r.p + b2 sin2 r.p = V a1 - (a'-= b2) sin11 r.p • · · . a-b 1-n . · 

· Setzt man 11ach Bessel a + b = n uni:l daher b . a 1 +n' (neuere Ableitungen 

d. E. 
· · ·· 2 all - b" 

d h d F k . benützen statt n 1e xzentnz1tät e = ai! o er auc an ere un tionen 

von a und b}, so . wird erhal ten : 

a (1 + n) cos i;p X = -- -- - - -
V (1+n)�-4n sin2 'f' 

und m analoger Weise 
a (l - 1t)2 sin � Y= . 

(1+n)V(l+11)11-41' sin2 r.p 
Die Differentiation von x und y nach qi ergibt: 

dx= -a(l +n)(l-n)"sinr.p.dr.p
, ((1 + n)•·-4n sin11 r.p]'/a 

d 
=

a(l +n) (l-n)1cosr.p� 
)' [(! + n)V- 411 sin2 r.p]'I• ' 

womit das obige Integral für die Bestimmung von s übergeht in: s = ldr.pv a'(l+11.)ll(l-.!1)• . . J [(1 + n)9-411 sm2 r.p]3 
oder w.enn die konstanten Glieder herausgehoben werden: 

s = a (l + n) (l -11)2 � [(1 + n)<1- 4n sin9 r.pr11•. dr.p 

Diese Integration ist nur mit Reihe11entwicklung möglich, die nach dem 
binomischen: Lehrsatz erfolgen kann . Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist 
von der Form (p + q)' 
mit p = (l + 1')11, q . · -·4n sinll r.p, „ = - }·. 
Die Entwicklung dieses Binoms gibt: 

· 1· (r- l) r (r-· · l) (r - 2) (1+qY=P'+1p-1.r + 1. 2 f it x• + --·-1-. 2. 3 -· pr-sx-a + ... ' 
sohin ist: 

� · 

s = a (i -1- 1t)· (1 -u)2 � dt.p [ ( 1 + tt)-a + 6 n (1 + n)-L sin»cp + 30n= (1 + 11)-7 sin4 q> + 
+ 140n3 {I + nt0 sin6 r.p + ... J. 

Sind r.p und �· die Polhöhen der Endpunkte des Meridianbogens, so ist die 
Integration dieses Ausdruckes zwischen den Grenzen cp und cp' auszuführen. Be­
zei'chnet man der besseren Übersichtlichkeit wegen mit 

A = � (l + n)-8 dr.p 
R= � 6n(l + 1t) �sin'..'Cfidr;; 

C = � 30 n11 ( 1 + n) 7 sint q)(/i:p 
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also 
D = � 140 n9 ( 1 + 11)-� sin° cp dcp 
s = /1 ( 1 

+ 
11) ( 1 -11)2 ( A + B + C -+- D --f- ... ) , 

so 0'ibt die Integration von A zwischen den erwähnten Grenzen : 
A = ( 1 + ntH ('P' -rp). 

Zur Ausführung der übrigen Integrale benötigt man die nachstehenden Formeln: � . " d � 1 - cos 2 X X si n 2 X ' 
sm·x. x= -- --dx=-;;-------+c 

2 � 4 

f 9 • d f } -1- COS 2 ,,; d . X 
+ 

sin 2 X + J cos ..t .  x= J --2-- . .:i:=-f -4-- c 

� sin4x.d:t.-=t � (1-2 cos 2x+ cos�2x)dx= 
= -} .\ dx - i- � cos 2 .:t· . d:r. + } � cos2 2 x. dx 

r „ ,_, d r „ __ d2 r 1 _L cos 4 x d x , . 1-J cos · ".t. x . ,i-=f J cos• -.:.x .. x= � J _r_2-- 2x·=-
2
-+8sm4x- r. 

Es ist daher 

C 30 2(1+ )_J. � d· . 30 2(l 1- )-1{<p'-<p sin2qJ'-sin21p 
= . n 11 J sm <p. _ rp = 11. - 11 -4- - -------4 -- -- --1-

'P + 51!_ -_p_ -1- sin 4 rp' -sin 4 rp ) 
= 

8- 32 

= '-!' 112 ( 1 + 11)-7 {3 (�' - qi)- 2 (sin 2 qi' - sin 2 q>) + t (sin 4<p; - sin 
4 rp)} 

D = � � u:i ( l + ut 11 { 10( <p'-<p)- 'l (sin 2rp'- sin 2rp )+ � (sin 4ip'--sin 4rp )--A(sin Gcp'-sin 6cp)} 
Werden die gleichartigen Glieder zusammeng·efaßt, so erh;ilt man: 

S = tl ( ] + 1t) ( ( - Ur { ( <p 1 - rp) [ ( ( + 11) - H + 3 II ( ( + 11) ·-5 + 'l� 1J � ( 1 + IJ) 1 + 1 } 6 II:� ( J +II) - 9 + .. , j -· -11 ( si n 2-qi 1 - si n 2 cp )[ �- ( l -j-11 )-5 + 1�0 11 ( 1 + u) 7 + � 12 � 1/ ( 1 + l!) 9 + „ . ] 
� + 1; (sin 4 <p' -sin 4 rp)[ 1-( ( 1+11)-7+1{-011(1+11)-!1-I-. „] -

1t3 - :r (sin 6rp' -sin 6cp) Ut ( 1 +11)-9-J- ... ] + . . .}. 
Nun kann man 11ach Potenzen von ( l + 11) entwi ·kein und hierauf unter 

gegenseiiio·eni · Atifli ben' der tingera<le1r Pöte11zon vön 11 reduzieren, �o daß man 
erh �ilt : · � · ' · - , ' · · · 
S = a ( 1 + 11) ( ) -uf {(rp'-tp}( [ -j-(�-1/)Lj- (-�. �·,/�)� + ... J ·­

- 11 (sin 2 q>' - sin 2 rp) [ � + � u.11)2 + i ( � . � /(�ri +. „] + 
11'J + 2 (sin 4 tp' - sin 4 <p)f �'} +. i .-l n 11)'3 :1- „ .J.-
n3 

. 
-3(sin6q:/-sin6g1) Ud.· 1+:. i ._},(�u)ll+„.J+„„}. 

·: 

J' 1 1 f 
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u. s. w., 
wobei zu bemerken ist, daß Na"· und die folgenden Glieder wegen der Klein­
heit von n jedenfalls zu vernachlässigen sind, denn es ist 11 == O·OO 167 S und 
119 = O·OOO 000 005, so vereinfacht sich der obige Ausdruck wie folgt: 

. 1 
s ·-:- a { 1 +n) ( 1-u)'N {(cp'-:-<p)- a (sin 2 cp1- sin 2 cp) + � (sin 4 cp'-sin4<p)-... } 

Schreibt man ferner für: 
sin 2tp' - sin 2q; = 2 sin (cp' ___,, cp) cos (cp' + <p) = 2 sin /. cos 2 L 
sin 4cp' - sin 4cp = 2 sin 2 (cp' -rp) eos 2 (cp' + cp) = 2 sin 2 /. cos 4 L, 

worin l-:- rp' - 'fJ die Länge des Bogens oder die Polhöhen-Amplitude und 

L = !!' t cp di� mittlere Breite desselben bedeutet, so wird: 

s · a ( l + 11) ( 1 - 11) � N (1- 2 a sin l. cos 2 L + a' si11 2 1. cos 4 l - . . . ). 
Fiihrt man nun statt der halben großen Achse a die mittlere Läuge g eines 

Meridiangrades ein, so erhält man, da für I = n die .Länge des �1eridianbogens 
den Betrag 180 .g = a (l + 11) (1 -11)� Nn erreicht und soh in 

ist. die 

Drückt 

. 1 80.� 
a(l-t-11)(1-11.)'N= · 

1'(, 
Gleichung 

180.g s = (!- 2 a sin ! . cos 2 L + a' sin 2 I. cos 4 L - . . .  ). 1' 
man noch die Amplitude i in Sekunden aus, so ist 

/" � ] 80 , 60 . 60 / o d""r _!_8� !- _I"_ - 'lt "' 'lt - 3600 
und es resultiert: 

g 11' 1 80 . g (" · I ? L , · ? I 4· l --J ) S :::::;::: 3600 � ��n- .., a Siil · . COS ... � - a Sill_ . C0S � - . . .  
. 3600 I . 1 . . d 1. z l I 180 . 3600 

oder, w.enn nnt -- mu n p. 1 z 1 ert un c 1 . .;11 = 206 264·811 mit 
g 1' 

Q" bezeichnet wird: 
3600 s I ? . / ? l . ,.... 1. --- = " - . Q" a srn . cos ""' „ + ()11 «x' srn 4 . . cos 4 l - ... g' 

In dieser Gleichung sind, wenn die Beobachtungs�aten e iner Gradmessung, 
das sind die aus den geodätischen Entfernungen zweier Punkt abgeleit�' en Ab­
stände der Parallelen und die Polh�hen dieser Punkte, eingesetzt werden, nur 
·zwei rößen, nämlich g· und a als unbekannt 7ll betrachten, denn für die dr itte 
Unbekann te a' kann mit hinreichen<lcr Genauig·keit folgender durch a ausge­
driickter. Näherungswert eingeführt werden. Es ist 

Na � u ( 1 + � . ! nY) ( L . t a = N = · 1 + ( ; /1 )� - = � 11 _ l T 1 ./ n ) ( 1 - { 11�) = 1" ( 1 - f n t) 
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und { a = u - t 11�. Wird hierin für u!I = (-} a)3 gesetzt, was gei1ügend genau 
ist, so wird 1t = t a + taS 

Genauigkeit auch gesetzt .und da mit hinreichender werden kann: 
a1 Na' 

---=-- =�1! a Na 4 ' 

so wird schließlich a1 = }n a = t a' + .,}-6 a4 
oder bei Vernachlässigung der vierten Potenz der sehr kleinen Zahl ex: 

a' = � a'. 
Da.mit erhält man eine Gleichung mit nur zwei Unbekannten : 

3600 s = L" - 2 Q" a sin l. cos 2 L + ! Q" a1 sin 2 l. cos 4 L. 
g 

Um die beiden Unbekannten g und a, welche die Größe und Gestalt der 
Erde bestimmen, zu ermitteln, sind daher mindestens zwei. Gradmessnngen not­

wendig. Liegen mehr als zwei Gradmessungen vor, so wird man durch Verbin­
dung derselben mit Hilfe der Ausgleichungsrechnung jene Werte von g und 11: 
zu ermitteln trachten, welche allen hiezu verwendeten Gradmessungen am besten 
.Genüge leisten und auf diese Weise jenes Rotationsellipsoid bestimmen, welches 
allen Kri:immungen der unregelmäßigen Geoidtläche möglichst gut sich anschmiegt. 
Die gestellte Aufgabe fordert also, daß die beobachteten Polhöhen r.p, �·, cy", . .. 
den zwischen den Parallelen gemessenen Entfernungen so gut als müglich cnt· 
sprechen, wobei angenommen wird, daß die Fehler in den gemessenen Ent­
fernungen im Vergleiche zu den Polhöhen-Fehlern als verschwindend betrachtet 
werden können. 

Sind nun :r, x' die Fehler, mit welchen die Polhöhen cp und cp' der End-
punkte einer Gradme ssung behaftet gedacht erscheinen, so "ist zunächst statt l 
und 2 L zu setzen: / + (x' - :1:) bezw. 2 L + (:J:' + x·), 

dann we en der Kleinheit der Fehlerbeträge: 
sin V+x'-:l:) cos (2L+x-!-x') = [sin L +- (x'�x) cos !] [cos 2L-(.r.:+:>') sin 2 !.J 
u. s. w., so daß man hat: 3 600 s { • ] [ f r ) · „ ! J --- = (l+x'-.r)"-Q" 2 a[srn/+ (:r;'-:c) COS/ COS'.2 ,- ,.r;--j-:t·' Siil � , -

g - t a' [ si n 2 ! + 2 (.n' - .T·) cos 2 /] [ cos 4 L - 2 (1� + :1;') si n 4 l J + .. . }· 
Multipliziert man aus und vernachlässigt hiebei die Glieder höherer Ordnung, so 
wird, indem man statt Q" (x' - :r') und r/' (.1: + a/) kürzer die identischen Aus-

drücke (:r:' - :r)" und (:v + x1)11 setzt: 

3600s 
= /" + (x' _ x)" _ r/' [2 a sin /. cos 2 L - �-a� sin 2 /. cos 4 l + . .. ] -

g 
- (,1:' - .t')" [ 2 a cos I . cos 2 L - i a' cos 2 / . cos 4 L -1- ... ] -t-

+ (x + x') '' [2 a sin 1. sin 3 L - ·t a2 sin 2 /. sin 4 L + ... ]. 
Wird das letzte Glied als das Produkt zweier sehr kleinen Grüflen unter­

dr Lickt, so erhält man für die zu suchende Differenz in Sekunden : 
3600.I' -/"-f- (!" [2 a sin/. cos 2 L-{-r<.t sin 2 ! . c s 4LJ 

o· (ri ')" - ö . ----- • . . - .t -
l - 2 a cos ! . cos 2 L + �-Cl'.' cos 2 1. cos 4 L 

' i� 
'; 1 

1 1 
1, ! 

d ! ' ! t 
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·Um ·aus d'leser Gleichung g und a 2m berechnen, fülll't man zur Verein­
fachung der Rechnung Näherungswerte g0 und a0 ein und setzt: 

o-- � · (lf- 1. ) .:>-1.+i' a = eto . . •' , 

·worin i ttnd k ·die nunmehr zu suchenden Verbesserungen von g0 und a0 be­
deuten. Damit wird, "cn n man noch den Nenner des Bru.ches der rechten eite 
der Kürze wegen rnit-i: bezeichnet: . 
(x'-x)'' = _I {3600 s (I +:) -l"+Q"[2a0(1 +k)sin /. cos2 /.-{ a0 �(I +lfsin2/. co�4LJ}• "t . Ki1 
wozu die Bemerkung zu machen ist, daß i- mit hinreichender Genauig·keit mit 
dem genäherten \Verte a,, berechnet werden kann. Durch Ausmultiplizieren und 
Vernachlässigung des Quadrat s von k ·entsteht endlich die von Bessel auf­
gestellte Formel: 

l {3600s . . l ( ·' - x)11 = - - · -- -1" + Q" [2 a0 srn l. cos 2 L - -� a,12 s111 2 I. cos 4- L ]J + $ � ' 
-1 3600 s . I r/' (? 

. l 2 L . 2 • 
? I I J , 1- . . . . . i - - -- „ au sm . cos � - � a0 sm � . cos 4 � 1i:. gll i; 't: . 

Bezeichnet ma14 nach B esse l den Koeffizienten von i' mit ,,, denjenigen 
wm k mit b und das absolute Glied mit 111, so hat man mit Hinwcglassung der 
Be7.eichnung für Sekunden, die H.elation: 

x'-x.=ai+bl.:+m 
aht die F hlerdiffe r enzgle ich ung für eine Gradmessung, bei welcher bloß 
zwei Polh-öhenbestimnnmgen angestellt wurden. Sind bei einer Gradmess1111 auf 
n1 l1reren Ort n die Polhöhen b .obachtet worden, so erlüllt man fiir die Ver­
bindung des südlichsten Punktes der Gradmessung mit jedem nördlicheren Punkte 
.ine anafog gebildete Gleicbüng, so daß man für eine Gradmessung mit { 1 + 1') 

Pülhöhenhestimmungen 1· derartige Fehlerdifferenzgleichungen zur Ausg-leichunQ· 
der Polhöhen<lilfereru:cn wr Verfügung hat . 

• 

A 11 merk u n g. Bei die er Gelegenheit eien einige Druckfohler in den Bes e 1-
fU'.hen Originalabhandlungen der «Astronomischen Nachrichten» mitgeteilt. 
14. Ban'd {1837),,. 338: 

» » „ 339: 
19. Band (l84Z), S. 115: 

» » 

lJer , ermer des lntegn.les ist zur dritten Putenz zu erheben. 

In der Gleichung llir m soll es sin l, cos 2 L statt sin I , siH :2 L 
und in der Glei hung fiir /, soll es � � statt H heißen. 
Das absolute ( l lied der 5. Hed i11gung·sgl •ichnng der fra1w;üsi­
schc11 Crad111ess11ng soll·+ 1-191 statt 7·191 lauten. 
l)i·e Verbes: •rung d 'r Polhiih' für rle11 Punkt Horhland der rus­

sisd1r.n Gndmess1111g soll ()·707 statt 0'607 lauten. 


