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Vereinfachtes Verfahren zur Ausgleichung unvoll-
stdndiger Satzbeobachtungen.

Von Honorar-Dozent Ernst Engel, Vorstand des k. k. Triangulierungs- und Kalkulbureaus,

Sind auf einer Station die durch Horizontalwinkelmessungen festzulegenden
Richtungen in vollstitndigen Sitzen beobachtet worden, dann ist das arithmetische
Mittel der in den cinzelnen Sidtzen gemessenen Richtungswerte nach den Forde-
rungen der Methode der kleinsten Quadrate der wahrscheinliche oder ausgeglichene
Wert der besbachteten Groiden.

Nicht immer jedoch ist es moglich und vielfach wuch aicht beabsichtigt,
siimtliche Richtungen in allen Siitzen zu beobachten.

AuBere Umstinde, Beleuchtungs- und Witterungsverhiltnisse schlieBen trotz
bester Dispositionen und gewissenhaftester Ausniitzung der Zeit, inshesondere in
den Netzen héherer Ordnungen die Miglichkeit nicht aus, daB cinzelne Objekte
in dem ecinen oder dem anderen Satze der Beobachtung entzogen bleiben.

Wenn in solchen Fillen auch getrachtet wird, dic fehlenden Beobachtungen
durch nachtriigliche Messungen zu erhalten und diese in die Ergebnisse der
Satzbeobachtungen einzureihen, so wird dieser Vorgang wohl zumeist, aber nicht
unbedingt zum Ziele fihren,

irstrecken sich jedoch die Beobachtungen einer Station auf die Richtungs-
bestimmungen von Dreiecksseiten, welche verschiedenen Ordnungen des
trigonometrischen Netzes angehdren, dann wird im vorhinein mit Riicksicht auf
die Okonomie der Arbeit auf die Erzielung vollstindiger Richtungssitze ver-
zichtet, da dic Richtungen, welche héheren Netzordnungen angehiren, in mehr
Sitzen als jene der niederen Ordnungen zu heobachten sind.

In allen diesen Fiillen ist eine moglichst strenge Ausgleichung der unvoll-
stindigen Sitze zu bewirken.

Es ist nun wohl natiirlich, daB diese cinen bedeutenden Aufwand an Zeit
und Arbeit erfordernden Ausgleichungen, insoweit es sich  nicht um rein
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theoretische Frirterungen, sondern um- die Befriedigung praktischer Bediirfnisse
handelt, nicht nach den Regeln der Methode der kleinsten Quadrate durch
\ufstellung ,LlCl' crfordorlwheu Bcdlngunaa- uml Nnrmm]rrleu,hungen uml Auﬁm.unu-
derselben “bewirlkt ‘werden' kinnen. i nRd RGN Bl

Dieser Verzicht kann um so 1udntc1cn Humns ufuloen, .Ll\ [ir dic Lusung
der hier in Betracht kommenden Frage ¢in sehir einfaches und in seinen Ergeb-
nissen  jenen (lcr genannten Methode vollstindig  dquivalentes Verfahren zu
Gehote stahts. -

Iis ist dtcx jene Methode (Im Ausgleichung unvollstiindiger Satzbeobachtungen,
welche bhei“deér "im’ [ulire 1783 von 'Ray begonnenen, von’ Williams; Mudge,
Kolby und Hall fortgesetzten und im  Jahre 1858 unter James vollendeten
britischen : Grad-yirespektive Landesvermessung zuc.Anwendung gelangte. Dieselbe
ist ven Alexander Ross-Clarke in dem Werke: Ordonance trigonometrical survey
of Great Britain and Irelind, London 1858 publiziert und durch Helmert (Aus-
;.,lclt,haruhmmg 1872} in  die ;lLutsLhe Literatur _eingefiihrt worden. lJit—.,ses:
Verfatren “erschéint i Helhiett: Die Ansrrlé:chsrcchnung nach deér Methode der
kleinsten Quadrate (2 -cAuﬂage 1907) -anfgenompen und it %Lmel I'heorie erdrtert,

Im folgenden sei dnue Mecthode in ihrer bisher’ f"Cbl‘:LU(.ll]i(llLll Form an
cinem ‘dem Werke: F. G. Gauss: Die trigonometrischen und pnlyvon«nnetr‘xs( hen
Derechnungen in der Feldmefikunst, 2. Auflage 1893 (Seites 192 u. . [) ent-
nommenen Beispiele erliutert.
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Das im vorstehenden Beispiele angewendete Ausgleichsverfihren besteht im
wesentlichen darin, daB zuniichst die einzelnen Satzbeobachtungen aul eine allen
oder moglichst vielen Sidtzen gemecinschaltliche Richtung reduziert werdey.  Die
Vornahme dieser Reduktion ist nicht unbedingt erforderlich, jedoch mit Ricksicht
darauf, daf} sich hiedurch die ersten Verbesserungen bereits als kleine Zahlen
ergeben, geboten.

Ist in einem oder mehreren  Sitzen die als Grundiage  angenommene
Richtung nicht vorhanden, so sind diese Siitze mit Beriicksichtigung  anderer
gemeinschaltlicher Richtungen zu orientieren.

Aus diesen reduzierten Mitteln der beobachteten Richtungen - werden
sodann die Mittel &' der einzelnen Richtungen gebildet. Die Differenzen A —r = o
ergeben fir die vorhandenen Richtungen die Verhesserungen in erster Niherung.
Werden diese Verbesserungen satzweise addiert und durch ihre Anzahl dividiert,

. ] 2] . ; . . :
dann erhilt man in o = i jene Werte, um welche die reduzierten satzweisen
n

Richtungen zu iindern sind, damit die ersten orientierten Richitungen s, == » -0
und ihr Mittel A, erhalten werden,



PR Y Anderung des Mittels Ausge-

Punkte ST SO Sl STl i D7 0] N S Sy LS LT e e e e e R CHENEY
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1 60 l 60 | 60 | 60 | 60 | 60 |[6000{-+009 —008 —005 —002 —o0L| 000 000, 000| 5993
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E 2 000| —002|+ 002|— 002|400 —Jc—O 0t kennzeicbneten Anniherangsstafe gefithrt.
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Durch die satzweise Hinzufiigung der Groflen o zu den reduzierten Mitteln
der beobachteten Richtungen ist naturgemiild keine Anderung in den Richtungen,
sondern lediglich cine Verschichung der cinzelnen Siitze gegen einander erfolgt,
so dal den ersten orientierten Richtungen noch immer der Charakter ven
Originalbeabachtungen zukommt.

Dieses Verfulren wird wie in dem vorstehenden Beispiele so lange fort-
gesetzt, bis der gewtinschte Genauigkeitsgrad erreicht ist oder bis die Summe
der Verbesserungen sowohl satzweise als auch richtungsweise gleich Null ist. [m
letzteren Falle entsprechen dic ausgeglichenen Richtungswerte den Forderungen
der Methode der kleinsten Quadrate vollkommen.

So cinfach dieses Annitherungsverfahren in seiner Anwendung ist, erfordert
dasselbe in allen Fiillen, in denen cine groiere Anzahl in viclen Siitzea beobach-
teter Richtungen auszugleichen ist, dennoch die Bewiiltigung eines ziemlich
bedeutenden Ziffernmaterials, so dall cine Vereinfachung dieser Methode dringend
erwiinscht erscheinen muf}.

Meine diesbeziiglichen Bestrebungen haben zu  dem  formell  wesentlich
vereinfachten Verfahren gefiihrt, dessen Anwendung unter Zugrundelegung  der
Daten des ersten Beispiels in der Tabelle auf Seite 360 erdrtert ercheint.

Die  Ausgleichung unvollstindiger Satzbeobachtungen stellt, wie hereits
erwithnt, die Aufgabe, cine derartige Verschiebung der cinzelnen Sitze gegen
cinander vorzunehmen, dall die Summe der Differenzen zwischen den  aus-
geglichenen Mitteln der Richtungswerte und den verschobenen Einzelrichtungen
{Verbesserungen) sowohl satzweise als auch richtungsweise gleich Null werden.

Die sukzessive Verschicbung der Sitze und die hicdurch bedingten Ande-
rungen des urspringlichen arithmetisehen Mittels der Richtungswerte ergeben sich
in der folgenden Weise und zwar:

Die erste Verschiebung des
6(} 00 i 36? _ 60 '33 ’i .a i 10 67 -n—((’){) 90 - 40 '-? ! a”} 200
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Vl y (_)_0/09- .Ii.,-’],,,v().z_,_ ) 3% i 3"; ()7 S’ l“) ()f» (()U | 4’6 { 7 | f'7)= + 3.07

Erste Anderung des Richtungsmittels
— 200 4 367 4 1345 — 12:33 — 533 07
00 4 3:67 - 13-4 12:33 3"3—1[—‘ — 009

fiir Punkt 1 =
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Zweite Verschiebung des
. Satzes = 009 o875 ~ k42 L JiS 5 deBR| L0y

fiy gt 009 o385 e o iy

2

4009 — 375 — 142 |- 373 + 484

VI = : = 070
Zweite Anderung des Richtungsmittels
- e 0 -2 080 + 070 _
fi- Punkt 1 == oo L8 280 20 o D BRA TR L g
JUGIS I okl __026‘“240 -+ 070 A Ls0]7
3
: i T =) b -[F 2 Rl - F0?9—="F0'94

g
Dieser Vorgang wird solange fortgesetzt, bis der gewiinschte Grad der
Anndherung. erreicht ist. Die Anderungen des Mittels zu diesem richtungsweise
addiert ergibt sodann die ausgeglichenen Mittel der Richtungswerte.
Dieselben stimmen, wie die folgende Zusammenstellung zeigt, mit den nach
déf Methode der kleinsten Quadrate gefundenen Werten iiberein.

Punkte 1R GRyLaslr T At 4

e -

| -z R ) a2 P ]'....'._ = T ...I
| Nach der Methode der ki, Quadrate®) . . . .| 699 | 687

| 695 lwn |I44h 269
190‘51 4479 2602
I | | | |
Um die ausgeglichenen Einzel-Richtupgswerte zu crh:dtcu,' sind  die
urspriinglichen orientierten Richtungen satzweise um die Summe der Verschiebungen
der Sitze (X) zu indern, somit im vorliegenden Ialle die Richtungen des
JbeSatzes um — 3167, jene des I Satzes um -} 049 . und jene des
VI. Satzes um -}- 438",
Diese Werte sowie die Verbesserungen (), welche sich als Diflerenzen
zwischen den ausgeglichenen Mitteln und  den ausgeglichenen  Richtungswerten
ergeben, erscheinen in der folgenden Tabelle nachgewiesen.

1

Nach der Aonidberungsmethode . . . , . . .1 5993/ 68'7’

1 | Auageglichcm& Richtungswerte 'I 5 & Verbesserungen (v) i i
U T m r lv ;__y‘___]__yg__.[ bl NG 1 RBaripiEr. gy L v | v

11 5684!604‘1775445935642.646&69‘3.5'—1 309 —056 -1761- {lbdl -351- 445“ 001
2 8684 . | . 6892 . B0OI8EBTI 1813 . . =B —1—1833|-uu{)1‘
133684 . | . | . (6642763 6956 9271 . " —5'87 —16881-001|
54.384}8 19| . (3492 . 1908 - ~15‘21|~1-059 . -~1584 v ; !l 001/
0% S 13554( . 4’425(‘38447?:‘ - 924 . 1236]-1160] 000
F“__i?is_“'-‘-\ . Dred] | “”&9’19’ -?"_39’ _'—__8;'3_?_ . |- 1454 00V

| b e S |~ 0014703 4 001]— 001 00) — 001j—002

*) Siehe Gauss: Die trig. u. polvg. Rechnungen 2. Awil, Seite 194,
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Der mittlere Feliler der Einzelrichtung 111——_1_ T (zrrf,»\r]z:ml
u—l] (1) :

der l\uhlun;,ul s = Anzahl der Siitze) ergibt sich im vorliegenden Falle mit

m = -+ 3? 5_8 4 120
5X'5

Im Tolgenden ist aul Seite 364 und 365 die vereinfachte Ausglcichung un-
vollstindiger Satzbeobachtungen an cinem Beispicle durchgeliihet, dessen Daten
dem 3. Bande der astronomisch-geodiitischen Arbeiten des k. und k. militir-
geographischen Institates 1875, Seite 85, entnommen wurden.

In diesem A usgleichsfalle ist eine allen Siitzen gemeinsame Richtung nicht
vorhanden, ¥s wurden daher dic Richtungen des V1. bis VIll. Satzes nagh dem
Mitte] der in den Sitzen I und NI vorkommenden Riehtung nach Gurigomares
und die Richtungen des IN. bis XI. Satzes nach dem Mittel der im| T. bis
V. Satze vorkommenden Richtungen nach Barzes orientiert. |

Der-in der nachstehenden Tabelle gefiihte Vergleich zwischen den) Ergeb-
nissen” nach dem anniherungsverfahren und der Methode der Kleinsten Quadrate
ergibt die vollstiindige chreinstilmuung der Resultate innerhalb der angestrebten

Tenauvigkeitsgrenze.

gmuvn %

. i
Lurigo- l
nuires |r

| x
Ergebnisse Durazzo BarZes |‘\lalj blinz |
| | i

|

i

nach dem Anniiherung sverfubren . . 594201 | 878113 | TJ?’".)L‘)'USI 99041 J| H'i"lbi
|

| |

aul Durazzo mit 0000 reduziert . . 0000 | 381591 [ BEAGO | 10484 S3001
| mach der Methode d. kb Quadr®) . . OO GRUAL 1 68B60 | 10dsd | 89901
Differenz . . . o v o 0 o oL 0000 ‘ 0000 0000 ! 0000 | Q000 ;

, : ’,f‘ 26994
M=l s

Die vorstehend erirterte, wesentliche Vercinfachung der »englischen Methade«

zur Ausgleichung unvollstiindiger Satzbeobuchtungen ermiglicht es nun, dieselbe
nicht wlletn in jenen Fillen der geodittischen Praxis anzuwenden, in denen bisher
die Methode der Kleinsten OQuadrate  ausschlicfilich zur Anwendung  gelangte,
sondern anch dort, wo man sich wegen des unverhiilinismiiBigen Zeit- and Kosten-

= o 0-822"

aufwandes mit wenig cinwandlreien Nitherungsverfihren begniigen mulbte!

jr——

#) Siehe astron.-geod. Arbeiten des militirgeographischen Institutes, 11, Band 1875, Seite 86,
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H Ausgeglichene Richtungswerte Ausge-
Punkt t[‘ Satz glicheres
} : : ‘ : Mittel
Ade Lot |1 ] 1 | wm Iv v . v | ym | il A EEAEE HE
i i ! ey . | | ‘
Durazzo . . .| 554460 | 606228 599979 574761 605594 | | | ! | '; £ 94205
BaZes . . . . 390710 | 382479 @ 379979 | 376011 [ 373094 ! ‘ | | 379416 | | 370666 | 372541 378112
Mailj biinz . | 576960 ; 578729 | 58 3729 | - — i | 1 i 579806
Girigomares . . 83729 ¢ 87479 - - | 11-4875 | 102999 = 106125 | i . 99041 1
Semeny . . . | ‘ 354769 | 329841 | 317376 | 329249 | 32'6125 | 331916 | 340666 & 138791 333217 |
» Verbesserungen (v) ij .
Punkt i Satz { 0
T | § Iv v Vi | v | vl | X X Xi |
i ! i 1 ‘ i |
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Barfes . . .| —12508 —04367 —01867 02101 --05818 & — | - | — l—o 1304 07446 405571 |  C-0000
Malj blinz . .| +-02846 01077 —03923 K6 — = — =5 mfy b o - - | = { 00000
Girigomares .| — | 16312 411562 — — —~1-5834 | —0'3958 —07084 | ’ * L_Om
Semeny A — T DT T _a1e59 | 06373 | 415822 ‘-Losgss | -07002 | 401801 07449 | - 05574 | 00001

¥ L —00007 —00002  —00002 | —0:0007 ' -4-0-0002 | <-00808 ;w-oow 00008 | —0-0003 | — 00003 —0'0003 “;o'-ooozf
| ' ; o
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