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VII. Jahrgang. 

Vereinfachtes Verfahren zu r Ausg leichung u nvoll­

ständiger Satzbeobachtu ngen. 
Von Honorar-Dozent Ernst Eng-el, Vorstand c\es k. k. Tri;tngulierungs· und Kalkulbureaus. 

Sind auf einer Station die durch Horizontalwinkelmessungcn festzulegenden 
fücntu.ngen in vollstiindige11 Sätzen beobachtet worden, dann ist' das arithmetische 
Mittel der in den einzelnen Sätzen gemessenen Richtungswerte nach den Fonle­
rungen der Methode der kleinsten Quadrate der wahrscheinliche oder ausg·eglichene 

· Wert der beobachteten Größen . 

. Nicht immer jeJoch ist es möglich und vielfach auch nicht beabsichtigt, 

s�iintliche Richtungen in allen Sätzen zu beobachten. 
· ' Ättßere UmstänJe, Beleuchtungs- und Witterungsverhältnisse schließen trot;;: 

bester 'Pispositionen und gewissenhaftester Ausni.itzung der Zeit, insbesondere in 
den Netzen höherer Ordnungen uic Möglichkeit nicht aus, daß einzelne Objekte 
in dem einen oder dem anderen Satze der Beofrnchtung· ent:wg·en bleiben. ';. 

Wenn in solchen Fällen auch getrachtet wird, die fehlend�n Beobachtung�n 
durch nachträgliche Messnngcn zu erhalten und diese in die Ergebnisse der 

Satzbeobachtungen einzllreihen, so wirtl dieser Vnrg;:u1g wohl zumeist, aber nicht 
unbedingt zum Ziele führen. · 

Erstrecken sich jedoch die ßcobachlung-cn einer St:tlion auf Jic Richtungs· 

bestimmungen von Dreiecksseiten, welche verschiedenen Ordnungen des 
trigonometrischen Net/',es angehfüen, dann wird im vorhinein mit l· Hicksicht auf 

. die Ökonomie der Arbeit fl.uf die Erzielung- vollsfäncliger Richtungsslitze v�r-
zic�tet, da die l�ichtungcn, welche höheren Netzordnungen angehören, in mehi· 
Sätzen als jene der niederen Ordn11ngen zu beobachten sind. 

ln. allen diesen Fällen ist eine möglichst strenge Ausgleichung der unvoll· 

sfän'digen Sätze zu bewirken, 
·Es ist nun wo'hl n atlirl ich , <lall diese einen bedeutenden Auf wand an Zeit 

und Arbeit erfordernden Ausgleichung·en, insoweit es sich nicht um rein 



: -.: 

358 
theo·retische Erörterungen, · s6�·der1j lffntJditi Be'.fhehigu.ng.: praktischer Bedürfnisse 
harülclt, nicht nach den Regeln der l\fotlwdc d�_r kleinsten Quadrate durch 
Aufs�€1Qrt� Zf,rd}f� r(ö 11� .r.,f; � . c.tr" tiefm ff�� �fid �J :tn'aijg leicffu � .- oj°u1" ��;:Atl' OS,��g 
d ers ''i � e� � hek;,'iibt6�"\.�l·db11t'kt6nfii ��� fE � t f ls --= :: 1�·,�f1� i; � „ v't\. 

Dieser Verzicht kann um so leichteren Herzens erfolgen, als rnr die Lösung 
der hier in Betracht kommenden Frfl:g�'. ��fJ tsehr einfaches und in seinen Ergeb­
nissen je�en det· genannten ?\fothode vollsfä11clig äquivalentes Verfahren. zu 
Gcbot-t.:; ... ltf:!tll , :;:; f an 111 u �„ -:: 3 y'J; L� ' ' ·: ·: e t.,I h . }r;: : __ ; �1' :"i �T�·!V 

Es ist dies jene Methode Llcr Ausgleichung- unvollsGndiger Satzbeobachtungen, 
welche bei·1;defHHTI'i Jtit'fe "1'783.-'.vo·ri r1�a)" hcgoonnbn'.en,'' V101l!"Wilila'nts;l Mudge, 
Kolby. 1111d Hall fortg·esctzten und im Jahre .1858 unter James vollendeten 
b ritis �H.en i:firi:�d� .nespekti��'.Lflnde�v;_frJD;�'i�u-ng _zur;:r!,\n we,p_:.i;l.uqg gel angtc. Pie��H>c 
ist von A'.l'exander Ross-Clarke in dem Werke: Ordonance · trigonomctrical survey 
of Great Britain antl lreland, London 1858 publiziert und durch Hclmert (Aus· 
gle· · h srechnung- 1 ?.7i2 . it die . . leutsche Literatur einrreführt �·vorderi.- Diese�,. 

„ c t . n · r· „ �� � J � . · · 
·1 ·- c. j + • · · .- „. r. .„ . · � 1 • , VcrFal c ' ' e rsoh . d !1h · e111 6 t ' � 1 'D ie Ät�gl ic·'s1�echntnfg•nn.ch:d�l' Metho de� aer" 

kleinsten Quadrate; '('.l�; �\1 hg�HPQ7) (!}.µf g�J�·· \!. {!! 11·1_1·�1)ri ... ,�i�1,gre"rI1corie rörtert. 
_Tm f.qlg,enden s�J die�e Method� in ihrer. bisher gebräuchlicher\ Form an 

cineriL' dem'' Wei·k:�'�. r\:1 'd."t�uss: Di'e. tiigbndrhetrischcil 'und 'pblygönom'ethscJ{en 
Bere'eh��-tnlg-e�l· 1ini . .Jdeii1•'Fetd'n1eß:JniHst, ·2: fütfl.agc 1893 ·\Seite-1· l-92 u: r.:,rf.) ent· 
ri6fu'met-iet1f,ßeisp�eJe:e,r.rJiititent.-J·• 1 '  r' ; l. i':.>.'i'.1;1 ·) i 

�'�L1i� � ti'·.' . 'i .„ ... . „1 , . ... l,. � .. ;, 
• - 1 - , ' „ 1 • ; • ' ' '·� 1 J 

.: ,,... . .,. ., 

l' ' 1„ . ' �' ; • • 
, 

' 1 '  .i l; 1 J • ,; � .„ 1 1 ,· 
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-()--·-1 � �-1- --11 - \-:-l--+.-- 1 ---:--l -- � -l-�:·-11--�-- - -·-;---, -.-:-·-- --- . - .. . --------------'---,�-== 

' 1 

5. 
359 37 

91 
145 270 
301 

! ' 
1 ' 

4. Differenzen v1 = R1 - r1 . 

1+ 2·1 -35 -13 ·4 +rn-4 +5·4 - 3·0 
-18·1 - 2·8 +20·8 
t20•9 -4·8 -16·2 -16·8 +0·2 -1G ·9 +1·7 -i21 I +10·9 

1-25•5 n·o 1 • -j-14•4 I -
- 8•8 -3·3 + 8•5 _:_ 7•3 + 2·8 + 3-311 

+ 0·7l l - 0•8 --1·6 + 2·8 - 2•4 + o·s 
p 11 

Zweite orientierte Richtungen r, = r1 + o1 
.. 

93·8 '1 59 1 f) 
36 
29 
44 
48 

-

57•2 62•0 7E)•3 45·3 1 55·5 i 87'2 70·3 1 49•8' 
37·2 4-51 1�·s 1 
04•2 20·0 36•3 4i·5 I . 34·!3 . 

155·8 1 49·2 16•3 . �08 
Differenzen 112 = Rll - 1·u 11 6, 1, 

+·H) j- 3-�1: 1+ 2'8 l-18·1 '-f-22·01 
1+1�6·0 

1-238 

.....:2-01-16·3 ·+14:7 
. . -- 1·2 
. . . ·+ff2 --lß·l 

·+.: 9·ß + 91 

. . - - !-Hi· 3 ·I ' l• -5·3 --
Hi·ß !! 

1' 

-l-24 -11·9 ,: 
+1.4"6 l 

- 1·1 1 -l'B 
- 0·2 -O·H 

+ 2·41- 2·ßi +1·ß'+ }·(ji 
i 1 i, + rrn 1- o 9 1 . 1 o·!) 

1-1-
1)'311 1 ! ' ii 1 !. 

Summe 
O·O 

-O·t 
. -0·11 +1n, -O-l j 

--0·1 ! 1 

1 
-0·3 l 

1 ! 
1 1 1 

Mittel .R'J 1 1 
359 1 5fl 60·01 

37 1 15 ßij·l 1 91 1 3G 5�·2 
145 

1 

l:!9 20·0 
270 44 

l 
43·9 i HO! 48 
25'4 I Summe ' ' 
1-O·l 1 o·o 

1 +-0·1 ! -+-0·1' 

! \ +0·1 i 
- -0 l ! 

1 --1-0· l 

1 

Das im vorstehenden Beispiele angewendete Ausgleichsverfahren besteht im 
•vesentlichen darin, daß zu1üichst ·.die ci11zelnc11 Satzbeobachtung-en auf eine allen 
oder möglichst vielen Sätzen gemeinschaftliche l�ichtung· reduziert wcrdcq; Die 
Vornahme dieser T{eduktion. ist nicht u1lbcdingt erforderlich, jedoch mit l\.ücksicht 
darauf, daß sich hiedurch die ersten Vcrbes�erung-en bereits als kleine Zahlen 
ergeben, geboten.· 

Jst in einem oder mehreren Sütr.en rlie �ds Crundlagc angenommene 

J{ichtung· nicht vorhanden, so sind diese S:llzc mit. Bcriicksichtig-ung andt.rer 

gemeinschaftlicher R ichtungen iu orientieren. 
Aus diesen reduzierten Mitteln der be"bachletcn l{ichtu11g ·n r werden 

!:iOdann die Mittel R der �inzelnen Richtungen gebildet. 1 Jie Differenzen N. - 1· = <.1 
ergeben für die vorhandenen Richtungen die V crbesscrn11ge11 in erster N�ihel'ung. 
Werden di.ese Verhcsseru11g�11 l-iatzweise a.Jdiert und durch ihre Anzahl cliv�diert, 

d .. . [1.ll. .,. . . . ' ann erhalt man 111 o = · · · Jene \ · erte, um welche lte red1mcrten satzwc1sen 
ll 

H.ichtung·en zu �indem si11d, damit die ersten orientierten Hichtung·en r1 = r-+ o 
t • • 

u11<l ihr �littel R1 ;erhalten werden. 

• 
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0 \0 � 

Punkte 

.... QJ "O 
b.O 
c:: QJ 
::i N' .c� -� U'J ..c u cn 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

� ! > 1 

S a t z 

-r--1 -II --i -lli-T 1v 1 v r-v-1-
�o 11 so [ oo J oo i oo 
,JO . • 1 85 1 40 

. 
l 

. 1 69 
7 1 18 . . 1 51 ! 

1 
18 

1 
46 

52 : u l ; 

60 
46 
72 
52 

7 

Mittel 

6000 
73•67 
60•33 
25·33 
3867 
19•67 

1 
2 
3 

1 ' ! 1 1 . -2·00 l +3·67 !+13·4.5 f-12·83 ! -fr33 ..L:)•()l7 l277'67 
-o 16 i -1 ·73 :+ 2·s9 l- 2·40' +o·so 1 -�0·70 

4 
5 
6 
7 
8 

-0·271-os6 : + 0·77 r- o·S4 I +o·M I +o·ti5 
-0'09 -0·36 + 0 26 - 0·3'2 +0·24 f 0·15 
-o·os -0·14 + 0·10 - o·u +0·10 T 0·06 
-0 O l -O·Oß + 0 04 - 0 05 . +0·04 +o·03 ooo -002 + 0·02 - 0,02 +o·o� 1 +o·o1 o·oo 1 -0·01 + o 01 ooo +o 01 1+o01 

,. -3·16i:..LO:.J.91+17 54 '-1608 i -- 3·58 1· +4·3S 

1 ., t -. 1 l 
�· t r l' l , , :1 
; � . i 1 l 

• 

A n .d e r u n g d e s M i t t e l s 
,. � u. s gf:! - j .-,---,11 - gl!chenes I 1 ! 2 1• 3 1 4 \ 5 i 6 j 7 j 8 Mittel l 

+ooo: -0-001 -o 05 - o 02 · -0·01 o-oo o oo 1 o·oo 59·93 ' 
! 

lj 1 1 

!. 

1 
' 

! 
- 3 ·75 1 _:o·s2· -0·25 -0·09 -0·03 -o·o t o oo i o·ro . 68·. 2 . 1 
-1 ·42 ! -t,0'20. II +0·21 1 +o· 1 o l--1--0i:J41/ -t-0·(}' j +o·o 1 • +o o 1 o9 55 · 1 -3 55 l - 1 ·63 i1 -0· 66 i -0·26 1 -0·10 -0'04 -0·01 1 000 !908 l +3 73 j +i·46!+0·55 

I
· +0·22 1 +o·oo j +o·o.i 1 +002 +0-01 44'79 

+4·841 +0·94 /1 +0· 28 +o·u j+o·0-1 +002 j +o·o1 ! +001 25·92 
- 0·00 1 +0·12 !\+o·os +0·05 +o·os li +003 +ooal +ooo 

. ' li 1 
lm e.rsten Beis:p.iele erscheint die Ree-lmung nur bis 

zu der in diesem Schema durch Doppelstriche ge­
' kennzekhneten Ann:therungs.stnfe geführt. 

277·99 

1 
1 
l 

·,{'11 
·:·,�,�. 

(cl 
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Durch die satzweise Hinzufligung <ler Größe11 o w tlcn redut:ierten Mitteln 
der beobachteten Hichtung·en ist naturgenüiß keine }\nderung in den Richtungen, 
sondern lediglich eine Verschiebung· der einzelnen Sätze gegen einander erfolgt, 
so daß den ersten orientierten Richtungen noch immer der Charakter von 
Originalbeobachtungen r.ukommt. 

Di_eses Verfahren wird wie in <lem vorstehenden Beispiele so lange fort­

gesetzt, bis der gewünschte Genauigkeitsgrad erreicht ist oder bis die Summe 

der Verbesserungen sowohl satzweise als auch richtungsweise gleich Null ist. [rn 
letzteren Falle entsprechen die ausgeglichenen [�ichtungswerte den Forderungen 
der Methode der kleinsten Quadrate vollkommen. 

So einfach dieses Annä!1erungsverfahren in seiner Anwendung- ist, erfordert 
dasselbe in allen Fällen, in denen eine größere Anzahl in viele1) Si-itze11 beob�tch­
teter Richtungen auszugleichen ist, dennoch die Bewältigung eines ziemlich 

bedeutenden Ziffernmaterials, so daß e.ine Vereinfachung dieser Methode dringend 
erwünscht erscheinen muß. 

Meine diesbezüglichen Bestrebungen haben zu dem formell wesentlich 

vereinfachten Verfahren geführt, dessen Anwendung unter .%ugru11delcgung der 
Daten des ersten Beispiels in der Tabelle auf Seite 360 erörtert. ercheint 

Die Ausgleichung unvollständiger Satzbeobachtungen stellt, wie bereits 

erwähnt, die Aufgabe, eine derartige Verschiebung der einzelnen Sätze gegen 

eiuander vorzunehmen, daß die Summe der Differenzen zwischen den aus­
geglichenen Mitteln der Richtungswerte und den verschobenen Einzelrichtungen 
(Verbesserungen) sowohl satzweise als ;;iuch richtungsweisc g·leich Null werden, 

Die sukiessive Verschiebung der Sti.tzc und die hicdurch bedingten AntlG­
ruugen des ursprünglichen arithmetischen Mittels der Richtungswerte ergeben sich 
in dar folgenden Weise und zwar: 

VI. 60·00+ 73·67-/-60·33-/-38·67+19·67 -·- (60·!-46-\-72 /·52·-1-7) 
= ----···--·--· ·- -- - - -s--··--· -·- ....... ··--·-·-·--·--·---- = + 3•07 

för Punkl 

Erste Ä.nderung des Hichtungsmittcls 

. - 2·00 + 3·67 + l3·4S - 12·33 - 5·33 + 3·07 . . < 1 = -- - ·  - ··--··· · ·- -- -- - 6 - ·  -- ·------ = +-o 09 

- 2·00 - 12·33 + 3·07 � 2 = -----·-----3---- .. .. ··-- -··-· = - ,)'75 

6 = - 2·00 + l��j-5 + 3·07 = -j- 4·84 
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• • • 1 ··1·· · Zwei te Versch:iebung des 

J S; , „� +·o'.o9 ....... 3.75 - t ·42 - 3·55 + 4·84 _ ·0.76 . . atz es;:_. . . . . 5 
- -

II. „ , = ·-·+ 0·09 „- 3·55 = _ 1.73 
„ 

, t 

.:V:L· /., 

i ; r 
. 1 .1 . , ,i r ;.Zweite Ä.n�erung des Richtung�mittel:-; 1 

' . 
für Punkt 1 = -0·76 - J ·73 + 2,·89 - 2·40 + 0·80 + 0·70 .. · 

_ 0.08 
,_! : i, ; ( fl> :· ·: . . G . · t' , 

. . · ' -0·76-2·40 + 0·10 . • i �; 1 • 
, ,' 2 -= --------� ·- ----· - = 

_:._ 0·82 
. " i" .·1, f 3 ' . 

, · 
·-0"16+2·s9+0·10 . ' 6 = 

----·-----,.,--·------ = -+- 0 94 . , ' " ' ' 

'· ' i ; 

· .�,�� . 1 ,_,r1;r ,)"_•'"I , �- , • ' ' . �..: 1 -.. • ', ,, 11 
' 

. "· ,.,J?ies1�t: ,Vorg�ng. �vird so��nge. fortg�se�zt, bis der ·ge,�·ünschte 'G:i:ad_ der 
_ Annätwrm1g, __ errci�.ht. i'st. . D,ic And�rungen <,les Mitt�fs zu ,<lit;sem 1:ichtun&s"':eise 

a.ddiert ergibt sodann die ausgeglichenen .Mittel der RiChtu�gswctte. . ' 
' '" ·' D'i'eselb�n stim'n1e'1i', \vie dte folgende Zusarn�e-nstellung zeig t; 1:nit det,l nach 
·d·e-r···�fotn6de 'd�i· ·J{Jeinsten Quadn1te1 gefundenen Wer

:
ten tiberein'. · · ' 

" _,,, ·. - , t., f · . ; ,. , ', : • ' - f ' ' " . 
·· 'j�,:�_ ·P ;_" ' "'-:��- · �1�- �::-1�'._L�J . �+ " 1 ·9 
,. :·�1 '. ; ,��� 11� fl�r .�1�t;�d �

.
- der� . . �\. Q�n�rJit�·:t) . . .. • . r;.� .. <xn . su d .ivo l'14� , 269 \ 

1 
I
' tf��P. �i;r �Il�.i}P.���l?��1eth�pc . . , . '/„ , .. . ·: � 5frn3. 68·7 J . 99· p5 I H}'Q8 l 14·79, ��·921 

. 
Um die ausgeglichenen . Eirrzel-Richttitt�swerte' z't1· .erhalten,·, sind . tlie 

ursp-riinglichen orientie�t�i1 füfhtu11ß,e11 s;ttr,\.�,eii;� um die �umme der Verschiebungen 
der Sätze {�} zu findernJ somit ifn vorl.iegenden Falle die Hichtungen des 

(' •• :·11. 1 l '  ! . • . ,; ! 

. •Il (Satzes 1iri1 - 3· 16'', jene des JL S<Lt?.cs um + 0·4911 und j,ene des 
VI. Satzes um + 4·38". 

Diese Werte sowie die V q.rbesseru11ge11 ·(v), welche sich als Oiff�renzen 
zwischen den ausgeglichenen Mitteln und den ausg:eglichenen Hichtungswerten 
ergeben, c;!JS�heinen in der folgend.en Tabelle n"!-chgewiesen .. 

, ' • • • � 
• , ' 

• •  : !· -
� • 1 t t " ' 

.�� .r- · {�· · -

. 
· . . *) Slelie Gauss; Die trlg. u. polyg-. l\.-cchnuug:e11 •• i\tiil� Seite· 19�. 

'„ , ' 

. \ 

'' 
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n� ,1--- ' , ' Der milllerc Felder der Einzelrichtung m = ± ir(�--�[li),.�(r.�·-_I_ )_- (1t =!Anzahl 
<le1' lfo.:titungen, ,s :;:;= Anzahl der SiLtze) ergibt sich ini. vorli�

·
genJcn Faile mit 

' ' „ ... -·-·· ···-·-·--· � 
.„ „ · 11 3622·58 i 

111"= ± --f-�·;rs-= ± 12·0" 

Im Folgenden ist aur Seite 3G4 llll<l :165 die vereinfachte Au�g'lcichirng- Ull· 
volls'tfüHlig·er Satzbeobachtungen an einem Beispiele durcbgcf'i.ihn, Jesse1� Daten 
dem 3. Bande der astronomisch-geodiitischen Arpei�e1r des k. u11d k. lmilifar-
g-e<:gHfpl1is.chen lnstiti:ttes 1875, ·seite 85, entnommen \l'ttrden. f . '., ln ·diesem ·A u�gleichsfalle �st eine allen S:Ltzen gemeinsame l\.ichtun�- nicht 
vor.handen. Es wurden daher 'die· Richttmgcn dc_s ·VJ. Gis Vfll. Satzes nach Jc111 
Mittel Jer in den Sätzen JJ und TH vorkommend�n I�ichtung .nach Gurig·omarcs 
und

. 
die

�
· Ri�ilturigen des_ �X. bis XT. Satzes 

V 

na:h. d ��n l\littcl clcr im ! J. bis 
V. ·satze vorkommenden Richtungen 11R.ch Barzcs one11�1crt. 1 

„ ' . Der"'ill der nachstehenden Tabelle gef�ihrte Vergl;eich zwis.chcn <len!Ergcb­
nisie11;:�"-riath -dem .11nriähcrungsverfahren und. der Methode der kleinsten Q�:i.Jrate 
ergibt. die vollsfandige Ü bcreinstimmm1g- ·der l{esul�ate innerhalb der angc� trcbten 

Genauigkeitsgrenze. - f 
„ '(� ,: " 1 
1. . '.. l� - h . - , !I I ) . . 1 · i · � : 1 •1 ,· 1 nurigo· 11 S ! . /' 

•· �:; '��::ii·��;���;:��::� -,��-��i��:r��· �i�; t;� j;�;L J��;��L�if (: 1 
.u;ich <lcr Methode u. ld. Quadr."") . . O·OOO / :3� ·:39 l - 58·560 l0,JH4 ö�·90l piffere11z. . . . . . • . . . . . ;1 o·ooo i o·ooo 0-000 o·ooo q·ooo 

· 1 ; 26·9941 .1- '. , .„ .-
m = ± � -10 X { = ± o·822" 

; [ :_. l':>le ·�orstchend erijrterte, ,Jesel1tliche Vercinfo.chung der »englischen M�thodC« 
zur J\usgfoichung- unvollst';\tH.liger Satzbeobachtu.ngen ermöglicht es 1Htn, (�icsclbc 
11id1t itllcin in jc11c11 Fiill n der g-c HEitische11 Praxis anzuwenden, i11 dcnciT bisher 
uic �f cthode der kleinsten Ql\<tclratc ausschließlicb zur i\11wc11dlll1g gelangte, 
soqdcrn auch Jort, wo man Hich wegen des unvet·!JLUtnismiißig·rn Zeit" und Kosten­�rnC\\·;,t.HL'.cs mit wenig ci11wa11Jfreien N;i.hcrungsvcrfahrcn begnüg·<.:n mußk.f 

„ 

.� ' 

- ... , � 

*) Siehe astron.-geo<I. Arbeiten des militiirgeogr:iphischcn Institutes, lll. Band 1875, <Seite 86, 
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