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Entdeckungen auf dem Gebiete der Fehlermalle.
Von Prof. A. Cappilleri in Reichenberg.

Im 11. und 12, Heft der »Mitteilungen iiber Gegenstinde des Artillerie- und
Geniewesense¢, Jahrgang 1988, hat Ierr Bauinspektor Sicgmund Wellisch eine
umfangreiche Studie iiber »die charakteristischen Fehlermafle der Ausgleichungs-
rechnunge veréflentlicht, in welcher er die Ergebnisse der bisherigen Forschung
zusammeustellt und durch neue Entdeckungen bereichert, die von hervorragender
Bedeutung sind. Mit einem Worte gesagt, es ist dem Verfasser gelungen, die
Bevorzugung des mittleren Fehlers als des »zu befiirchtendens
zu begriinden und den wahrscheinlichen Fehler in den Begriff
der durchschnittlichen Fehlerpotenzen einzureihen.

Die vielen merkwiirdigen Eigenschaften, welche den mittleren Fehler vor
anderen Fehlermaflen auszeichnen, z. B. dafl er den Wendepunkten der Wahr-
scheinlichkeitskurve entspricht, dal er vom Vorzeichen unabhingig ist etc., lassen
ihn vom praktischen Stand;ﬁunkte als den zur Beurteilung der Genauigkeit geeig-
netsten erscheinen. Alles das kann aber nicht das Epitheton des »zu befiirchtenden«
rechtfertigen, das ihm von unserem Altmeister Gaufl verliehen wurde. Wenn
man eine Reihe von Beobachtungen mit einem Spiele vergleicht, hei dem nur
verloren werden kann — webei die absoluten Betrige der Fehler den jedesmaligen
Verlust bedeuten — so ist die Gefdhrlichkeit dieses Spieles nur nach der
mathematischen Erwartung des Verlustes zu beurteilen. Der Verfasser hat darum
denjenigen Einzelfchler, welchem die grofite mathematische Erwartung zukommt,
als den zu befiirchtenden festgestellt und berechnet. Wenn die Wahrscheinlichkeit,
einen Fehler & bis ¢ | #& zu begehen, mit —/; e
handelt es sich nun darum, denjenigen Wert von & zu finden, welcher die mathe-

. ko — At ; , e
matische Erwartung, d. 1. ——z¢ de, zu einem Maximum macht. Dieser Wert

Va

ergibt sich nach kurzer Rechnung zu

de angenommen wird, so

- glle.
iy 2

Dies ist aber nichts anderes als der Ausdruck fiir den wollbekannten
»mittleren Fehler« u, d. h. die Quadratwurzel aus dem Durchschnittswert der
Fehlerquadrate. Wenn hei diesem wenig eintridglichen Spiel eine Einheit des
Fehlers {z. B. eine Sekunde) mit einem Heller bewertet wird, und wenn man
konstatiert hat, daf® der mittlere Fehler u bisher z. B. 7¢ betragen hat, so wird
man bei der nichsten Beobachtung mit einem zu befirchtenden Verlust von
7 Hellern zu rechnen haben. Etwas ganz anderes wire es, wenn man beim Ein-
treffen des vorhergesagten niichsten Fehlers stratlos ausgehen, beim Nichteintreffen
aber einen konstanten, ven der Grofde des Fehlers unabhidngigen Betrag entrichten
miifte. Dann miiite man auf den Fehler Null wetten, der die grofite Wahr-
scheinlichkeit besitzt. Der Hoffnungswert des »Gewinnes« wiire dann Null, die
Hoffnungswerte der Nieten aber negativ.

&
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Die Tatsache, daB der mittlere Fehler wirklich der zu Dbefirchtende ist,
rechtfertigt die zweckmiiflige Wahl dieses Fehlermittels aus inneren Griinden und
verleiht auch allen theoretischen Anwendungen, welche davon gemacht werden (2. B3,
bei Bestimmung der Unsicherheit der Fehlermalle) ein bisher ungekanntes Gewicht.

Uber die Vorziige der iiblichen Fehlermafie sagt der Verfasser folgendes :
»Der durchschnittliche Fehler, das Genauigkeitsmald des Empirikers,
gewiihrt die grofite Anschaulichkeit und die bequemste Rechaung. Der mittlere
Fehler, das (ienauigkeitsmafl des Praktikers, besitzt den grofiten Hoffnungswert und
empfiehlt sich auch durch die geringste Unsicherheit. Der wahrscheinliche
Fehler, das Genauvigkeitsmal des Theoretikers, berticksichtigt am meisten die
innere Natur der zufilligen Beobachtungsfehler.« Der Verfasser hiitte noch hinzu-
fiigen konnen, dall der Empiriker den durchschnittlichen Fehler bevorzugen wird,
weil dieser auf dem -- wie der Empiriker als Laie glaubt — durch Jalrhunderte
der Erfahrung bewiesenen Satze von der Giite des arithmetischen Mittels beruht.

Der walirscheinliche Fehler ist bisher am schlechtesten weggekommen, weil
seine direkte Bestimmung aus allen einzelnen Fehlern nicht miglich war.
Man mufite sich mit dem Umweg iiber den mittleren Fehler eder mit der Methode
des sAbziihlens» begniigen. Der Verfasser der scharakteristischen IFehlermale»
hat nun gezeigt, dafl man den wahrscheinlichen Fehler direkt aus einer Fehlerpotenz
ableiten konne, u. zw. auf folgendem Wege.

Wenn man die relative Hiufigkeit des Fehlers & mit V ¢ annimmt, so
T

ergibt sich der Durchschnittswert S, der a¢-ten Potenzen von & zu
2

= S \,/ 7 s
o

. h "'mm et oyl 7 M__(/”)u )
& =3, \a ¢ S (Jee )" e (f8) =

\x J

R 7 dt -}

(-~
Das bestimmte lutegral 7, =\ e " dt, das eine Funktion von e ist,
]

wird nun (ir dic Werte 2 =0, 1, 2, ... 7 entwickelt und in cinem Graphikon
dargestellt, aus welchem sich fiir m =} der Wert /,, - 061 crgibt. Es wiire

]
demnach Sy, = ———— 861, und das Fehlermittel 47, von der Ordnung | selbst

2\

das Quadrat von Sy, also

4 . 047
Vi — ¥ _ 0612 ot
s s O ol P
Man erhiilt also ungelihr — so genau als es die Zeichnung gestattet —
fiir das Fehlermittel von der Ordnung ! denselben Ausdruck wie fir den wihr-
0'47694
scheinlichen Fehler ¢ = S

1 )
*) Diese Formel ist in der Abhandlung entstellt, indem bhei 4™ \ n der Kxponent » aufl dag
Wurzelzeichen verscholien wurde,
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Um zu einem genaueren Resultat zu gelangen, schligt der Verfasser zwei
Wege wvor: I. die Anwendung der Newton'schen Interpolationsformel

" ” ; ; . )
w, = u, - (l)AJ W - ( )A”:. -+ ..., 2. Die Entwicklung nach ciner empirisch
angenommenen Potenzreihe [, = ko -} by m - kym® - Fymd 4 ..

Diese Reihe liefert bei Heranziehung von 13 Glledern den Wert /% = Q:61:33;

withrend derjenige Wert, welcher der Zahl x in der bekannten Relation e = 1-

entsprechen miiite, 0°6120 lauten soll. Die Frage, ob sich /, diesem gewiinschten
Werte wirklich unbedingt nithere, ist aber so wichtig, dafs hier noch ein dritter
Weg versucht werden sell, der den Vorteil gewihrt, das Restglied der Entwicklung
bestimmen und dadurch den Grad der Anniherung festlegen zu koénnen.

(-]
Er besteht einfach darin, dafl man in dem Integrale /), = S t" e 3t die
[
Exponentialfunktion = in einer unendlichen Reihe entwickelt, mit 7:¢/7 multi-
pliziert und die Integration ausfliihrt, aber nicht zwischen o und oo, sondern zwi-
schen ¢ und 7' Es ergibt sich dabei offenbar ein Fehler, der aber umso kleiner
sein wird, je grofler man 77 annimmt.
Die Entwicklung des Integrales /,, ergibt zunichst:
7y

r
T Kf""-’t'u' dl= \ th(l =0 p =0 L S — Lo ) di=
o

tﬂ

o /
Fa I D&t 3 e bty 2 b vy £ + ¥ T £ b R ... uI P
=27" ‘_(fl a3, ‘r‘ : 1'(1' i 1‘1'ﬂ" o'y Yo kG — by 7, ] =
=27"%[A4, 4 4, 7"‘—-]——/1373«* . B
Setzt man 7'= Y 10, so kommt
)
Ap=14—}.10= =13}

3.15—11.10

Ay T4 = (4] = 44t 10) 100 = 5 P o 100
o 5.23—19.10
Ay TP = () — 31 o5 10) 1000 = 220 500 20 1002

Das Bildungsgesetz der Glieder ist leicht zu erkennen. Die Ausrechnung
ergibt, dafl die Glieder in der eckigen Klammer von — 109 auf — 14:30 sinken,
von da an bis auf 4 1173 steigen, um wieder herabzusinken, wobei sie sich der
Nulfe unbegrenzt nithern. Das 16. Glied lautet 0000021, das 17. Glied 0:000002;
die folgenden Glieder haben auf die 6. Dezimalstelle keinen Einlluf}, da sie rascher
abnehmen als bei einer geometrischen Reihe mit dem Quotient ,2- « 0°1. Der
Einflufl der Abrundungsfehler betriigt im ungiinstigsten Falle 17 .1 = 85 Ein-

heiten der 6. Dezimalstelle, wahrscheinlicherweise aber nur Vlf.} N B D A T D
Der Ausdruck in der eckigen Klammer, der sich zu 0054476 crgibt, ist
4

noch mit 2 7% == 2 {1000 = (12468 zu wultiplizieren, wodurch man erhiilt
11/‘1 = 061268.
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Die Unsicherheit dieses Wertes betriigt im ungiinstigsten Falle 11:2 .. X% &3
=85 E. d. 6 Dez. - 1 E d. 4 Dez, wahrscheinlicherweise aber nur einige
Einheiten der 5. Dezimalstelle.  (Zur Kontrolle wurde noch das fntegral von 0
bis 2 entwickelt und der Rest nach erfolgter Transformation (z’ == —}) mittels der
Simpson’schen Formel ausgewertet, wodurch sich ebenfalls 7, = 0°61208% ergab).

Iis handelt sich jet2t noch um die Bestimmung des Fehlers, der durch die
Annahme der oberen Grenze 7= V10 statt 7= oo cntstanden sein kann Um
dicsen Fehler in gewisse Grenzen einschliclen zu kdnunen, betrachten wir aufler
der Kurve yi, = ¢%:2=" auch noch die Kurve y, == 7e =" Bei der Abszisse 7 == |
wird 1y, = 3, = ¢~', d. h. beide Kurven schneiden sich in einem Punkte mit
den Koordinaten 1, ¢~ Von hier an gehen sie dauernd auseinander, und zwar
muld stets die erste kurve unterhalb der zweiten verlaufen, weil [ir 7 > 1 stets
yv, <z, ist. Wenn man die Quadratur der Flichen bei irgend einer Abszisse
7> 1 abbricht, so wird daher der Fehler /\ /7, der ersten Fliiche stets kleiner
sein als der Fehler A 7, der zweiten Fliche. Fir 2'= Y10 erhiilt man

50
AL =\ et = 19 = 0000023,
Y10
Es ist folglich /\ /i, <70:000023 und zwar, wenn man das Verhiiltnis der

Fliichen nach dem Verhiiltnis der Anfangsordinaten 7" ¢ =1 bezw. 7°¢ = abschiitzt,
4

ungeliihe die Hilfte (niimlich 7 : 7= Y10 : {10) davon, also 1. E. d. 3. Dex
Das Resultat 7, = 06127 ist daher bis aul ein Tiusendstel seines Wertes richtig,
und darum entfernt sich das aus den Quadratwurzeln der Fehler ¢ gefundene
Mittel _
lle]]\2 4 0-47798

(78 =(u "bH‘ == TR e

A n o L f Y
von dem wahtscheinlichen Fehler ¢ = -0-4169{ blofl um —5-(—;6-- seines Wertes.

Die Ubereinstimmung von A/, und ¢ ist also keine identische, aber doch cine

"
gefundene Wert des wahrscheinlichen Fehlers ¢ ist um 2 9/, zu grofl. Diese
Genauigkeitsangabe gilt natiirlicher Weise nur fir den idealen Fall, d. h. bei
Anwesenheit von oo vielen Fehlern &, die sich nach dem G aud’schen Geselz
verteilen. In jedem praktischen Falle, d. i. bei endlicher Felleranzahl, wird die
Ungenauigkeit, welche der Annahme ¢ = 4y, 2u Grunde liegt, weitaus von der
Unsicherheit iibertroffen, welche jeder Mittelbestimmung aus einer endlichen
Anzahl von Fehlern naturgemiifs anhaltet. Man erkennt dies recht deutlich, wenn
man diejenige Anzahl » der Beobachtungen berechnet, welche notwendig wiire,
um die Unsicherheit des Wellisclh’schen Fehlerpotenzwertes @ auf die vorhin
angegehene Ungenauigkeitsgrenze L, o herabzudricken. Die Unsicherheit
betriigt niimlich — wie der Verfasser nach der bekannten Formel

s .
vorziigliche Annitherung :  Der nach der Wellisch’schen Formel 9 = (h‘l>
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N\ =+ V _S.?_.F“__;_;S >
herechnet (die aber bisher auf den wahrscheinlichen Fehler nicht angewendet

werden konnte): _
0-57 699
Ae==xv¢ o

Setzt man diesen Wertgleich 55 @, so ergibtsich{ 7z = 500 % 0-576 .. =288"..
und 2 .. 83000. Es miifiten also mehr als 83000 Beobachtungen vorliegen,
dann erst wiirde die theoretische Ungenauigkeit der Wellisch'schen Formel
zum Ausdruck kommen, indem sie die wahrscheinliche Sicherheit iiberwiegt. Und
auch dieser »Fehler« ist verschwindend klein, da er ja — wie gesagt — nur
54w des berechneten Wertes betrigt!

Sehr interessant ist die Zusammenstellung, die der Verfasser iiber die
Unsicherheit des aus verschiedenen Fehlerpotenzen (einschliefilich der Iehlerwurzel)
abgeleiteten wahrscheinlichen Fehlers vernimmt. Es geben danach

146 Fehler bei Beniitzung der Fehlerwurzeln

114 > » » » |. Fehlerpotenzen
100 » » » ® »
109 » » » » »

»

Ck oo

33 "' » » »

Dieselbe Unsicherheit in der Bestimmung des wahrscheinlichen Fehlers o.
Man ersieht daraus, daf3 die Berechnung von ¢ aus den Fehlerquadraten (bezw.
aus dem mittleren Fehler w) noch immer die sicherste ist, sogar sicherer als die

—\ ¢
direkte Berechnung aus den Fehlerwurzeln mittels der Formel ¢ = (_V___"lcl )

Der Wert dieser Formel liegt aber darin, dal sie ein neues, sehr einfaches
Mittel an die Hand gibt, um vorliegende Fehlerreihen auf ihre Giite zu priifen,
ganz abgesehen von dem theoretischen Interesse, das sie beanspruchen darf.
Die bisher iibliche Art der direkten Bestimmung des walrscheinlichen Fehlers
durch <Abzihlen« bietet zwar auch eine Kontrolle, wenn man aus ihm das
Genauigkeitsmal3 % nach der Fermel /2 = 041694 berechnet und diesen Wert

mit jenen vergleicht, welche aus dem mittleren, bezw. dem durchschnittlichen
5 x-S C
Fehler nach den Formeln 2 = } 727“ bezw. = s :??-4-[')

Unsicherheit des durch Abzidhlen gefundenen wahrscheinlichen Fehlers g, ist aber
078672

erhalten werden. Die

ziemlich betriichtlich, A\ on = 4- 0. “_,-;;- =

Wenn die Methode des Abzihlens ein ebenso zuverlissiges Resultat fii 0.
liefern soll wie die Berechnung aus den Fehlerquadraten, so mufl man fiir erstere
eine weitaus groflere Anzahl von Beobachtungen zur Verfigung haben als fiir
letztere. Der Verfasser berechnet das Verhiltnis zu 272: 100 und erweitert die
vorhin angefiihrte Tabelle fiir gleichartige Fehleranzahlen :
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A P A R
146114 :100:109:133:178: 251 : 272%)

(Die Indizes i, 1, 2, .. @ bezeichnen die Berechnungsart von o).

Man ersieht aus dieser Tabelle, da die Bestimmung des wahrscheinlichen
Fehlers nach der Wellisch'schen Formel viel zuverlissiger ist als die™durch
Abziihlen, Es ist®dies auch ganz begreiflich, weil, wie der Verfasser bemerkt, bei
jener alle Fehlerwerte herangezogen werden, bei dieser aber nur der mittelste
bezw. die beiden mittelsten. Man konnte noch hinzufiigen, dafl das EKinschalten
zwischen die beiden mittelsten IFehler eine Willkiirlichkeit enthilt, deren man sich
umso mehr bewullt wird, je grofier die Licke ist. Die Fehler sind ebennicht als
Einzelwerte aufzufassen, sondern als Vertreter ihrer Bereiche.

Die eingehendste Priifung einer Fehlerreihe besteht bekanntlich darin, dal}
man die Anzahl der Fehler, welche nach der Laplace'schen Funktion innerhalb
gewisser Grenzen liegen sollen, mit der Anzahl der wirklich dazwischen
liegenden Fehler vergleicht.  Diese Probe verliert jedoch bei einer geringeren
Anzahl von Fehlern an Sicherheit, weil die Aulstellung jener Grenzen abermals
nach einer gewissen Willkiir erfolgen muf.

Die angefihrten Entwicklungen gelten fir wahlre Fehler, kdnnen aber bei
umfangreichen Beobachtungsreihen ohne weiteres auf scheinbare Fehler iibertragen
werden. Bei geringerer Fehleranzahl wiire dies nicht mehr gestattet. Der Verfasser
hat darum auch die Ermittlung der Fehlermafle aus den scheinbaren Fehlern
in den Kreis seiner Betrachtungen gezogen. Als Ausgangspunkt dient die Bestimmung
des wahrscheinlichsten Genauigkeitsmalles /2 aus den scheinbaren Fehlern 2, und

zwar in folgender Weise: p
/3 a

. , T . . . . . —_—hF et
Die Wihrscheinlichkeit eines wahren IFehlers & bis & -|- ¢ ist \, e TV dE,
nw

daher die Wahrscheinlichkeit f{iir das Zusammentretfen aller 2 fehler
? ) ( hde \» —#[ez]
w = | — & 5
Ve )
In diesem Ausdrucke miissen nun di¢ wahren IFehler & durch die scheinbaren
Fehler @ ausgediiickt werden. Nennt man den Unterschied zwischen dem wahren
Werte der beobachteten Grifde und dem arithmetischen Mittel der Beobachtungen &,
so ist — wie sich leicht zeigen Filit —
(6] = [wv] -+ n E-

Somit kommt
RAE\n it ow) — wd*3 R e\ — K er] A
(M,)L _(Vw)' N .
Nachdem der wahre Wert unbekannt ist, kann man & alle Werte von — oo
bis -+ oo durchlaufend denken und (iir jeden solchen Wert & bhis £ - & die
Wahrscheinlichkeit 2 bestimmen. Die Wahrscheinlichkeit F/, dafl einer von
diesen Fiillen eintrete, ist bekanntlich die Summe der Wahrscheinlichkeiten zo der
Einzeltillle, also

Diese Zahl wurde — wie der Verfasser bemerkt -— ven Guaufd irrtimlich zu 247 angegeben,
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[V_(/E‘ié ‘n _/1 [7;1'] —Il/é’f”zfgl+ (ﬁt{fv)”t’—ll ['1171] —n E: a":t'_’._ll—'_

(ER Vx
OO
(L o e g
\ "\I’n J
Setzt man )

dit
nhtEt =2 alsodf = fz‘].

so geht das Integral iiber in

e §= = el V"

i\ n L

und somit erhidlt man
( de )" '7?" n- 1 —h[vo]
= "V ’{ e .
Dieser Ausdruck ist eine Funktion von 4. Bestimmt man /% so, dal3 ¥,
die Wahrscheinlichkeit fiir das Zusammentreffen der Fehler, ein Maximum erreicht,
so hat man damit den wahrscheinlichsten Wert des Genauigkeitsmalles bestimmt.

—y = [v
! ¢ ey und N

& gt . 7 o
Durch Differenzieren von /% ullsetzen erhdlt man

- -

higg—1
i szw

Nun besteht aber zwischen dem wahrscheinlichsten Genauigkeitsmal %2 und
dem mittleren Fehler u die Relation

1
T
folglich ist der durch die scheinbaren Fehler ausgedriickte »quadratische Mittelwert
der wahren Fehler«, oder -— wie Wellisch ihn nennt — der »>empirische
mittlere Fehler«
_ 19
A0y

Der Mittelwert der scheinbaren Fehler wiire

m=VWM

7"

Das Verhiiltnis zwischen » und » betrigt V_—-L Dasselbe Verhiiltnis muf3

— |
auch zwischen irgend einem Fehlermittel beliebiger Ordnung (z. B. &, ¢) und dem
entsprechenden Fehlermittel der scheinbaren Fehler (7, ) bestehen. Man kann
deshalb setzen:
e (LT Ve (1)
§=.. ‘ — N ——= (I"eters’ Formel),
ISR % P | \,,-(u..l)

|Q_l UW”)]T—— [Vizi]*

RS BT Sy e )
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Letztere Formel gibt den wahrscheinlichen Iehler an, ausgedriickt durch die

schembaren Febler .
Man kann die Formeln fiir & und ¢ beniitzen, um den mittleren Fehler u zu

kontrollieren, indem man von den allgemeinen Beziehungen Gebrauch macht.

/ fund p=——
2 /'
< x) 2
Durch Einfihrung obiger Werte fiir & und o erhiilt man nachstehende
Formeln, in welchen der Index des p die Fehlerpotenz angibt, die zur Berechnung

beniitzt wurde:

[ @ [121]-
{4y F Ty . e iy PG s
“«  Yu(e—=1) I,-'“ [v 7]
w, = |/ ——
Y I [WT-']]E g 7 — |
A T T——— S st
y N2 n\n@m—1)
Die Ergebnisse dieser drei Formeln werden — namentlich bei einer kleinen

Anzahl # von Fehlern — betriichtlich von einander abweichen. Beziiglich u, und g,
war das schon hekannt, und Fechner hatle bei g, eine Korrektur vorgenommen,
indem er » — » statt 2 — | einfihrte und das » so bestimmte, dall im
ungiinstigsten Falle, d. i. bei »=2, die beiden Werte u, und wu,; nahezu
zusammenfallen. Diesen Gedanken hat der Verfasser auch auf die neue, dritte
Bestimmungsart ausgedehnt. Wenn 7 =2, se ist |v,| ==|v,| =9 und somit

, e
| 2V 2 v . 2 ¥
oy, = ——= . 2], = - =z, anderseits p, = |/ —— = v {2.
) xVQ _\ 2—1 2y 2 —u J l
| v 1
) — e e 2\ g — —
Soll nun gy, == w, sein, somuf x Y2 V2 — =1 und x =2 — — = — 1

sein. Dadurch erhiilt man den verbesserten Wert des aus den Fehlerwurzeln

herechneten mittleren Fehlers
) _—
L Y=l Fys

dai A2 /z\ n(5n--1)

Man kann mun wieder auf den wahrscheinlichen Fehler ¢ zuriickschlielden,
indem man ¢ = x Y2 . u setzt, und bekommt so den verbesserten Wert des aus
den Fehlerwurzeln berechneten wahrscheinlichen Fehlers

VeI s
n\n(3n41)
Eine bedeutende Vereinfachung tritt ein, wenn man x = o setat (statt — [V:

= AL - (VL)

nt

Yy ==

Diese verbesserte Formel fiir den wahrscheinlichen Fehler
schligt der Verfasser zum Gebrauch vor und zeigt an einem Reispiel, bei
welchem » = 5, dafl sie nahezu denselben Wert liefert, den man aus » mittels
der Relation ¢ = » V2 . w erhitlt. Fiir » = 2 wiirde die verbesserte Wellisch’sche
Formel ¢ = # ergeben, also genau denselben Wert, den man durch »Abzihlene
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erhilt, womit auch der aus u erhaltene Wert o =2 V2. u = 222 = 0:954»
sehr gut iibereinkommt.

Man konnte noch hinzufiigen, dall die neue Formel, die auf kleinste Werte
von 2 abgestimmt wurde, auch dann nicht an Giite verliert, wenn » eine grofie
Zahl ist, weil es in diesem lalle offenbar sehr wenig ausmacht, ob man 1, 0
oder — ! von # subtrahiert. Fiir » = oo fillt sie sogar mit der urspriinglichen
Formel vollkommen zusammen.

Das W ellisch'sche Verfahren, den wahrscheinlichen Fehler direkt aus den
Fehlerwurzeln zu berechnen, ist daher nach jeder Richtung tadellos und stellt eine
sehr wertvolle Bereicherung der Wissenschaft vor. Es ist gewissermallen eine
Ehrearettung fiir den wahrscheinlichen Fehler, der — wie der Verfasser sagt —
das natiirlichste Fehlcrmafy bildet und dennoch bisher so arg vernachlissigt
wurde.

Auch in anderer Beziehung vermag die Abhandlung, die sich wie alle
Schriften des Verfassers durch Schirfe der Begrifisbestimmungen und Klarheit
der Entwicklung auszeichnet, wertvolle Anregung zu geben. In dieser Hinsicht sei
besonders auf die Einfihrung der sprozentuellen Fehlergrenzen« in die Aus-
gleichungsrechnung verwiesen, die eine Verallgemeinung des Begriffes des
wahrscheinlichen Fehlers darstellen. Wie der wahrscheinliche Fehler als diejenige
Grenze definiert wird, fiir deren Nichtiiberschreiten die Wahrscheinlichkeit |
(also »509/, der GewiBheit«) besteht, so kann man auch die iibrigen Fehlermaf3e
b= M, o = My, My, M, .... durch die Wahrscheinlichkeit & (47/) in
» Prozenten der Gewi3heite charakterisieren. Eine diesbeziigliche Zusammenste lung,
welche der Verfasser |ringt:

M:I’ == g, M1 = 9, .}l{z = u, /Wa, M, AM(,, :M;: e
50%, 589, G68%, 76%, 81%,, 85%,, 887, .
gibt iiber die GroBe der Fehlermittel eine deutlichere Vorstellung als die direkte
Beziehung auf /. Sie bietet auch ein sehr bequemes Mittel, um die Fehlerverteilung
einer Beohachtungsweise auf ihre Gesetzmifligkeit zu priifen, was der Verfasser
an einem Beispiel (Bessels 22 Dreiecksabschliisse) zeigt. [ie etwas mangelhafte
ﬂbereinstimmung der Werte fiir # und #, die einerseits durch Abzihlen,

anderseits durch direkte Berechnung gefunden wurden, bestiitigt, dafl diese Reihe
2

(bei der sich 2 ;;2
gut gehorcht. Vielleicht ist der Grund hievon in dem Umstande zu suchen, dal}
die Lidngen der Visuren nicht beriicksichtigt wurden, so daf} die I'ehler nicht

direkt vergleichbar sind.

= 260 statt x ergibt) dem Gauli'schen Fehlergesetz nicht

L

Anmerkung der Redaktion. Der vorstehende Aufsatz war bereits im
Mirz d. ]. in den Hiinden der Reduktion, also lange Zeit vor Verdflentlichung
von Betrachtungen iiber die Studie von Wellisch in anderen Zeitschriften.



