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Entdeckungen auf d em Gebiete der  Fehlermaße.  
Von Prof. A. Capplllerl i n  Reichenberg. 

Im 1 1 . und . 1 2. Heft der , M itteilungen über Gegenstände des A rtillerie- und 

Geniewesens « , Jahrgang 1 908,  hat Herr Bau i nspektor Siegmund Wellisch eine 
umfangreiche Studie über > die charakteristischen Fehlermaf�e der Ausgleichun gs· 
rech nu n g c  verö ffentlicht, in welcher er die Ergebn isse der bisheri gen Forschu ng 
zusammeu stel l t und durch neue Entdeckungen bereichert, die von hervorrage nder 

- Bedeutung sind.  M it einem Worte gesagt, es ist dem Verfasser gelungen, d i e 
B e v o r z u g u n g d e s  m i t t l e r e n  F e h l e r s a l s  d e s  » Z U  b e f ü r c h t e n d e n •  

z u  b e g r ü n d e n u n d d e n  w a h r s c h e i n l i c h e n  F e h l e r  i n  d e n  B e g r i f f 
d e r  d u r c h s c h n i t t l i c h e n  F e h l e r p o t e n z e n e i n z u r e i h e n . 

Die v ielen merkwürdigen Eigenschaften, welche den mittleren Fehler vor  
anderen Fehlermaßen auszeichnen, z .  B. daß er  den Wendepu nkten der  Wahr· 
scheinlichkei tskurve entspricht, daß er vom Vorzeichen u nabhiingig ist etc„ lassen 
ihn  vom p raktischen Standpunkte als den zur  Beurteilung der Genauigkeit geei g
netsten erscheine n .  Al les das kan n aber nicht das Epitheton des • ZU befürchtenden « 
rechtfert igen , das ihm von unserem Altmeister G a u ß  verl iehen w urde. Wenn 
man eine Reihe von Beobachtungen mit einem Spiele vergleicht , bei dem nur 
ve rloren werden kann - wobei die absoluten Beträge der Fehler den j edesmaligen 
Verlust bedeute n - so ist die Gefährlichkeit dieses Spieles nur nach der 
mathematische n Erwartung des Verlustes zu beurteilen . Der Verfasser hat darum 
d enjenigen E i nzelfehler, welchem die größte mathematische Erwartung zukommt, 
als den zu befürchtenden festgestellt und berechnet. Wenn die Wahrschein lichkei t ,  

. /z - h2 e2 
e inen Fehler E bis E + d E zu begehen , mit V tt. e d 8 angen ommen wird, so 
h andelt es sich nun darum, denjen igen Wert von 8 zu fi nden , welcher die mathe· 

. h E- d . Ji - lt' i' i . 
M . 1 n· W mat1sc e rwartung, . 1 .  1 1 = E e t 8, zu e111em ax1mum mac lt. ieser ert 

pr: 
ergibt sich nach kurzer Rechnung zu 

E =  1 

Jtf i 
Dies ist aber nichts anderes als der Ausdruck für den wohlbekannten 

� mittleren Fehl er « µ ,  d.  h .  die Q uadratwurzel aus dem D u rchschni t tswert der 
Fehlerquadrate . Wen n bei diesem wenig e i nträg l iche n  Spiel  eine Einheit des 
F�hlers Jz .  _ B. eine Sekunde) mit ei nem He1ler bewertet wird,  und wenn man 
konsta tiert hat, daß der mittlere Fehler µ b isher z .  B. 7 " betragen hat, so wird 
man bei der nächsten Beobach tung mit einem zu befürchtenden Verlust von 

7 H�Her·t;-- "zu rechnen habe n .  Etwas ganz anderes wäre es, wenn man bei m Ein
t reffe:1 des vorhergesagten nächsten Fehlers straflos ausgehen ,  beim Nichtei nt reffen 
aber ei nen konstanten ,  von der G röße des Fehlers u nabhängigen Betrag entrichten 
müßte .  Dann müßte man au f den Fehler N u  1 1  wetten ,  der die gröfüe Wahr· 
scheinlichkeit besitzt .  Der Hoffnungswert des ) Gewin nes c w äre dann Null ,  die 
H o ffnungswerte der · Nieten aber negativ. 

- .., 
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Die Tatsache, daß der mittlere Fehler wirklich der zu befürchtende ist,  
recht fertigt die zweckmäßige Wahl dieses Fehlermittels aus in neren G rü nden und 
verleiht auch allen theoretischen An wendungen,  welche davon gemacht werden (z. B. 
bei Bestimmung der U n sicherheit der Fehlermaße) ein bisher u ngekan n tes G e wicht .  

Über die Vorzüge der übl ichen Fehlermaße sagt der Verfasser fo lgendes : 
> Der d u r c h s c h n i t t 1 i c h e Fehler, das Genauigkeirs maß des Empirikers , 

gewährt die größte Anschaulichkeit u nd die bequemste Rech:rnng" Der m i t t 1 e r  e 
Fehler, das t renauigkei tsmaß des Praktikers , bes i tz t  den größten Hoffn u n gswert u n d  
empfiehlt sich auch durch die geringste Unsicherhei t. Der w a h r  s c h e i n l i c h  e 
Fehler, das Genauig keitsmaß des Theoretikers, berücksichtigt am meisten die 
innere Natur  der zufäll igen Beobachtungsfehler. « Der Verfasser hätte n och hinzu
fügen können, daß der Empiriker den d urchsch ni ttlichen Fehler bevorzugen wird, 

wei l  dieser auf dem - wie der Empiriker als Laie glaubt - durch Jahrhunderte 
c.ler Erfahru1 1 g  bewiesenen Satze von der Güte des arithmetischen Mit tels beruht .  

Der walrrschei 1 1 l ic.he Fehler ist  bisher am schlechtesten weg-gekomme11, wei l 
s�i ne d i r e k t e  Bestimmun g  aus a 1 1  e n einzel nen Feh lern n ich t möglich war. 
M an mußte sich m i t  dem Umweg über den mi t tleren Fehler oder mit  der M eth ode 
des , Abzähl ens > begn ü gen .  Der Verfasser der � charakteristischen Feh lermaße » 
hat nun gezeigt, daß man den wahrschei nlichen Fehler direkt aus e iner Fehlerpotenz 
ableiten könne,  u .  �w. auf

. 
folg�n dem 

.
w·ege. 

. lt 2 .• z • Wen n man die relative Haufigkeit des Fehlers 8 mit ·y;· e- 1' c anrnmmt ,  so 

ergibt sich der Durchscl 1 1 1 i t t s wert Sm der m-ten Potenzen v on E z u  

S 2 lt \ oolll _ Jt2 !2 i _ 2 �·cc; 11/ - (/1 s)� i (/. · )  111 = . i / . [; C l r; - --/ - (!U )  C r I F = 
y n . hm \ n  

0 (} 

= 

Da s best immte  In tegral Im = � t111 c- 12 dt, das eine Funktion von m i s t ,  
0 

wird n u n  für die Werte m = 0, 1 ,  2, . . .  7 ent wickelt und i 1 1  einem G raph i ko1 1  
d rt rgeste l l t ,  aus  welchem sich fü r  m = �- der Wert  1.1, ,.. ·�, O · G 1. ergi bt .  Es w�ire ') 
demnach S.1.. = ,1 -1 0 ·6 1 ,  und das l' ehlermi t t el !ifi1, v o n  der Ordnu n g  -._\. selbst 

- lt ' \ n  
das Quadrat von s./„, also • 

lV!.1 = -� 0 .  6 l 2 "··;,,. .2�-�-� 
Q lt n lz 

Man erhäl t also ung·efähr - so genau als e s  die Zeichnung gestattet -
für das Fehlermittel von der Ordnung - �· denselben Ausdruck wie fli r den wahr-

h . 1· h l� hl 
0•47694 

sc c111 1c en • e  er (! =  ---l--. lt 

*) Diese Formel ist in der Abhandlung entstellt, indem bei /1 m Y ;  der Exponent m auf das 
Wurzelzeichen verschollen wurde. 
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Um zu einem genaueren R esultat zu gelangen , schlägt der Verfasser zwei 
Wege vor : . 1 .  die A nwe ndung der N e  w t o n 'schen J n terpolat ionsformel 

fLn = µ,3 + (1:) l:, 1  µ,0 + (�) ,6.2 fLo + . . .  , 2. Die E ntwicklung nach ei ner empi ri sch 
angenommene n  Potenzreihe 1111 = k0 + h1 m + k2 nt 2 + k3 m3 + . . .  

Diese R eihe  liefert bei H e ranziehu n g  von 1 3  Gliedern den Wert !11� = O · G 1 33,  
während de rjenige Wert, welch er der Zahl x in  der bekannte n  Relation Q = � 

tl 
en tsprechen müßte, O ·G 1 20 lauten sol l .  Die Frage, ob s ich J,1, d iesem gewün schte n  
Werte wirklich unbedingt nähere, i s t  aber s o  w icht ig, d a ß  hier noch e in  drit te r  
Weg versucht werden soll,  d e r  d e n  Vorteil gewährt, das Restglied der E ntwickl u n g  
bestimmen und dadurch den G rad d e r  Annäheru ng f estlegen zu können . 

CIO 

Er besteht  einfach d arin, daß man in dem I ntegrale li1, = � P2 e-· 12 d t die 
0 

Exponential funktion e- t: i n  e iner u11endl ichen Reihe entwickelt, mit t'f., dt mu lti

pliziert und die Integratio n  ausführt ,  aber nicht z wischen o und oo, sondern zwi
schen o u n d  T Es ergibt sich d abei offenbar ein Fehler, der aber umso kleiner 
sem wird ,  j e  größer ma n  T annimmt. 

Die Entwicklung des Integrales 1.1, ergibt zunächst : 
T T 

J,1, = ) t'le t- 12 d t = � t'l„ ( l  - t2 + +! t>t - -L t0 + +1 ts - +! 1 t o _I_ . . .  ) dt = 
o o T 

= l i t'le - -�- t'!, + � , . -h- t • 1;, _ }1 ·  /r;- 1 ' "" + +! · i2u t '"ie - }1 ·  i2'.i t'"I, , . .  l = 
,, 

� 2 7 „,, [ ( '- _ 1 _  Tt) _]_ ( L  _, _ ,  _ , .. L T!.) r� 1 _L (-L _ i. ·' J'2) Ts ) - 11 1 r i 1 • 1 1 at · 1 5 • t • r- 1 u � ! · i :r · · · = = 2 T'ft [A0 -!-- A1 1"� -!-- A2 TS + . . .  ] .  
Setzt man T = f 15, s o  kommt 

Ao = + - + . 1 0  = -· -H-
·1 l'"' - ( t 1 t 1 \  t 1 0) 1 00 

- l:J s - 1 1 .  lO 1 00 ./1 1 - ·2· · , TT - ·:i · . T ?i'  . -- 3 ! , 1 1 . 1 5  
. 

'A TB - 1 1  1 - 1 1  1 1 0) 1 00 2 - _5_._23 :::--- } 9 . l-2_ 1 002 2 · - (1 · · -i. 1' ·� · · r:r - 5 !  1 9 . 2 3  · 

Das Bildungsgesetz der G lieder ist  leicht zu erkennen.  Die Ausrech nung 
ergi b t ,  daß die G lieder in der eckigen Klammer von - ! ·09 auf - 1 4· 3 0  s inken ,  
von da an b is  auf + 1 1  · 73  steige n ,  u m  wieder herabrnsinke n ,  wobei sie sich der  
N u l le  u n begrenzt nähern . Das 1 6 . G lied lautet 0·00002 1 ,  d as 1 7 . G l ied 0 000002 ; 
die folgen den �lieder haben auf d ie 6. Dez imalstel le keinen Ein l1. uß, da sie rascher 
abnehmen als bei einer geometrischen Reihe mi t  dem Qu oti ent ��1- • O · 1 . Der 
Einfluß der Abrundungsfehler beträgt im ungünstigsten Fal le 1 7  . + = S · S  E in -
heiten der 6 .  Dezimalstelle, wahrscheinl icherweise aber n u r  Vl-f . + "'"."" 1 E. d .  6 .  D .  

D e r  Ausdruck i n d e r  eckigen Klammer, der sich zu 0·054476 ergibt, i s t  
4 . 

· noch mit 2 T% = 2 Y 1 000 = l l · 2468 zu multiplizieren, wodurch man erhä l t  

l t;. = 0'6 1 268. 
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Die U 11 sicherhe i t  d i eses Wertes beträgt i m  u n gii n st i g-ste 1 1  Fal le 1 1  ". 2  . . X 8 · 5  

= 85 E. d .  6. Dez. �--"' 1 E. d .  4. Dez . ,  w ahrschei nl ichcrw c i sc aber n u r  ei n i ge 
b nheiten der S .  Dezi mals tel le .  (Zur Kon t ro l le w u rde n o ch das In tegral v o n  0 
bis 2 e n t w ickelt u n d  der R e s t  n ach erfolg ter Tran s format ion  ( t = +) m i t te ls  der  

Simpso u ' schen Formel au sgewertet, wodurch sich eben fal l s  J,1., = 0 · 6 1 26 8  ergab). 
Es handelt  sich jet1.t noch um die Besti mmu n g· des Feh lers, der durch d ie 

A n n ah m e  der obere n G renze T = ylü statt  7· = o::i en tstanden sein ka n n  U m  
d iesen  Feh ler  i n  gewisse G renze n  ei n sch l ießen z u  kön n e n ,  betrach ten  w i r  außer 
der  K urve y 1:, = t'I" l '  - P  auch n och die K urve y1 = t e - P. Bei der A b szisse t = 1 
wird J'1;" = J't = c- 1 ,  d .  h. beide K urven sch ne iden sich i n  e inem P u n kt e  m i t  
den Koord i n aten  J , c - 1 .  V o n  h ier a n  gehen sie dauernd ausei n a n der ,  u n d  zwar 
muf3 stets d ie  erste K u rve unterhal b der zweiten verl aufe n ,  wei l  für t > 1 ste t s  
Y•:e < Yi i st .  Wenn m an die Q uad ratur  d e r  Flächen be i  i rgend e i n er Absz isse 
t > 1 abbri cht, so w i rd daher der Fehler  t0, l1i., der  ersten  Fl�iche steis kleiner  

sei n als  der Fehler D. I, der zweiten Fläche. Für T = ·y 1-0 erh ä l t  m au 
00 /_j/1 = .\ 1e·-· ,� d t = + e- 1 0  = o· 000023 .  

\1 1 5  
Es ist folgl ich 6 /, ," < 0 · 000023 und zwar, wenn man das Verhäl tn is  der 

FHichen nach dem Verh äl tn i s  d er Anfangsordi naten T'le c - 'l'' bezw- .  Tc - 'r :i abschiit z t ,  
4 

ungerähr d ie Häl fte (nämlicl1 T'I� : T = vTO· : Vlo) davo n ,  also l .  E. d .  5 .  Dez . 
Das Re su l t at /,/., = 0 · 6 1 27 ist  daher bis a u f  ei n Tau sendste l  sei nes Wertes r icht ig, 
u n d  darum ent fernt sich das au s den Quadrat w u rzeln der  Fehler r- gefu ndene 
Mi t tel 

0·47 69 4 . 1 . v o n  dem wahrschei n l ichen Fehler ff =  ·- h. --·- b l o ß  u m  SOO seines Wertes. 

Die Übereinst immung von .111.1• u nd ff ist also ke i n e  ident ische, aber doch  e i ne 

vorzügliche A n näherung : Der nach der Wel l i sc h ' sche n  Fo rmel (! = ([V i 8 i ]) 2 
1l 

gefunden e  Wert des wahrschei n l ichen Fehlers (! ist  um 2 °/00 zu groß.  Diese 
G enauigkei tsangabe g i l t  natürl i cher Wei se n u r  für den idealen Fal l ,  d. h. bt' i  
A n wesenheit  von oo v i elen Feh l ern E ,  d i e  sich n ach dem G a u ß 'schen Gesetz 
vertei len.  In j edem praktischen Fal le, d .  i .  bei e n d l i cher Fehlera nzah l ,  w i rd die  
Ungenauigkei t,  welche · der  A nnahme Q = M.1, z u  G ru n de l iegt ,  w eitaus von  der 
U nsicherheit übertroffen ,  welche j eder Mittelbest immung aus einer endl ichen 
A nzahl von Fehlern n a t u rgemäß anhaftet. Man erkennt  dies rech t deu t l ich, wen n  
m a n . diejenige Anzahl n der Beobachtu n gen berechnet,  welche not  we ndig wäre, 
um d i e  U n s i c h e r h e i t  des Well isch'sch e n  Fehlerpotenzwertes Q auf die vorhi n 
angegebene U n g e n a u i g k e i t s  g r e 1 1  z e ti-o- (! herabzudrücke n .  Di e  U nsicherhe i t  

beträgt n iimlich - wie der Verfasser n ach der bek a n n ten Formel 
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-v S„ m - S m2 .6 m = ±  � . 

1l 
berechnet (die aber 
werden konnte) : 

bisher auf den wahrscheinlichen 

0·5 7 699 

.6 <> = ± Q -V n 

Fehler nicht angewendet 

·setzt man diesen \Vert gleich 6f;0 Q ,  so ergibt sich Y 1t = 500 X O· 57 6 . .  = 288 ·  . .  

und n _:_ 83000. Es müßten also mehr als 83000 Beobachtungen vorliege n ,  
d a n n erst würde die  theoretische Ungenauigkeit d e r  W e 1 1  i � c h ' schen Formel 
zum Ausdruck kommen, i ndem sie die wahrscheinliche Sicherheit überwiegt. Und 
auch dieser »Fehler« ist verschwindend klei n ,  da er ja - wie gesagt - nur 
1....lnr des berechneten Wertes beträgt ! 

Sehr interessant ist die Zusammenstellu ng, die der Verfasser i.iber die 
Unsicherheit des aus verschiedenen Fehlerpotenzen (einschließlich der Fehlerwurzel) 
abgeleiteten wahrscheinlichen Fehlers vernimmt. Es g eben danach 

1 46 Fehler bei Benützung der Fehlerwurzel n  
1 1 4 » » l .  Fehlerpotenzen 
1 00 » „ » 2 .  

1 09 

1 33 » 

) 3 .  
)} 4 .  

Dieselbe Unsicherheit i n  der Best immung des wahrscheinlichen Fehlers (!.  
Man ersieh t d araus, daß die Berechnung von (! aus den Fehlerquadraten (bezw. 
aus dem mittleren Fehler f-1;) noch immer die sicherste ist, sogar sicherer als die 

direkte Berechnung aus den Fehlerwurzehi mittels der Formel Q = ( y ! s 1 r 
1t 

Der Wert dieser Formel · liegt aber darin , daß sie ein neues, sehr einfaches 
Mittel an die Hand gibt, um vorliegende Fehlerreihe n auf ihre G üte zu prüfen ,  
ganz abgesehen von dem theoretischen Interesse, das s.ie beanspruchen darf. 

Die bisher übfiche A rt der direkten Bestimmung des wah rscheinlichen Fehlers 
d urch c Ab7.ählen ( bietet zwar auch eine Kontrolle, wenn man aus ihm d as 

.G . k . n A h d 1·· 1 , 0·47694 
b d '  \u enau1g e1tsmaw z nac er < orme 1l = erechnet und iesen rv ert (' 

mit jenen vergleicht, welche aus dem mittleren, bez w .  dem durchschn ittl ichen 
0 ·101 n o·S64 1 9  . 

Fehler nach den Formeln lt = --·-- bezw.  ft = ft erhal ten werden .  Die  
. n , 

Unsicherheit des durch Abzählen gefundenen wahrscheinlichen Fehlers Q„ ist aber 
0·78672 

zieml ich beträch tli ch , .6 (>11 = ± Q.- -�,-:=--. V n 
Wenn die Methode des Abzäfüe11s ein ebenso zuverlässiges Resultat für (>8 

-Hefern soll wie die Berechnung aus den Fehlerquadraten, so muß man für e rs�ere 
eine weitaus größere Anzahl von Beobachtungen zur Verfügung haben als · für 
le·tztere. Der Verfasser bere�hnet das V erhältnis zu 272 : 1 00 und erweitert die 
vorhin .angeführte Tabelle für gleichartige Fehleranzahlen ;  

·-
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!? � : Qi : Q� : Qs : Q.i : Qri : !?H : !?a 
1 46 :  1 1 4 :  1 00 :  1 09 : 1 3 3 :  1 7 8 : 2 5 1 : :? 7 2*) 

tDie I ndizes }, 1 ,  2, . . a bezeichnen die Berechnungsart von  Q) .  
M an ers ieht  aus di eser Tabel le, daß d ie Bestimmu ng des wahrschein l i ch e n  

Fehl ers nach d e r  Wel l isch ' schen Formel viel zuverläss iger i s t  als d i e  ··�l� i:ch. 
A bzählen . Es ist . d ies auch ganz begre ifl i ch , weil , wie der Verfasser bemerkt ,  bei 
jener  alle hhlerwerte herangezogen werden, bei dieser aber nur der m i t tel ste 
bezw. die beiden mittelsten .  Man kön n te noch hinzufügen,  daß das Eir.schaltcn 
zwischen die beiden mi ttelsten Feh ler eine Wil lkürl ichke it e nthält ,  d eren man sich 
umso mehr bewu l.h wird, je größer . die Lü cke ist. Oie Fehler s ind eben )1ich t als 
Einzelwerte aufz ufasse n ,  sondern als Vertreter i hrer Bereiche. 

Die e in gehendste Prüfung e iner Fehlerreihe bes teht bekan n tlich darin, d a !3 
man d i e  A nzahl  der Fehler, welche nach der L a  p l a c e 'schen Fu nkt ion  i n n erli a l b  
gewisser Grenzen l iegen s o  1 1  e n ,  m i t  d e r  A n zahl der  w i r k l i c h  dazwischen 
l iegenden Fehler  vergleicht .  Diese Probe verl ier t  jedoch bei  einer g eri n geren 
Anzahl von Fehlern an Sicherheit, weil die Aufstel lung jener Grenzen abermals 
nach einer gewissen Wil lkür erfolgen muß. 

D i e  angeführf'en Entwicklungen gelten für w ah re Feh ler, können aber bei 
umfangr� ichen Beobacht u ngsreihen ohne weiteres auf scheinbare Fehler ü b ertra gen 
werden. Bei gerin gerer Fehleranzah l wäre d ies n icht  mehr ges tattet. Der Verfasser 
hat d arum auch die Ermittlung der Feh ler maße aus den s � h e i n b a r e n  Fehlern 
i n  den Kreis sei ner Betrachtungen gezoge n .  Als Ausgangspunkt d ieu 1  rlie Bestimm u n g  
des wahrschei nl i chsten G e 11auigkei tsmaßes lt aus den scheinbaren Feh le rn  v ,  u n d  
zwar i n  folgender Weise : . lt - /1,2 � 2 ' D i e  W ahrscheinl ichkeit  e ines wahren Fehlers E bis s + d t ist 1r· t '  d E ,  

daher d ie  Wahrschei nlichkeit fü r  das Zusammentreffen 
� _ ( h d r; )" . - 1i 1  {rz e.J 
äJ - y;; (: . 

y1T 
al ler  u Feh ler 

In diesem Ausdrucke m ü ssen nu n die wah ren Fehl er E du rch die  sche inbaren 
Fehl e r  11 ausged r ückt werden .  Ne n nt m a n  den U n t e rschied zwisch e n  <lem wahren 
Wert e der beobach teten G rö1�e und dem arithmetischen Mittel der Beo bach tungen �. 
so ist - wie sich leicht zeige n  läfH -

S o m it k o m m t  ( lt dE )u - h2 (11v] -- 11 /1 � ;. 2 ( lt ds )" - /1� [1mJ - 11 li� �2 w = --v;- t! = Vn: t' . l' • 

Nachdem der wahre Wert u nbekan n t  ist, kann man � alle Werte von - cc 

bis  + cc d urchlau fend denken u n d  für jeden solchen Wert � bis  g + d � die 
Wahrscheinlichkeit  w bestimme n .  Die Wahrsch�in l ic h keit rV, daß e i n e r  von 
d iesen F�ille n  e i n trete, ist bekannt l ich die Summe der Wahrscheinlichkeiten w der 
Ei nzel l äl le ,  �tlso 

' Diese Zahl wurde wie der Verfasser bemerkt - von lf iL u f� i rrtümlich zu 247  a ngegeben, 
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' ·V-- ( hd!_ )n - h2 [vv] � 11 /1 2 �1 2 d l: + ( h cf.!_)11 - h� [11v] - n h1 �22 d l:  -L _ v , , - e e 1>i 11 _ c e 52 1 • • •  -y :n:  . y :n:  

. + oo  _ { lt d E )" - h 2  [v 71] � - n h 2  �� 1 1:  - 11_ e e a 5 .  
\ y 1t -oo 

Setzt man " 
d t  

u lt2 �2 = t2, also d ;  = , 1 1 -- . 1t V 11 so geht das Integral über in  

und somit erhält man 

1 +r t2 v n 
lt V n J e- d t = lt Y n - oo  

1 V ( __:!__!___ )" 
1r-;- 7 n · I - lt2 { 71 V) 

' = V X- n tl e . 

· Dieser Ausdruck ist eine Funktion von h. Besti mmt man li so , dal� W, 
die Wahrschei nlichkeit für das Zusammentreffen der Fehler. ein Maximum erreicht , 
so hat man damit den wahrscheinlichsten Wert des Genauigkeitsmaßes bestimmt. 

D h ·o·« · · 111 - / - h [ v v J 
d N 1 1  h"l 

. 
urc iuerenz1eren. von 1t e u n  u setzen er a t man 

l/rn=T 

h = 2 [v v] ' 

Nun besteht aber zwischen dem wahrschei nlichsten Genauigkeitsmaß lt und 
dem mittleren Fehler µ, die  Relation 

1 
� = liV 2  • 

folglich i st der durch die scheinbaren Fehler ausgedrückte t q uadratische Mittelwert 

der w a h r e n  Fehler « ,  oder -- wie Wellisch ihn nennt - der > empirische 
mittlere Fehler • 

- 1r 

[v v] 
� - 1 n - 1 ' 

Der Mittelwert der s c h e i n b a r e n  Fehler wäre 

m = V 

lv v] 
1l 

Das Verhäl tnis  zwischen n und m betr�gt v n 1 .  Dasselbe Verhältnis muß 
n -- . 

auch zwischen i rgend einem Fehlermittel beliebiger Ordnung (.z. B .  i11 (>) un d dem 
. entsprechenden Fehlermi ttel der scheinbaren Fehler (t. r) bestehen. Man kann 

deshalb setzen : 
& = t . l f lt 1 -V n -

[ I  71 1 ] 
V
-;;-- [ 1 V 1 ] • • · ·�-:--- . -. -1 = , 1 ___ „. -· (l e t e r s Formel) ,  1t · n -- yn (n � 1 )  

V n 
( [� r lf 1l 

. 
= _„ �Y ' �-' J2= · it . 1 = . ,, . 1 u - 1 " Yn (tt - 1 )  
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Letztere Formel gibt  den wahrschein l ichen Feh ler an , ausgedrückt d urch die  
scheinbaren Fehler v .  

Man kann die  Formeln für .j} und (,> benützen,  u m  den mittleren Fehler '"' zu 
kont roll ieren, in dem man von den allgemeinen Beziehungen Gebrauch mach t . 

-11 'JT, 1 µ, = - -- ·ft un<l µ. = -- (,> .  2 uY 2 
Durch Ei n führu n g obiger Werte für .ft und (,> erlüil t man nachstehende 

Formeln,  i n  wel chen der Index des µ. die Fehlerpo tenz a ng·ibt, d i e  z u r  Berech nu ng 
benützt wurde : 

Die Ergebnisse d i eser d re i Formeln werden - namen t l ich bei  e iner klei n en 

A nzahl n von Fehlern - bett-ächtl ich von einander a b weich e n .  Bezüglich f'·i und �,1,:J 
war das schon bekannt ,  und F e  c h n e r  h atte bei  µ.1 ei ne Korrektur vorgenommen,  
indem er n - �c statt n - 1 ei n führte u n d  d as x so best immte, daß im 

ungünstigsten Falle, d .  i .  bei n = 2,  die beid e n  Werte 1ti :i und 11,1,1 n ahezu 
zusammenfal len .  D iesen Gedanken hat der Verfasser auch auf d ie neue, d ritte 
Bestimmungsart au sgedehnt .  Wenn 1t = 2, so ist l v1 1 = l v� 1 = v u n d  somit 

1 (2 v -:vf V • ir· 2 v� ,-
!'·'/, = x V 2 - . Z Yi (2 -=·;;.) = -;Nz  .:=_':;:/ anderse1 ts !"':.! = -1- = v � 2 . 

Sol l nun �i .1, = !L2 se i n ,  so muß "- VZ Y2 �-;: -= 1 u1 1d x = 2 - 2 �� � ,  - !· 
sein .  Dadurch erhält man den verbesse r ten Wert des aus den Fehlerw urzeln 

berechneten mi ttleren Fehlers 

1 
uV 2 

[Y 1 11-1 ]2 y s · 
��·y ��--(5 }� + 1 ) • 

Man kann nun wieder auf den w ahrsche in l ichen Fehler {! zurii ck schl iel3c 11 , 

i ndem man (,> = u Y 2 · . µ. setzt, und bekommt !>o de n verbesserten \V ert des aus 

den Fehlerwurzeln b erechneten wahrscheinlichen Fehlers 

[ \'F!]2 " 5-� '/ = -- -� =- ----·=-:.: . 
y u V n  (S n +  1 )  

Eine bedeutende Verei n fachu n g  tri tt ein ,  wenn man x = o se tzt (statt - �-' : 
(,> = Jv 1�_1 _ J2_ = ( JY 1 11-1 J ) ;!  

n 2 1t 

Diese v e r b e s  s e r  t e F o r m e l f ü r d e n w a h r s c h e i n 1 i c h e n F e h 1 e r  
schlägt der Verfasser .z;tm Gebrauch vor und zeigt an einem Beisp iel , bei 
welchem n = S, daß s ie  nahezu denselben Wert liefert, den man aus n mit tels 
der R elation Q = x yi . µ. erhält .  Fü r n = 2 würde die verbesse rte W e l l i s c h'sche 

Formel Q = v ergeben,  .also genau densel ben Wert, den man durc h  > A bzäh len«  

·. 
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erhält, womit auch der aus µ, erhaltene Wert .!? = "  Y2-. µ, = 2 x v = 0· 954 v 
sehr gut übereinkommt. 

Man könnte noch h inzufügen , daß die neue Formel, die auf kleinste Werte 
von n abgestimmt wurde, auch dan n nicht an Güte verliert, wenn 1t eine große 
Zahl ist, weil es in diesem Falle offe nbar sehr wen ig ausmacht,  ob man 1 , 0 

·oder - t von n subtrahiert. Für n = oo fäl lt sie sogar mit der ursprünglichen 
Formel vollkommen zusammen.  

Das W e 1 1  i s c h 'sehe Verfahren, den wahrscheinlichen Fehler direkt aus den 
Fehlern·urzeln zu berechnen, i s t  daher nach jeder R ichtung tadellos und stellt e i ne 
sehr wertvol le Bereicheru ng der Wissenschaft vor. Es ist gew issermaßen eine 
Ehre :uettung für den wahrscheinlichen Fehler, der - wie der Verfasser sagt -
das natürlichste Fehkrmaß bildet und dennoch bisher so arg vernach lässigt 
wurde. 

Auch in anderer Bez iehung vermag die Abhand lung , die sich wie alle 
Schriften des Verfassers durch Schärfe der  Begriftsbestimmu ngen und Klarhei t 
der Entwickl ung auszeichnet , wertvolle A nregung zu gebeo. In dieser Hinsicht sei 
besonders auf die E inführu n g der • prozentuelle n  Fehlergrenzen � in  die AUS· 
gleichungsrechnung verwiesen, die eine Veral lgeme in ung des Begriffes des 
wahrscheinlichen Fehlers d arstel len .  Wie der wahrscheinliche Fehler als diejenige 
Grenze definiert wird, für deren Nichtüberschreiten die Wahrscheinlichkei t } 
(also • 50°/0 der Gewi ßheit« )  besteht, so kann man auch die iibrige n  fehlermaße 
..6- • Mlt µ, = M2, MK , J/� . . . . t..l u rch die Wahrscheinlichkeit @ (il! h) in 
• Prozenten der Gewißheit < charakterisieren .  Eine diesbezügl iche Zusammenste ' lu ng, 
wekhe der Verfasser 1 ringt :  

M,1, = Q,  M1 = i>', 1112 = µ,, M3 , M. ;  M5 , Afr. . .  . 
50 °/o , 58 °/o , . 68 °/o , 76 0fo ,  8 l °lo , 85 °/o , 88 °/o . . . 

gibt uber die Größe der Fehlermittel eine deutlichere Vorstellung als d ie di rekte 
Beziehung auf li . Sie bietet auch ein sehr bequemes Mittel, um die Feh lerverteilung 
einer Beobachtu n gsweise auf ihre Gesetzmäßigkei t zu prüfen, was der Verfasser 
an einem Beispiel {Bessels �2 Dreiecksabschlüsse) zei it . Die etwas man gelhafte 
Übereinstimmung der Werte für µ, u n d  {}, die ei nerseits durch Abzählen,  
anderseits durch direkte Berechnu ng gefunden wurden, bestät igt , daß d i ese Reihe 

2 
{bei der sich 2 �11 = 2 ·60 statt :rr: ergibt) dem Gauß'schen Fehlergesetz nicht 

gut gehorcht . Vielleicht ist der Grund hievon in dem Umstande zu suchen,  daß 
d ie  Längell der Visuren nicht berücksichtigt wurden, so daß die Fehler n icht 
direkt vergleichbar s in d . 

• 

A n m e r k u n g  d e r R e d a k t i o n . Der vorstehende Aufsatz war bereits im 
März d. J .  in c)en Hän den der Redak tion , also lange Zeit vor Veröffentlichu n g 
von Betrach tungen über die Studie von W e 1 1  i sc h i n  a'nderen Zeitschriften. 


