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Österreichische Zeitschrift für Vermessungswesen 7 (5), S. 129–140

1909

BibTEX:

@ARTICLE{Frischauf_VGI_190920,

Title = {Zur Abbildung der Fl{\"a}chen},

Author = {Frischauf, Johannes},

Journal = {{\"O}sterreichische Zeitschrift f{\"u}r Vermessungswesen},

Pages = {129--140},

Number = {5},

Year = {1909},

Volume = {7}

}



ÖSTERREICHISCHE 

ZEITSCHRIFT FÜR VERMESSUNGSWESEN. 
ORGAN 

VEREINES DER ÖSTERR. K. K. VERMESSUNOSBEAMTEN. 

Redaktion: Prof. E. Dolel.a.I und Obergeometer }fax l\einisch. 
- _ •.:;.;;;· --· .-:....� --- ·- -· - -- „ ' � 

Nr. 5. Wien, am 1. Mai 1809. VII. Jahrgang. 

den 

Zur Abbildu ng der Flächen. 

Vo11 Universitiitsprorcssor Dr. Johannes Frlschauf. 
1. Um den Punkt A1= (.t:",y, .!>) einer FHichc auf einer zweiten Flüche 

Punkt 1"1 = ( Y; Y, Z) abzubilden, setze man . 
,'t:' =f(t,u), y =f' {l,u), ::; =f" (1,u), 

durch 

Wo t, u unabhängige Variable bedeuten und die Funktionen /, /', (" durcl1 die 
Natur der ersten Fläche bestimmt sind. In gleicher Weise können X, }� /, Jur h 
zwei unabhängige Variable 7� U ausgedrückt werden. Die Abbildung wirJ dadurch 
?ewirkt, daß man gemäß den Abbildungsbe lingungcn '/' und U als Funktionen 
von u und t darstellt, so dalJ dann 

X= F(t, u), Y = 1•' (t, u). L = F" (t, u) 
wird, wo die Funktionen F, F', F" vo11 der Natur der zweiten (Bild·)FHiche ulld 
von den Abbildungsbedingungen abhängen. 
. .Macht man für t u eine bestimmte Annahme, so erlüilt man einen bestimmten 
Punkt 171· der ersten Fiäche. Ein unendlich naher Punkt Af' = (x'1)", :; ) ist durch 

1+11., u + �� bestimmt, wo h., k unendlich kle.ine Größen bedeuten. ; = x' - .i:, 
·q = J1' - Y, � = z' - z erscheinen in der Form 

; =alt+ blr.�, ''/ = a'!t +- !i'f, � = a"lt + b"�' 
�it Vernachliissigung

. 
der höheren Potenzen von lt und k. �. 11, � si nd die Koor· dmaten des Punktes M• auf M als Anfang bezogen. Eliminiert man h, k, so erhfü �an eine Gleichung ersten Grades z\\·ischen �. 11, �. d. h. die Gleichung einer 

Ebene, welche mit der Berührungsebene im Punkte M zusammentällt. Gleiches 
gilt von der zugehörigen Berührungsebene im Punkte M der zweiten (Bild-)FWchc. Ein zweiter dem Punkte M unendlich naher Punkt Af'' = (.i:", f', r:"J kann 
durch 
x'' 1: · � .x="'= ak-LbJ.., • y" ;1- 1 ' ' - a' h ' -t b ' ''' ..,. „ _,,._„,_a11/1 • - J - b"k1 r \.. ' .,, -- - 1 - , 1t� , ·-· .�-"'- 1 
ausgedrückt werden. Dabei ist 

� 1/ - �· 11 = (a' b ...- ab) (lt'!.� - lt l..·1) u. s. w. 
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Bestimmt man die zugehöri�en Ausdrücke <ler zweiten (Bild-)1' läche, so erhält 

man den Satz: Das Verhältnis der Projektionen der Dreiecke MM' M" und M M1 .ilf" 
auf die Koordinaten-Ebenen - also auch dieser Dreiecke selbst - ist konstant, 

daher unabhängig von den Größen lt, 1.:, lt', k' und nur eine Funktion von t und u. 

Da jeder Flächenteil im Bereiche von M*) und der zugehörige im Bereiche von M 

durch die Summe oder Differenz solcher Dreiecke dargestellt werden kann, so 
folgt der Satz: Bei der Abbildung einer Fläche auf einer anderen sind unendlich 
kleine einander entsprechende Figuren affin - allgemeines Abbildungsgesetz. 
Die Giltigkeit dieses Gesetzes beruht auf der Existenz der Differentialquotienten 

der Funktionen /,/',/" und l·: P, P� nath t und it. An allen Stel1e11, wo ein oder 
sogar mehrere dieser Differe:ltialquotienten nicht existieren, gilt das Gesetz nicht. 

2. Die Affinität ebener Figuren findet ihren Ausdruck in der Konstanz des 
Verhältnisses zweier entsprechender Flächen. Von den Haupteigenschaften mögen 
nur erwähnt werden: Geraden entsprechen Gerade, Parallelen entsprechen Parallele. 
Bei zwei entsprechenden Geraden haben entsprechende Strecken ein konstantes 
Verhfünis, das für parallele Gerade denselben Wert behält. Ist 0 ein Punkt der 
einen Ebene, 0' der entsprechende der zweiten, so lassen sich durch 0 zwei 
Gerade a und b derart ziehen, da!J a 1 .. b ist, für die entsprechenden Geraden 
a' und b' ebenfalls a' _ b' ist. Diese Geraden heil�en Haupt r i c h  t u n  gen. Be­
zieht man die Koordinaten x, y eines Punktes !VI auf Hauptrichtungen, sind x', y' 
die Koordinaten des zugehörigen Punktes M1 der affinen Figur, so ist 

x' = 1nl x, y' = 1n1y, 

wo m1 und m, zwei konstante Zahlen bedeuten. 
Ist u der Winkel der Strecke 0 M =.,. mit der x-Achse, u' der zugehörige 

Winkel der Strecke 01 A11 = 'I" mit der x'-Achse, so ist 

x = r cos u, y = r sin u, .;r' = r' cos u', y' = r' sin u' 

(�)2 = m1 2 cos u1 + m, ! sin ut, tan u' = m, tan u r m ' 
t 

. ( ) m - m . 
Stn u' - 1' = -1---..!. sin (u' + tt) · 

111, - 1n1 ' 

also 1t1 - tJ ein Maximum = ro, wenn u' + u = 90° oder 2700. Ist ein Winkel 

durch den Unterschied zweier Richtungen u und v gegeben, so erhält man als 
größte (absolute) Verzerrung·= 2 ro, wenn u' + u = 900 oder 2700 und zugleich 
v' + v = 270° oder 90° ist. 

Das Verhältnis r':.,.. heillt cVergrößerungszahl· im Punkte Min der Rich­

tung u. 
Von besonderer Wichtigkeit s.ind die beiden Fälle 

I. nt, = m1 = m, dann ist 'I" : r = m, u' = u, 
d. h. tlie einander entsprechenden Figuren sind ähnlich. 

11. x'y' 
m1 1112 = 1, d. h. -- = 1, xy 

*) 0. 1. ein um 111 herum abgegrenzteB unendlich kleines Flilcben$tllck. 



- 131 -

d. h. die einander entspreche11de11 Figuren haben g 1 eiche Flächen, d. h. sind 
fläch e ntreu. 

Alle diese Sätze ge lten bei <ler Abbildung einer Fläche auf einer anderen, 
nur müssen sie auf die kleinsten Teile beschränkt werden. Bei Ähnlichkeit in den 
kleinsten Teilen wird die Abbildung (nach Gauß) konform genannt, bei FHLchen­
gleichheit ä q u i valent. Ähnlichkeit in den k leinsten Teilen bedingt nur aus­
nahmsweise Ähnlichkeir in den endlichen Teilen, während Flächengleichheit in den 
kleinsten Teilen auch Flächengleichheit in den endlichen Teilen bedingt. 

3. Anwe n d u n g. Ein Sphäroid soll auf einer Kugel vom Halbmesser /l 
abg·ebi ldet werden. Auf dem Sphäroid wird ein Meridian als Haupt-(Null-)Meridian 
angenommen; jeder Punkt des Sphäroides ist durch seine Länge t und Poldistanz u 
bestimmt. 

Analog werde auf der Kugel ein größter Kreis als Bild des Haupt-Meridians 
vorausgesetzt; jeder Punkt der Kugel ist durch die sphärische Länge '/' und P()l­
distanz U bestimmt. 

Für die Abbildung werde vorausgesetzt: Meridiane und Parallelkreise 
auf dem Sphäroid sollen durch Meridiane und Parallelkreise auf der Kugel abge­
bildet werden. 

Bedeutet in der Meridian-Ellipse R den Krümmungs-Halbmesser, N die Uing-e 
der Normale eines Punktes , so ist 

R- __ a (1 -e2L_._ N-. -·---�--- -
- ( J -e2 cos u2)%' - ( l -c2 cos 112)'1; 

Die zug·ehörigen Linienelemente sind : 
im Meridian: Rdu, AdU; 
im Parallel: N sin u dt, A sin Ud 1; 

also die Vergrößerungszahl : 

. M 'd' AdU 
1m en 1an: Rdtt' 
im Parallel: !1_si� f.!!.�-1�. }\T Sill Ud t 

Es werde ij b erd i e s v o r ausgesetzt : 

wie a eine konstante Zahl 
T= txt, 

bedeutet;") dann ist die Vergrößerungszahl 11n Paral lel 
aA sin U 
.Nsin u 

Es werde n o c h vor au s g e s e t z t : 

I. Die Abbildung ist k o n t o r m. Dann ist 

AdU aA sin U 
Rdu = Nsin 21, ' 

---:---._ 
die ( ,11*� 

.0'. 11· 1' eine beliebige lineare Funktion von t, d;� die Hinzufügung einer Konstanten nur 
� lkürhcbe) WulJI 1les Null-Meridians auf der Kugel lindert. 
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d U R du a (1 - e�) du --·-- - (/. -- -- - ---..,----si11 U - · N sin u - (l -e2cos 112) sin u 
<X du a /l sin u du = -s -i n-1-, - -1--- t-, �-c-o-s -u-� ' 

a ( l + r. COS 11. )'l"at 
tan -�- U = /.: (tan { it) -1 ----- - e cos u ' 

wo k die Integrationskonstante bedeutet. 

II. Die Abbildung ist ä q u i v a 1 e n t. ·Dann ist 

_AdU 
=-

Nsin 
u _ also aA2 sin UdU= NR sin ud11, Rdu <XA sin U 1 • 

a A2 
odt!r wenn -- = C e cos u. = x gesetzt wird, 

u2 ( l - e2) ' 
d.i: 

e Cd cos U = (l 11 2• - .'t") 
Nun ist 

(' _ dx = x _L J. Jog ( 1 + x'J also J ( l -.1;21 2 2 ( 1 - x�) r ' . t -- x ' 

e COS 1t 1 ( j + I' COS lt) _J V c C cos U = -------- - - - .L lo ----- --r � onst. 2 ( 1 - e2 cos u�) 4 i:-; 1 - c cos u 
In den beiden Fällen (I und II) hängt U nur von u und nicht auch von t 

ab, die Abbild1111gsbedingungen sind daher wi d e r  s p r u c h s frei. 
4. Die Abbildung 1 hat Ga uß seinen c Untersuchuugen über Gegenstände 

rler höhern Geodäsie• zu Grunde gelegt und in der «Ersten Abhandl.ung» die 
zur Berechnung nötigen Formeln in den Art. 3- 9 vollständig -gegeben, so daf3 
kaum etwas hinzugefügt werden kann. Die Abbildung ll hat zwar keine praktische 

· Verwendung gcfunuen, dennoch möge es gestattet sein, die wichtigsten Formeln 
und ihre Beziehung zur Abbildung 1 mitzuteilen. 

Zur Bestimmung der drei Konstanten der Abbildung I macht Gauß die 
Voraussetzung, daß für einen bestimmten Parallelkreis gegeben durch u = u0 = 
90 � P die Vergrößerungszahl m ausgedrückt durch 

gleich 1 werde und überdies 

a A sin U 11l= - -.---N Siil u 

!!_m 
- 0 d2m = 0 

du - ' du2 
ist. Es ist nun lür jed(;n Wert von u 

!!_�� = m d log 11:_ _ ( d U 
. 

e2 cos u sin u ) 
,J1, t - 111 cot U-d - cot u + -1---2"""- � <I • {, tl U - f COS 1t 

. d U a R cos U e2 cos u sin u R. cos u cot u .... [;; = -N-
s
- :
1
·11
-;;;- . cot u - - --

d"t mR •• ·1--=.-e41cos u?.: - N �.in u 

--- = · ·  -.---- (a cos U- cos u) du N sm u · 
Für das Nullwerden des zweiten Ditferentialquotientens für u = 110 genügt 

es, daß 

·' 
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d ( . l!dU . O ·· ·· a COS U - COS tr) = - r< Siil · ·-· - +- Sill u = du du 
wird. Dies gibt folgende Gleichungen 

a A sin l-fo = "'\'ci sin u0, rc cos [fu = cos ?t11, u sin (;� = 1/�- si11 "o; 
. \ o 

aus der ersten un<l dritten folg·t 

<lus der zweiten und dritten mit Zuziehu11g dieser 
t'2 

r.c2 = 1 -+ 1 „ sin 11o'1• 
- e� 

Wird für Jic Vergrößerungszahl statt des obigen 11t ci11c andere Funktion 
von lt gewählt, aber mit de11 Gaulfschen Bedingungen an die Vergrößerungszahl 
im !'vieridian, so folgt aus 

AdU d AdU ;� --=m o er ---= x.m Rdu du 
und dem ersten �nd zweiten Differentialquotienten für ur= ?lo 

AdU Acf'l U dR Ada U d2R --· = R - -. - = ----, ----.-- = --;--, du ' du'J du tlnB ·d11� 
also u11ablüir1gig- vo11 der 

für lt= 1t0 erfüllt sind. 

Form der Funkhon 111, we1111 nur 
_ 1 dvz _ 0 d2111 _0 

1ll - ' - -, - - - ' -t-„ -
(. /I 1 lt. 

die drei Bedingu11gc11 

Für die äquivalente A bbilc.lung II möge zur Unterscheidung von der kon­
furrnen Abbildung I die Beuich11u111:r U durch V ersetzt werden, die Differential­
gleichung zur Bestimmung von V durch u lautet 

Setzt man 

Ad V N sin u 
Rdu = C( A si11 V. 

Nsin u 
1ll1= 1 .  1. · 1 a ll Sill v' 

o: A sin V 
ni,1 = . , - N Slll u 

so . d 5111 1n1 und 11ti Funktionen von u, dabei ist 

m1 m2 = J. 
Aus die:-;er Gleichung und deren Differentialqu<Jtienten folgt: 
lst: für 1r = u0 dm1 .d21111 _ 0 

111�= 1 ,  -, -· =0, I ., - , 
. r.. u ' u· !-IO 1!-it rür u. = ?to auch 

�t �'.2 _ 0 {r 1112 
m"=I, d11 - ' du�-=0. 

Werden 111 die letzteren Gleichungen die Werte 

d U d V d2 U d2 V .. - - -- ·- - = ·----, fur u = 11 du - du' du; d11� 11 

eingesetzt · h""l · „ , · ll di 
' t>O er a t man zur Bestimmung der Großen A, f,-0, a der Abb1lduug 

A�s�lben 
Gleichungen, also auch dieselben Werte (nämlich A1 l'o, (() wie bei der Jblldu:ig- 1. 
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Ferner folgt für den Wert u = u0: 
d3 m1 d3 m2 d• nt1 d• m, d' m, + d� m, _ 0 

1. dtl + du:i =O, du3 +�=O, dT -.tub - · 
Aus der Gleichheit der Differentialquotienten von U und V bis einschliefSlich 

der dritten folgt: 

Z. d3n�1 = d"m. 
du· du3 d4 V d5 V . d• m, tf' 1112 3. Auch die Ausdrücke sow i e --· --.- lassen sich leicht du.j ' iu5 du• ' d i.t" 

durch die bereits von Gauß für die konformen gegebenen ermitteln. 
Aus 

AdU -d-- = Rm, 
u 

Ad V „ -d-=A1111 
u 

folgt durch dreimalige Differentiation 

Ad•u • t/3 R + Rdam Ad• V d�R Rd3?Jt 
du• = d1i. dt/ ' dU4 = -du1-- du'1 

d' V d' U 2 R ds m 
du' = dÜT - -;r du8 • 

Di:ff erenziert man 
aA sin V 

rn, = . · 
Nsmu 

aA d4 V 
viermal, so stimmen alle Teile, ausgenommen N sili

- 1�· cos V-d1i'-
't d 1 " 1· h d'm. „ • • d h m1 . en )czu g 1c en dÜ·- uberem, es ist a er 

d• 1112 _ d4m _ aA cos v(-� _ d• u_,) 
du' dtl - Nsin u · du' du' 

d'm 2 R d3m 
-d , - N cot 11-, -3-

u (, u 
d'm, d''m 2 R d3m 

-d·, =- -d • + N cotu-d :r· 
Damit kann wieder 

u u . u 

A d' � = d' N _ 4 d3m.1 d{� + R - d•m1 
du dit4 � dit:i dit · du' 

bestimmt werden. Es ist 

A .!_6!!_ _ d• R d3m d R d411t 
d � - -d • +4 - ----t-R--u u dtt'J du du• 

A ds V � d4 R d3 m d R d' m R� . d" m 
duij - ----d " - 4 --.- -- - R --

+ 2 -- cot u -- -- . u du3 du d11.• N du11 
Damit erhält man 

d"11t d5m ( ( R --2 - ---· � 4 3 " t )2+ 2R 2 dR ) d3m R d"m 4u� du' - N eo u. - - - - cot u -·· - - 2 --- cotu ---· N N d11 d1l N dtt' 
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13czeichnet man mit S den Meridianboge11 zwischen c.le11 Po.ldista11ze11 1r0 
un 1 11, u - u0 = d, so ist J}) d2 d3 r> H ) {,(, \_ ./\_ {/, 

S= Ad+· 1-. 'ii -1- d -:- 2- , 1 +. „ .  ( 1t � - . u .). 
Wo S mit d glcichbczeichnet ist und in den Koeffizienten 11 = u0 zu setzen ist. 
Damit wird 

. . d"m d� A ( U - U:J = S + R--{lüs-··�n 
( d�m dN. d�11t) d. r, -J- R --1- + 4 . · · · :i - 1 /- • • • du d11 du 5 . 

A (V- V)= S - R d"11.t d4 0 dua 4! 
�! 1. , r/4m L dR c{'m R" d"m ·)er' - 1'\. -- -1- 4 - - - -·- 2 11 1 cot 11. · -7 -,-, ·-„„ · -t- .. , du� du du� 1 1 nu . .) 

Wo in den Koeffizienten von d4, d5, • •  u = 110 zu setzen ist. 
U - V ist der sphärische Breitenunterschied von äquivalenter - konformer 

Abbildung. 
Zur Bestimmung der Koeffizienten ist 

dR - 3 e' R sin u cos lf 
d1t ----T=-e-2cos� 

'l d i1� 11/, rt• /II 'us en GauU'scheu «Untersuchungen . . .  :., Art. 7, erhält man · d?T' rlll' fiir lt = u0• 

Mit Vernachlässigung von Gröl.Jen mit 1'1 in de11 Koeffizie11ie11 von ,r a11 
erhalten bei der äquiv alenten Abbildung- 11 die Zahlen w, und 11t2 die Form 

m� = 1 --f- a, 11t1 = 1 - a; 
damit wird die gTöflte Winkelverzerrung 2 1u 

si n ca = cc = m2 - l . 

Vernachlässigt mau i11 den Koeffizienten von d' und 1{' Glieder mit c•, 
so ist 

.• i � e' s ' " 
1112 -- 1n = t c.·· s d + 15. --;;- (5 + s) d' 

s = sin P, c = cos P. 
Für den Gauß'schen Wert P ist für d = -j- 61J m, - m ___; 2 108 Einheiten 

der 10. Stelle, 2 m = ) " . 08; für d= -- 50, m, - m = 1279, 2 ui = 0". 99. 
. 5 · S P e z i e 1 1  er Fa 1 1. Wird hereit s im vorhinein liir den Halbmesser A 

CJ.lle bestimmte Annahme gemacht, dann c·ind nur mehr zwei Gröf.�en willkürlich, 
die 

.
durch zwei B e ding ungsgle i c hungen - die erste und zweite Gauß'sche -

bestimmt werden können. Aus 
. 

folgt 
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Es soll die Annahme A u nendl ich groß (d. h. die K\1gel als eine Ebene 
vorausgesetzt) gemacht werden. In diesem Falle ist U unendl ich klein un<l /1 U 
endlich, a = cos u0; wird A U  durch U ersetzt, so ist Uo = /\� tau uJ· 

l. Konforme Abbildung 
o. ·I +e cos tt) '!,'.;(( 

U = k (tan 1 11) · ( --- --- , 2 1 - e cos tt 

wenn 2 A in die Konstante k einbezogen wird. 
H. Äquivalente Abbildung. Aus der ursprünglichen Gleid.mn� 

aeA2 aeA2 ue (AU)?· --.------. cos u = - ---„ - ' „ -. --·- -1- .. 
n-( 1 -e�) a2 (1 � r) a.� ( 1 - e -) 2 

= __ _:_cos __ :� -· + _1 log ( l ___ j-__:_���!.') + Konst. 
2( 1 - t2COS 11-2) 1 l - f COS U 

wird bei Einbeziehung des ersten Postens in die Konstante und Ersatz vo11 /1 U 
durch U 

a e " / e cos u. ( 1 + t' cos u) - -2a�"(1-=:.?f U - = Konst. + -2 (I ·-=-;� cos uf + ! log 1-- t' cos-;; . 
Die Differential-Gleichungen nehmen die Form Rn 

dU uU L - konform R du - }.V sin u. 
d U Nsin u JJ -- - äquivalent, . Rdu - v. U 

wo u = cos 110, u� = J\0 tan u0 ist. 
DieseJben Gleichungen erhält man auch, indem man als Bildfläche eine Ebe11e 

voraussetzt und das Bild des Punktes (/, u) durch Polarkoordinaten ( T= <t t, U) 
bestimmt. 

Die e Projektion kann auch als Abwicklung einer Ke�elfläche betrachtet 
werden, welche das Sphäroid im l\JittelparaJJel berührt. 

Im folgenden soll (wie im vorigen) fiir die äquivalente A bb ildung V statt U 
get1etzt werden. 

Dann ist 
a U Nsin u //l = --- 111 - ·�--/\/ si n u ' ' - . 

r( V ' 
wo U aus l, V aus ll bestimrnt ist. 

Für '' = u0 folgt : 

dt /)/ d� Jll ----� = --.- . du- du· 

' aV 
111. = . ·-. N�in 11' 
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\.\. eiters ist für 

d"m R d!m = --:-· - 2 · cot n - 1-· dtt'1 N du 
_d1 V = '! :1 R_ -- 3cf_1!_!!_2"� - .li' d�_,�t- + 2 !(� cot itd''!:-. du• du" du du' du� 1V du 

Nun ist d•m R 
dtii' = .N 

ri3 u1. ( 1 - c!) cot u. ( • „ - • 
') ---3 = - ---·---�--� 3 l + 41.· - - G c· cos u1 - +i'4 cos Jt.2 +;, c cus /1 du ( 1 -- {' cos 71 ) 

_ 3 _!!_ !!__!!____ -+ __ f! t/8 m _ __ R ( 1 -::-_() cot u _ 1-V 
N rl1, d1/' - (1 - c2 cos u")'1 • 

IV= 1 + l 3 e2 - 15 t'j cos 1/ - 13  c·• cos u2 + 1 4  c� cos -11•. 

Damit wird beschränkt auf die Glieder mit d' 
., . . R2 d" R(l -c�) cotu . .  d' l = f + 5 + --- -- . - ------- -------- - vV ----, - 0 N 3 ! ( 1 - t'2 cos u2)3 4 ! 

n , , R2 d:i R ( 1 - e�) cot tt V d' 
v = /.;0 + 5 - -· · - ---- + - --- · -- :;--- /1 •---, N 3! (1 - cv cos tr)� 4! 

lV' = 111 + 2 ( 1 - t'2) ( l - <' cos u1), 
Wo in den Koeffizienten u = 110 zu setzen ist. 

, Zusatz. Der Ausdruck u;,+s ist der Wert von U fiir die einfache K e g c 1 Projektion. Beschriinkt man die Ausdrücke U und V der konformen 
und iiquivalenten Kegelprojektion auf die Glieder mit d", so ist U0 + S ein 
W�rt, der  von jenen der Konformität und Äquivalenz um die gleiche Größe ab· 
weicht. F"r Karten großen und mittleren Maßstabes - etwa bis J : 1,000.000 herab - ist diese Projektion, die, wenn jedes Kartenblatt ein eigenes Koordinaten· 
�ystem erhält, eine überaus bequeme Konstruktion des Gradnetzes gestatte1,*i Jeder anderen v rzuziehen. 
-----

* o· 
11 

! te hetrelfe1Jden l<ormeln si11rJ in Arr. 13 meines Aufsatics «.%ur Ahbildungslehrc und deren 
_. nw en d unir ·1uf T ·1 d ·\ r· · • · „ f" V J l 008 't t 'lt r 

" ' "n es-, u u:thrne• 111 .z1�1tschrift ur ermessungswesen•, :i irga.11� 1 „ , m1 ge e1 . 1.'.� k rt. 14_ muß zum zweiten Differentialquotienten von U der lliichentreuen Abbildung noch der 
d.'1 11�r coL bo hinzugefügt werden. J)a, d;1s betreffende Glied verschwindend ist, so werden dadurch Je 'esult1tte dieses Art. nicht beeinlluUt. 

j 
f 

l 

1 
! 
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A n m e r k u n g e n . 

Zu A rt. 2. Die Ex istenz der Hauptricht u n gen ebener aff i ner Figuren kann 
so bewiesen werden : Das Achsensystem der ersten Figur werde rechtwi nklig, das 
zugehöri&e der zweiten Figur schief  winklig mi t  den Koordinate nwinkel u voraus · 
gesetzt . Ei nem Kreise vom Halbmesser l der ersten · Figu r, also gegeben durch 
x' + y' = 1 ,  entspricht ,  .x' = l x , y' = µ,y gesetzt, in  der zweiten Figur ei ne 
Ellipse 

.x'' y' , f i. + �r = l , 

au f konjugierte Durchmesser bezogen .  Wird  durch O der Halbmesser 0 M = 1 
u nter den Winkel a mit der .v-Achse gezog<.:n,  also ,t: = c )S r1., y = s in  a, so 
entspricht diesem in der zweiten Figur O· iJ!/' = r', wo 

1"2 = x'' + )" ' -+- 2 ,i:'y' cos u = /,2 cos a2 + ,u� si n rx.2 + 2 /, /L cos u sin  r.<. cos a ,  

2 1·' ' = A.2 + 1u2 + (A.' - �t") cos 2 et + 2 }, ft cos u si n 2 a .  

Wird 
;, � - �t2 = d cos ß ,  2 J. µ, cos u = d sin (� 

gesetzt, wo d positiv ist ,  so ist  /'3 in den Grenzen O un d 360° eindeutig best immt,  

2 r'�  = Ä2 + fL2 + d COS (2 IX - ß), 
also ein Maximum für 2 a - {'3 = 0, ein M inimum für 2 a - ß = 1 80°. Wird 

le tzterer Wert von a: mi t a1 bezeichnet, so ist c.cl - c1 = 90°, d .  h .  die den 
größten und kleinsten Werten v on t' (d . i .  die dem Halbmesser der Ell ipse) e nt­
sprechenden Halbmesser des Kreises der ersten Figur stehen aufe i nander se nkrech t .  

Zu Art. 3 u nd 4 .  D e r  Wert V läßt i ch  durch eine stark ko nvergente 
Reihe ausdrücken . Es ist 

l 
-r---;iCos ··1l = l + e' cos 1/ + e 1  cos ui + . .  
( l + e cos u) :. . �- log �

1 
·- --- = e cos u + -� e · eo. u + } s cos 1/ + . .  - e cos u 

so ist 

ode r 

Setzt man 
F(u) = 1 + + ( l + {-) e i  cos 1/ + �- ( 1 + t) e'4 cos u' + . .  , 

a A� _ -�20..=-T) (cos V - cos V0) = cos u l• (u) - cos 110 F(u0) , 
a� ( 1 - e�) � • cos Vr, - · - - -·--A·r- cos u0 fi (u0) = C '  gesetzt ,  

(Y.. 

a 2  ( l - e�) cos V= c1. A1 cos u F(u) + C'. 

Zu A rt.  4- • chluß. Mit Vernachlässigu.ng v o 1 1  G rö!Jen mi t  " ' i 1 1  den K oef­
f izie n ten  v o n  d0 und d7  wird 

A ( u _ U.,) = s + n �!':- _d · -1-- ( J-� �t �'.!. . + 4 d u_ :!_�1l"- ) _ ,r 
du 4 ! d u� du du " 5 ! 

_1 _ R cf_�!n .!:!_ 1 R dQ m d7 
r dtt� · 6 ! 1 dtl ;n + · · 
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Gauf3 entwickelt log m naclt Potenzen von p = - d i n  der Form 
log 111 = A3)'J'' + A,f1 + Ai p" -j- Ati /lr., 

uaher i s t  für 7t = 7to 
d 3 m  ,., ---:,- = - -' l A� , du' 
dsm - � 1 
d tt �  - - ::> . Ar. , 

d' m 
::-=-- + 1 A du4  • � ·  

d6 m - G 1 (A _J_ 1 A � )  - 6 1  1 -i 6 - , ß 1 T . 3 - , L ß ,  (, u 
da auch bei Gauß i n  A, e i n  Gl ied m i t  c• vernachfüssigt w ird . 

Die G röße S kann mittels t  Tafel n berechnet  werden. H .  H a r t  1 gibt  .i n  den 

« Mi t teil u n gen des k .  u .  k.  militär-geographi schen l ns titutes t ,  X I V .  Ban d ,  die 
Grö f.le 111 des Meridian absch nittes vom Äquator bis zur geograp hischen Breite 

rp =-= 90° - ?t, berechnet mit  den Besse l ' schen Konstan ten des Erclsplüiroides .  
l s t  Mo diese G röße für d i e  Breite P = 90°  - u0 , s o  ist 

S = Mo - !IJ; 111 = Jl10 - S. 
I s t  U - U0 = D gegeben,  so kann man die G lieder mit d', d�, . .  

mittelst 

rech nen, wo 

für U = / 7o (ode1·. u, u = u0 ist . 
Dami t kan h S durch D ausgedrückt werden. 

R echnet man n ur die G lieder m i t  ni u nd D5 genau und vernachlässig·t in 
den Gl iedern mit n� u n d  fl7 Größen mit e\ so wird 

( A )4 d� 1n JJ'' A ( U - U0) = S + R ]� du" -4 f 
__ _ · A ) 5 ( R tf 4 m_ _ G d !!_ d'1 m l !? 1 � R d1t 4 dtt du3 I 5 ! 

t/ 1' m D' , d0 m ])7 
+ R -{t;/ - GT -+- A -;{ii_a- --7T + . .  

Aus S erhält man den zu U zugehörigen We rt u. 

G au f3 bezeichnet den Wert d = 11. - u0 mit - /', den Wert D = u -- u0 
mi t  - q,  al so m i t  P +P d ie B reite auf dem Sphäroid, mit  Q + q die zugehörige 
au f der K u gel .  

Für deu Wert  P der 1 Un tersuchu 11ge1 1  . .  » ,  Art .  5 ,  erhält  man i n  Einheiten 
der l ünften Dezi male der Seku n de fli r d ie  G lieder von II - S :  A mit d� und dri 
fü r  d = 1 o bis 60 

C l. 1/'1 = - 1- 1 ,  1 6 , 8 3 ,  '.2CJ3 , 642, 1 33 1  
( � I . d'' ::;; 01 01  =F l 1 =F 3 ,  1- 91 =F 23 .  
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Für d .:_ 6° beträgt der Wert von 
4 d R d� 11� _:_r· n u r  1 . 1 E inheiten der du du� S ! 

fün ften Dezimale .  

Diese ganze Rech n u n g  kan n mit  v ierstel l igen Logari thmen ausgeführ t werden .  

Vernachlässigt man G rößen mit  e\ s o  beträgt das G lied mit d� 
v o n  U d. , •• 2 ,, 

- e- c -30 d;. + e� (c2 + 2 s') 30 , 
ihr Unterschied also 

von V 
d� e =  - -1 s · 

. 2 R J3 m d4 c� d�  
V - U = - A- du� 41 +· -Tr · 

Vernachlässigt man im ersten G l iede Größen mi t e4, so i!'-t  
e� es d� e! d� V - V= � 3 + - y5-· ; 

für Breiten P von 400 b is soo kann 2 e s = 1 gesetzt werde n .  

Si nd nu r wenige Dreiecke z u  berechnen, s o  kan n fü r d i e  Gau f.i ' sche A bbil ­
d ung der  • Un tersuchun gen . . • die Best immung von D oder d m ittelst der  i n  
Tafeln gebrachten Größe 111/ gerech net werden.  

Für eine Landesaufnahme i s t  es  wohl am bequ emste n , nach cle m  Vorgange 

v o n  Gauß eine Tafel der zusammengehöri gen Werte P-l-P und Q + q zu rech ne n . 
I n  diesem Falle e mpfiehlt es sich , statt q durch p oder p d u rch q den U n terschied 

q -p o<ler p - q zu best immen."') Die A nfangsglieder der Entwicklungen werde ll 

dadurch vo n 

( cos t:p ) - e� c' . 
q -p = COR 0 - l jJ = COS B(COS rp + COS 8) p 

( cos e 
) 

e2 c" 
P � q == , cos rp - 1 q = 

cos cp (°cos cp + cos R) q.  
Mi t  Vernachlässigun g  der Glieder mit e• wird 

d6 U . d8 U • S 2 „ • 
-d 3 = - --. 8 

= - 4 e· - ( 1 4  c - j s-) . 1t d u  c 
d� u d 7 4 . -- - . 1t 4 � (6 • 4 � 1 1 - s ) du, - - d 01 = - t· T c T J ?° . 

Für größere Werte von p oder q (etwa von 40 an) ist das Glied sechster 

Ordnun g  noch zu beriicksichtig�n. Für d ie Gauß'sche Tabelle bet r�igt dasselbe 

für q = 6° � 4 .  3 Einhe i ten  der 5 .. Stelle. Diese bedeutende  G röße rüh rt v o n  

·her. 
1 et •  R 4 „ . 2 

-A -1 � - = - 2 e· S t i l  tt 
l 7f 

* )  Man reicht daml mit  höd1 tcns lelien:-t l l igen Logarithmen  au , wenn d iese Tafel : tuf fün f 
Dezimalen der 'eku.nden gere hnet werden soll, bei ei ner .A usdehnung bis p = ± 6°, wogegen hei 
der Gituffscb 11 J)'qrn1 d;i.ti er tc Gl ied größtenteils neun- bis i •hnst l l ig • 'R "chnung e rfordert. 


