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Bemerkungen zu dem Fuchs’schen N&herungs-
verfahren in der Methode der kleinsten Quadrate.

Vou P’rof. A. Cappilleri in Reichenbery.

Im ersten und zweiten Hefte der «Osterr. Zettschrift fiir Vermessungswesens,
Jahrgang 1908, entwickelt Herr Profl Fuehs in cigenartiger Weise ein Nitherungs-
verfahren zur Aullésunyg iiberzithliger Gleichungen, dessen Grundlagen einer kriti-
schen Untersuchung bediirfen.

Es werde zuniichst das Verfahren unter Beschriinkung aul zwei Unbekanute
kurz wiederholt.

Aus 2 Gleichungen von der Form @ - by = / sollen die besten Werte
der Unbekannten bestimmt werden. Die gegebenen Gleichungen werden zuniichst
durch die beziigliche Koeflfizientenswmme dividiert, wadurch man dus Gleichungs-
system 2) erhiilt
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Die Koeffizienten o und b sind nun den Bedingungen unterworten, dafy
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Es werden Niherungswerte g, v, angenommen, i die Gleichungen 2) ein-

gesvtzt und die Widerspriiche 2 bestimmt

Ay =gy — Uyt — |
L, = ayrg — by — ]
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Gute Verbesserungen &, und y, der Niherungswerte wy und py sollen sich

aus den Bezichungen ergeben:
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Zu diesem Verfahren ist vor allem zu bemerken, dal durch die Division
der Bedingungsgleichungen deren Gewichte geiindert werden. Ob dieser Einwurf
durch die auf Seite 12 vorgebrachten Erwiigungen entkriiftet wird oder nicht,
erscheint hier ohne Belang, weil das «<Pumpenproblem> auf einer nicht bewiesenen
und sogar recht bezweifelbaren Behauptung beruht. Es soll daher im folgenden
vorausgesetzt werden, daB die transformierten Gleichungen 2) die urspriing-
lichen Bedingungsgleichungen vom Gewichte Eins seien. Kehren wir
also zu 6) zuriick.

«Diese Verbesserungen sind also von Natur aus negativs, behauptet Herr
Prof. Fuchs. Das ist zweifellos richtig, so lange alle a; b und 4 positiv
sind. Es ist aber klar, dafl einzelne Widerspriiche negativ werden miissen, wenn
«die zufillig angenommenen oder errechneten Niherungswerte der Unbekannten
den besten Werten nach GauB sehr nahe kommen, weil in diesem Falle die
Widerspriiche 2 mit den Gaufi’schen Widerspriichen v beinahe zusammenfallen,
fir welche die Bedingungen bestehen
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Es scheint also gerade da, wo das Niherungsverfahren seinem Ende zusfrebt,
die grundlegende Behauptung iiber das Vorzeichen der Verbesserungen zweifelhaft.
Wiirden die Verbesserungen positiv werden, so hieBe das: Die Unbekannten
haben sich in Verfolgung des Niherungsverfahrens von den besten Werten ent-
fernt. Die Schiitzenkette hat sich zusammengezogen;: aber das Wild ist durch
die Lappen gegangen! '

Um diesen Zweifel zu losen, setzen wir in Gleichung 2) die Gauf)'schen
Werte », y ein und bestimmen die Widerspriiche o :

y=02+by—| }

v, =y -} bzyf Iy
Subtrahiert man II von 5) und setat wo—x2=2§, 35—y =1, so erhilt man
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Multipliziert man die Gleichungen llI bezw. mit a;, a, ... und addiert, so

kommt
: <. lad]=[av] +{aa)E | [ab]y
oder — weil [av] =0 —
[ad)=[aa]E+-[ab}n . . ... ... C R

Auf analoge Weise erhiilt man auch
[62) = [ablE - [60] y R R A L PR
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Die Gleichungen 6) nehmen daher die Form an:

. __ [aa]E+-[ab]y ]
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Man ersieht aus V], daB die Verbesserungen wirklich negativ sind, wenn
alle a und B und auch die .£ und y positiv sind, d. h. so lange beide Niihe-
rungswerte grifler sind als die besten Werte. Liegt der umgekehrte
Fall vor, sind also ¢ und 5 negativ, so werden die Verbesserungen & und
pesitiv. Gerade dadurch nihern sich aber die verbesserten Werte wieder dem
besten Werte, und zwar von unten aus.

Es ist noch die Frage zu erledigen, ob man mit diesen Verbesserungen
nicht iiber das Ziel schieBen kann, d. h. ob durch eine z. B. negative Ver-
besserung von x, dieses nicht so weit erniedrigt werden kann, daf ¢s nach der
Verbesserung von dem besten Werte » weiter entfernt ist (u. zw. nach unten),
als es vor der Verbesserung (nach oben) entfernt war. Es kommt also darauf
an, ob x — x, groBer werden kdinne als xy — 2. Setzt man

[ad] . (al]
Xy == Ay — e A= Eo— e
1 (4] [ﬂ_} *— - (a] ]
so kommt
la i
A=y = »L—[—a]—l- — I
, N i
Andererseits ist
Xy =k

I's mull also die Moglichkeit der Ungleichung untersucht werden:

[ad] gl
e — £ £ 55 0
[a])
Setzt man statt [ad] den aus 1V folgenden Wert e, so konmt
[aa), {ab -
—[M“ £— i[“]] §—287>>0 oder
[aa)E — [ab)y — 2[a)E>0. . . . . . . .Vl

Nun ist aber, wenn & und » positiv sind, ganz gewid
(aa] & - [a61 >0
Addiert man diese Gleichung zu VII, so erhiilt man
2{an)E—2[a)E >0 oder

1

[aa} > [a]
Diese Ungleichunyg ist nicht méglich, weil alle a bis auf einzelne Ausnahmen
cchte Briiche sind. Man ersieht daraus, daB ein «Ausbrechens der Unbekannten
nach der anderen Seite hin ausgeschlossen ist. Das Fuchs'sche Verfuhren liefert
also wirklich verbesserte Werte, wenn alle a und b positiv, die Sundy
gleichbezeichnet sind.
Fin Beispiel diene zur Erlituterung des Gesagten.
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Die gegebenen Gleichungen lauten :

07e+403y=12 l
06+ 04y =13
0l +09y=19 |
Die angenommenen Niherungswerte xy=9, v, = 2| geben
L=07.9-403.21—12=00, a4, =042, b4, =018
Aya=006 9-4+04.21—13=08, 0,4, = 048, b4, =032
=01 6409 .21 —19=08, a4y = 008 Dbyi; =072
[ad]=098"* [bi] = 1-22
Nach Gleichung 6) ergeben sich die Verbesserungen

098 Ju
b= e
1-22 _
1]0 —a ﬁ— — 0 76
und somit die verbesserten Werte
y, = 2024
Das GauB'sche Verfahren liefert die besten Werte
" 8387
¥y = 20161

Beide Niherungswerte wurden zu groB genommen, und zwar um £=0613,
bezw. 9 == 0839, (Setzt man zur Probe § und # in VI ein, so erhilt man wie
oben §, = — 070 und 7%, = — 0'76.) Man sieht an diescm Beispiel, daB dic
Niherungswerte durch das Fuchs'sche Verfahren wirklich verbessert wurden.

Was geschieht nun, wenn z. B. £ positiv und 3 negativ ist, also »y zu grof
und ¥, zu klein angenommen wurde?

Setzt man in VI —» statt 3, so erhilt man die Verbesserungen

wzmmu+mml
[a] K
e IEEIEE B |

(6]

Die Vorzeichen der Verbesserungen hingen offenbar nur von dem Verhiilt-
nisse £:9 ab. Es kann 2. B. & durch entsprechende Wahl von & und N positiv
gemacht werden, so dafi sich » von dem besten Werte immer mehr entfernt,
und zwar nach oben hin. Es kommt jetzt darauf an, ob sich zugleich y, von »
entfernen kann, und zwar nach unten hin. In diesem Falle miiBte 1o negativ sein.
Da die Vorzeichen von & und 1, mit denen der Zihler in VI iibereinstimmen,
hat man also zu untersuchen, ob die folgenden Ungleichungen zusammen be-
stehen kénnen:

o= v L

— (@) [ab] >0 |
~—[aB) & - [66] 4 <O |
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Aus diesen Ungleichungen wiirde folgen

somit [ab] _ [aa]
[06] ~ [ab)’
[ab)2 > [aa) [H0]

Diese Ungleichung ist unmdglich. Es ist daher nicht zu befiirchten, dafl
sich beide verbesserte Werte zugleich von dem besten Werte entfernen.
Wenn das ohnedies zu grofle r, wichst, so wiichst auch das zu kleine y,, so
dall wenigstens eine Unbekannte dem besten Werte niher kommt.

Wiirde man in dem vorigen Beispiele x,==9 (also um §= 0613 zu grof)
und 3o =19 (also um y==1"161 zu klein) gewihlt haben, so hiitte das Fuchs'sche
Verlahren (in Ubereinstimmung mit VIII) geliefert :

=+ 007, p=-0356; also r, =907, y, = 19'56.

Setzt man hingegen x,=29 und ¥, =20, so kommt

Eo==—031, 9= —010; also r, = 869, 3, = 1990,

Die Unhekannten steigen oder fallen also gleichzeitig. Freilich, cine Frayge
bleibt oflen: ob nicht g, iber den besten Wert hinwegspringen kann. Dadurch
konnte sich die <zweite Unbekannte» tatsichlich von dem besten Werte entfernen.
In diesem Falle miite y, — v >0 sein. Subtrahiert man 3, vom Minuend und
Subtrahend, so erhiilt man — weil 3, — 3y = )y und ¥ — 3y =y — die Un-
gleichung o — 1 >0

die nun auf ihre Maglichkeit untersucht werden soll. Setzt man statt 3, den cnt-
sprechenden Wert aus VI, so kommt

..—:[E‘b].g_:im_[i{i[_”_ — >0 oder
(5]
— [ab] &} [0B) 4 — (0] > 0
Da 6<T1, so ist [bb]<[D] und somit die linke Seite wesentlich negativ;

die Ungleichung, von der wir ausgegangen, ist daher nicht méglich. Man
ersieht daraus, dafl », unter 3 bleiben muBl und nicht dariiber hinwegspringen
kann. Es handelt sich jetzt noch darum, zu konstatieren, ob die Entfernung
zwischen den im gleichen Sinne sich bewegenden Unbekannten kleiner geworden
ist, als sie vor der Verbesserung war, also ob '

x, —)1 < Lo — V-
Durch die Substitutionen r, = %y & und y, =g -} 5 nimmt diese Un-

gleichung die Form an:
o — <<
o Ho

Ersetzt man & und s, durch die beziiglichen Werte aus VIII, so kommt

—[aa]§+[ab]y  —[ab]E+(0D]y
fa B <
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Wenn man vom Nenner befreit und transport, erhiilt man
\[na) (6] -— [aB] [al} & > {[ab] (6] — (60} [a]} »
und daraus durch Division mit &:
(aa] [6] — [ab! [a] > {[ab) (0] —[obY o). ¥ . . . . .IX

g
Bedenkt man nun, daB nach unserer Annahme fir den vorliegenden kriti-
schen Fall & positiv sein soll, so muB laut VII
— [aa}E -+ [ab] 5> 0, also
[aa] & - [ab}y und
laa] _ .
lab] ~ £
Dividiert man IX durch diese Ungleichung, so kommt:

sein.

{inal16) — (8] fo} 134 > (ot 6} — (05) o],

Daraus ergibt sich

{aa]{ab] [b] — [aD}*[a} > |aa] [aD] [0] — [aa] [00] [a]
und endlich ab]? < [aa] (0D
eine offenbar richtige Relation.

Somit ist auch dieser Fall erledigt, und zwar im giinstigsten Sinne: wenn
auch die eine Unhekannte sich vom Ziele entfernt, so nithert sich dalfiir die
andere ihrem Ziele so weit, dal} ihre gegenseitige Entfernung kleiner geworden
ist. Das Wild ist eingekreist und mufd schlieBlich zur Strecke gebracht werden.
Der letzte Fall, der noch unter Annahme positiver Koeftizienten zu betrachten
wiire, bietet keine Schwierigkeit mehr: Wenn bei pesitivem & und negutivem y
die Verbesserung & negativ und 9, positiv wird, so niiliern sich beide Unbhe-
kannten zugleich dem Ziele.

Die algebraische Untersuchung hat also gezeigt, dafl das Fuchs’sche Ver-
fahren bei zwei Unbekannten richtig ist, wenn die Koeffizienten a und b
positiv sind. Die Ausdehnung der Untersuchung aul mehr als zwei Unbekannte
wiirde zu weit filhren und entbehrt auch des aktuellen Interesses.

L4

In der vorstchenden Untersuchung wurde immer betont, dafl alle Koef-
fizienten a und b positiv seien. Wie ist's nun, wenn einzelne Koeffizienten
negativ sind? Herr Prof. Fuchs scheint diesen Fall (der H.rzl.ktisch sehr wichtig
ist) ginzlich aus dem Auge gelassen zu haben, da er alle Pumpen positiv an-
nimmt und die Verbindungsrohre durchwegs einseitig, nimlich oben anbringt.
Diese Einseitigkeit war ein Hauptgrund, warum in vorstehender Untersuchung dic
Analogie mit einem dynamischen Problem ausgeschaltet wurde. Kehren wir also
wur algebraischen Behandlung zuriick.

Wir habeu gefunden, dafd die ersten Verbesserungen nach VI lauten :
e

(a]
[aB]£ - (6b]

"

Ly =

hp =~
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Nachdem b=1 —aq, so ist [al] == [a] — [aa], somit
[na] -} [ab] = [a].

Die Koelfizienten von £ und y geben in Summe den Nenner, ¢s st daher
1G] cin Mittelwert zwischen € und 4, kann daher zwischen & und y liegen, so
lange alle a positiv sind. Fiir e wilt Analoges. Sind aber einzelne a oder b ne-
gativ, so kann [0 6) negativ werden ; dann muf [aa] == [a], obwohl alle a echte Briiche
sind (bis auf die wenigen Ausnahmen, wo z B. a=1 und zugleich b =0 ist.)
Es ist jetzt recht gut denkbar, dafy &, und auch g, numerisch griBer werden
als € und 5 und vielleicht diberdies solclie Vorzeichen besitzen, dall die ver-
besserten Werte a, und », sich von den besten Werten o und
noch mehr entfernen. Die Tatsache, dal dic Verbesserung &, geradezu un-
endlich grofy wird, weunn [a] =0, @Bt [ir sich allemn schon cinen Zweifel diber
die Zuliissigkeit des [Fuchs'schen Nitherungsverfalirens wohl berechtigt erscheimen.

Uber diesen Punkt bictet dic besprochene Abhandlung keinen Aufschluf.
Es witre darum schr erwiinscht, wenn Herr Prof. Fuchs sich dariiber aussprechen,
bezw. seine interessante Arbeit in dieser Richtung ergiinzen wiirde.

Erwiderung des Prof. Fuchs zu den vorstehenden
Bemerkungen des Prof. Cappilleri.

Here Prof. Cappilleri sagt: Das Pumpenproblem beruht auf einer nicht be-
wiesenen und sogar recht hezweitelbaren Behauptung., Duzu bemerke ich:

Was ich vom Pumpsystem aussage, das ist nichts anderes, als das Prinzip
der virtuelen Bewegungen: cin System bewegt sich unter positiver Arbeitsleistung
der Kriifte so lange, als noch mit positiver Arbeitsleistung verbundene Verschie-
bungen maglich sind. Sind solche nicht mehr maéglich, dann tritt Gleichgewicht
ein. Mit anderen Worten heildt das: Gleichgewicht tritt ein, wenn die Kritfte cin
Maximum der Arheit geleistet haben. Behauptungen aber, dic aus diesem Prinzip
licBen, gelten in Mechanikerkreisen fiir bewiesen und nicht bezweilelbar.

Herr Cappilleri sagt ferner: Fuchs scheint den Fall teilweise negativer
Koeflizienten  giinzlich aus  dem Auge gelassen zu haben, da er alle Pumpen
positiv anmimmt und  die Verbindungsrohre  durchwegs  einseitig, unimlich oben
anbringt. Dazu bemerke ich:

Um den verwickelten Gegenstand maglichst klar darstellen za kinnen, habe
ich das Problem mit durchwegs positiven Pumpen durchgerechnet.  Wer aber in
ganz gleicher Weise das Problem auch  fiir teilweise negative Pumpen durch-
rechnet, der findet nach eimer Rechnung von wenig Zeilen, dad i den Brichen,
dic man im Nitherungsverfihren  immer wieder zu bilden hat, die negativen
Koeftizienten nur in den Zithlern negativ erscheinen; in den Nennern sind siimt-
liche Koetfizienten positiv zu nehmen, so daly beispiclsweise im Nenner die Re-
lation [a] == 0 nur dann maéglich ist, wenn alle a gleich Null sind, was natiirlich
nicht vorkommt.  Allerdings hiitte ich das in meiner Studie gleich sagen sollen.



