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Bemerkungen zu dem Fuchs'schen Näherungs

verfahren in der Methode der kleinsten Q uadrate. 
Vo11 Prof. A. Gappi.ller1 in l�cichenherg. 

Im ersten und zweiten Hefte der "()stcrr. l.cilschrift fiir Vermcssungswci;en „, 

Jahrgang 1908, entwickelt Heff Prof. 1-' u c h s in eigenartiger \Vcisc ci11 �:iheru11g-s
verfahre11 zur Auflösung" Liberz:ihliger (;lcichu11gc11, dessen Crundlag-cn einer kriti· 

sehen Untersuchung bediirfen. 

Es werde zuniichst das V erfahren unter Bcschr;inku11g- a11r zwei Unbebnnlc 
h11·z wiederholt. 

Aus u Gleichungen von der Form a.•· + hJ' o= / sollen die besten Werte 

der Unbekannten bestimmt werd en . Die gegebc11en (1leichung-en werden zurüichst 

durch die bezügliche Koeffizientensumme dividiert, wodurch man das Cleichungs
system 2) erhiilt : 

n1 .r -1- 01 J1 = (1 } 
n� .1"-I� u�y. � f� · · · · '.?J 

Die 1':odfizienten n und u sind nun den ßcJi11g11ng-en uniernnrfcn, daß 

01 +· ül =---= 1 l 
ll� -1 [!� = 1 { . 4-) 

. } 
Es werde11 Niiherungswerle ,r0, )'0 ang·cnommc11, 111 die Gleich11ngen :?) ei11· 

g·csetl',t und die \\'idersprüche }, bestimmt: 

/,1 = n1 ·''o - Ll1.Yo - (1 1 
/c2 = .n� ·�·o �-. fi�:1'o .-·. ('1. J . . . 5} 

Gute Vetbesscrungen �,1 und 1111 der \'�iheru11g·s,1·crtt: .1·0 und J'o solleni sich 
aus den Beziehung·en erg·eben: 
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... Zu diesem Ve;rfahren ist vor alle.m· zu bemerken , daß durch die Division 
...... · der ·Bedingungsgleichungen deren G-ewl:chte. geändert werden. Ob dieser Einwurf 

,,:·.: ' , d.u:rch. di.e auf Seite 12 vorgebrachten· Erwägungen entkräftet ·wird· oder nicht,. / · 

ersch�int hier ohne J3elaog, .weil d:as cPumpeQproblem> au-f einer n_icht bewiesenen 
·' • .i '· ._ • ·� • • ' .. • ' ' • ... ' . • • • 

�nd . �oga·r ·recht· bezweifelbaren Be�auptung., beruht · Es soll· daher im folgenden 
vor�usgesetit.we,r�en'- d�ß die transformierten. ·Gleichungen· 2). d· i .e. ur s p r ü n g: 
Ji c h' e n B e  d i n g u n g sg l e i c h:U n g e 1) . yöm . Gewichte Eins seien. Kehren wir 

'· �··� lso · ��( ß) �zyrü.ck. . . · ·'-. . : '.�}'«'· · :f <·' �· . . . · . � . 

. „. '''d)ie$e Verbesserungen. sind·· aÜ;o von:· Naf�r. aus .negativ�i;·, :'.'behauptet H�rr . 
. . . . _Frof.<Fu�hs. Qas)�t zweifellos richtig;· so .lang e all e ·n,::·&;·un.d· !':posi tiv 
t{·. ;_ . ·c.: �'s:hi a:-· Es ist

·. 
aber· ldat, daß

. 
einzelne Widersprüche ' negativ werden müssen,. weQri �: ·

„ :: . ia·1f .. zuf�l.lig trtgeui)'
inmefren ;�oder erteoehne�eil 'Näberungs,V.ert�< 'der ·Unbekaijnten 

.r :�,<' deii . tib�S�A W,er;teJJ, f!�Ch.:C4uß. sehr' nahe.·-: kommen;· weil. in ,diesem Falle die. ::';·-;:">'.�·, · ' : �· ·· '�"' :  ... „· :�J .,;;-, '.. ;;; '·"·':,...;'.�, .. ·J,' 
.

. 
; � , , • ' ; „ ·  

· � � .: �
·

.. ': ' . · 

.;.. . . · · 1 •• ', � 
• 

• 

f,./· ·< ,: ; W�}lerspiüchct i. n 1it _den liauffsc:hen Widersprüchen v befnahe zusammenfallen, i.' ;�; . . : ·(�Ji :welche die Bedingungen· bestehen 

\�?> ·X:�·. r�:i fft;·c;.„ Die :se1rützci1kette·'"Tiat,sfoh:·zusammetrgeioge111�·. aber das Wild: ist durch 

��1�?�:�,f�����t:��:�ei �·j�sJ�„ ,:���ß �)ri· · in
' 

(71���ng 2) die Gaµß'schen 
:.;r:1;" ·„'.'. :. · ·wert� ;r; · y .ein u_.O-d· ne�;tiin·m:enJ'd�e ; :Wfdei'Sprü�he ·v : . . ; .. :· .. . 

� " . . . . . 
. Y·1 :::= n1 31 i 6�.Y l· � " } : · .. 

. · ,vi · �, n .. �·.f _ f 6'2J.�- -l. 2_ . . • · 
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. . · SubtrJ�bier-t m�n {Fvon" 5). un_d �et�t l:l'o :_ :>J. = i1 Yo -y ·' 'f/, ·so erhält ma:u 
,„ :.' "' "!� . . . : }� :-- �1 ' 

. 
n1 � t 61 .11 ·} _ . i.1 = 111 +. al � +· bi 17 } 

. : . . 4,-· v„ = "�; 4' bt ·11. oder 1a = ·vrJ + tt.i; + '&. 11 • • • III 
..;' • • • • • . „ • ... • .· • „ • . • • • • • • . . . . 

'.Mul.tipltii�rf nian die �l�i�bungeri JlI :bezw. mit a1·, aP • • .  und addiert, so 
\koinlpt .· .. 

· 

. 

· - · · 

' ·· · 

. "- · . ; 

· .. . , . .. ' ·-„. [n.i.J:;:::[nvJ+·{'1·aH+[nb)·11 
;:'.ode,r·..,....._ .,\�ei l [t1.VJ � o··...:;.;._:·:� .,,,... • . 

· · / . . . . · 
· 

· ··· fn.i.J�)aaH+fnb}·•r . . . . lV 
Weise· erhält m�n auch. 

- ·.1 •• · : . , . ' • • 

. fv·J.]:� Tn&J>�· +: [&'&} ·17 · .·, , ..,.., . •· . -
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Die Gleichungen 6) nehmen daher die Form an:. 

� - �::��.]��:-:'. l . . . . . . . .  Vl 

·110 = - - ----[iir--
Man ersieht aus VI, daß die Verbesserungen wirklich negativ sind, wenn 

alle a und b und auch die .� und 17 positiv sind , d. h. so lang· e beide Nähe-
, · r u n gsw ert e größer sin d als die besten Werte. Liegt der umgekehrte 
. , ,. � Fall vor, sind also � und ·r1 negativ, so werden die Verbesserungen � und 11o 

positiv. Gerade dadurch nähern sich aber die verbesserten Werte wieder dem 
besten Werte, und zwar von unten aus. 

„ l! 

�--. 

Es ist noch. die Frage zu erledigen, ob man mit diesen Verbesserungen 
nicht über das Ziel schießen kann, d. h. ob durch eine z. B. negative Ver
besserung von .t"0 dieses nicht so weit erniedrigt werden kann, daß es nach der 
Verbess�rung von dem besten· Werte x weiter entfernt ist (u. zw. nach unten) , 

als es vor d�r Verbesserung (nach oben) entfernt war. Es kommt also darauf 
P.llit',i�·t� .::..... xr größer werden könne als :x'o � X. Setzt man 

· _ . [aÄ]_ . t fnJ..] .11 = ,t o - r<tT - ,1. + .,, - -(aT' 
so kommt 

� '> • ' 

Andererseits ist 

r lJ :r-r -�--<: 
- i - [a] � 

.,,. - ···-!: .... 0 _,.,_ .,, 

Es muß also die Möglichkeit der Ungleichung untersucht \\·erden: 

[a A.] - � -- � > 0 
[ a] 

. 

Setzt man statt [n).,] den aus lV folgenden \Vert em, so konmt 
.[n a] '" ra b] 
- [rc]. �-- '[nf 11- 2� > 0 oder 

[anH - [nb] 11 - 2[aH >O. . . . . . VII 
Nun ist aber, wenn � und ''1 positiv sind, g-anz gewi :.1 

[L1nJ � + fooJ ,, > o 
Addiert man diese Gleichung zu VJI, so erhält man 

2 [naH � 2 [nH > 0 oder 
[an]> [a] 

Diese Ungleichung ist nicht möglich, weil alle n bis auf einzelne Ausnahmen 
echte Brüche sind. Man ersieht daraus, daß ein �Ausbrechen, der Unbekannten 
nach der anderen Seite hin ausgeschlossen ist. Das Fuchs'sche \'erfahren liefert 

also wirklich ver b es s e r t e \V erte , wen n a.J l e n. und (! ··p o s i t i ,. , die ; und J} 
g-leichhezeichnet sind. 

Ein Ueispicl diene zur ErHiuternng des Gesagten. 

"� .. 
•,. �.· 
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f)ie gegebenen Gleichungen lauten : 

0·7x + 0·3y = 12 } 
0·6x + 0·4y = 13 
O· l � + 0·9 y = 19 

Die angenommenen Näherungswerte :t0 = 9, Yo = 2 1  geben 

A.1 = 0·7 . 9 -r 0·3 . 21 - 12 = 0·6, 01 l1 = 0·42, 01 J.1 = O· t 8 

J., = 0·6 9 + 0·4. 21 - 13 = 0·8, a�A2 = 0·48 , o2J.., = 0 32 
la = O· t 9 + 0·9 . 21 -19 = o·S, a3A.u = 0·08 fJ:t J..3 = 0·72 

[aif-·-ö·=98� �[bIJ = 1 · 22 
Nach Gleichung 6) ergeben sich die Verbesserungen 

0·98 
�u = 

-
1T = - o·10 

1 ·.22 
110 = - IT=-0·76 

und somit die verbesserten Werte 
X1 = 8•3Q 
y1 = 20·24. 

Das Gauß'sche Verfahren liefert die besten Werte 

a: = 8·387 
y = 20·161 

Beide Näherungswerte wurden zu groß ,genommen, und zwar um s = 0·613, 
·
be� . 11 � U'839. (Setzt man zur Probe g und fJ in VI_ ein, so erhält man wie 
ob�ri t, = -;.  0·7ö 'urid ;7/o = !..;._· O"io.) Man sieht an diesem Beispiel, daß die 

"Näherungswerte durch da.s Fuchs'scbe Verfahren wirklich verbessert wurden. 
Was geschieht nun , wenn z. B. � positiv und r; negativ ist, also :r0 zu groß 

und .Yo. zu klein angenommen wurde? 
Setzt man in VI - rJ statt t1., so . erhält· man die V erbesseru ngcn 

� = -[anH + {ao)111 
[ (t] 

110 _ =Jab]; + [bb]•rJ f · · · · · · ., - [fJ] 

. .  vm 

Oie Vorzeichen der Verbesserungen hängen offenb9-r nur von dem Verhält
nisse � : 11 ab. Es kann z. B. �11 durch entsprechende Wahl von � und 11 positiv 
gemacht werden, so daß sich :r-1 ·von dem besten Werte immer mehr entfernt, 
und zwar nach oben hin. Es kommt jetzt darauf an, ob si.ch zugleich y1 von y 
entferne·n kann, und zwar nach unten hin. In diesem Falle müßte 'Y/o negativ sein, 
Da die Vorzeichen von t, und 110 mit d:enen der Zähler in Vill übereinstimmen, 
hat man also zr1 untersuchen, ob die 'fol.genden Ungleichungen zusammen he-
.stehen können : 

- [ a a] .� + [ a '&] 11 > 0 } 
-·-(a&J � + [b6J '1] < 0 
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Aus diesen Ungleichungen würde folgen 

-� > f :�j-} 
·)7 [ab] 
T < [bbJ 

somit [ab] [aa] 
lboJ >Tobf· 
rau]2 >[an] [b(1: 

Diese Ungleichung ist unmöglich. Es ist daher nicht zu befürchten, daß 
sich b e i d e verbesserte Werte zu g 1 e i c h von dem besten Werte entfernen. 
Wenn das ohnedies zu große x0 wächst, so wächst auch das zu kleine J'0, so 
daß wcnig-stens eine Unbekannte dem besten Werte näher kommt. 

Würde man in dem vorigen Beispiele ,1-'11 = 9 (also um � = 0·613 zu groß) 
und J'o = 19 (also um 11=l·161 zu klein) gew�ihlt haben, so hätte das Fuchs'sche 
Verfahren (in Übereinstimmung mit Vll1) geliefert: 

�o = + 0·07, 'l]o = + o· 56; also .X'l = 9·07, J'1 = J 9· 56. 
Setzt rnan hingegen Xo = 9 und J'o = 20, so kommt 

�0=-0·31, 'l/0=-0·10; also x,=8-69,y1=19-90. 

Die Unbekannten steigen oder fallen also g-leichzeitig, freilich, eine Frage 

bleibt offen: ob nicht ,;11 über den besten 'Wert hinwegspringen kann. Daüurch 
kiinnte sich die �zweite Unbekannte) tatsächlich von dem besten Werte entfernen. 
ln diesem Falle müßte J't - y > 0 sein. Subtrahiert man y0 vom Minuend und 
·ubtrahend, so erhält man - weil y1 - y0 = 110 und y - y0 = 11 - die Un-

gle i chung IJo- 1/>Ü 
die nun auf ihre Möglichkeit untersucht werden soll. Setzt man statt 'f/o den ent
sprechenden vVert aus VIil, so kommt 

- [ n b]; + [b u[ 1} ·-··-·--[ß] -- - 11 > 0 oder 

- [ab J ; + (b b] 17 - (b] 'I > 0 
Da b < I, so ist [fJlJ] < [fJ] und somit die l inke Seite wesentlich negativ ; 

die U n g 1 eich u n g, von der wir ausgegangen, ist daher 11 i eh t möglich. Man 

ersieht daraus, daß y1 unter _'.l' bleiben muß und nicht darüber hinwegspringen 

kann. Es handelt sich jetzt noch darum, zu konstatieren, ob die Entfernung 
zwischen den im gleichen Sinne sich bewegenden Unbekannten kleiner geworden 
ist, als sie vor der Verbesserung· war, also ob 

Xi -.11 <xo -Yo· 
Durch <lie Substitutionen x1 = x0 -j- �0 und J't = J'o + -110 nimmt diese Un

gleichung die Form an: 
�o-170 < 0 

Ersetzt man �0 und 170 durch die bezüglichen Werte aus VIII, 

=- [�_nJJ_±L�L?L _ -=:Jao]!_j-jubl_1<0 
[a] [b) _ 

so kommt 
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Wenn man v m Nenner befreit  und
'
transport, erhält man 

{[on] [&] - [no] [a]} ; > {[ao] [b] - [b o] [aJ} 17 
und daraus durch Division mit �: 

[aa][bj- [ab}[n] > {[aoJ[b]-[ub]f nJ}. -�- . . . . . .  l\ ' � 
Bede.nkt man nun, daß nach unser� r  Annahme für den vorlicge11<le11 kriti-

sc11en Fall �() positiv sein soll, so muß· laut VJTI 
- [aaH + [ito] 11> 0, alsp 

'an];< [00]'11 und 

[ a a J ,_.... 11 . • 

[äb] ...... �r 
sem. 

Dividiert man IX durch diese Ungleicburlg, so kommt: 

{f<tn) lb] - lnb) [o]} �:!{ > [aoJ [b] - [oll] [a]. 
Daraus 'rg-ibL sich 

[aa] [ab] [u] - [nu]2 (nJ > fna] [nb] [u] - [cia] [uuJ [a] 
und endlich [ao]t < [nn] l&b] 
eine offenbar rich ige Relation. 

Somit ist au h Jieser Fall erledigt , und zwar im giinstig·sten Sinne: wenn 
auch die eine nbebnnte sich vom Ziele entfernt, so n�ihert sich dafür die 
andere ihrem Ziele so weit, daß ihre gegenseitige Entf rnung kleiner geworden 
ist. Das Wild i'st eingekreist und muß scbli·eßlich zur , trecke gebracht werden. 
Der letzte Fall, der noch unter Annahme positiver Koeffizienten zu betrachten 

.wäre, bietet ke ine Schwierigkeitmehr: Wen-n bei positivem ·�. und neg;:�tivem 11 
. ·die Verbesserung �0 negativ und 170 positiv wird, so nähern sich beide llnbe

kannten zugleich dem Ziele. 
· 

Die algebraische Untersuchung hat also gezeigt, <laß das Fuchs' sehe Ver-
faliren bei zwei Unbek annten richtig ist, wen fl d i e K o e ff i z i c n t e n o u n d u . 

positiv sind. Die 'Ausdehnung der Untersuchung auf mehr als zwei Unbekannte 
würde zu weit führen und entbehrt auch de aktuellen Interesses. 

In der vorstehenden ntersuchung wurde immer betont, daß alle Koef-
fiz i e n te n a und b positiv seien. Wie ist's nun, wenn einzelne Koeffizienten 
11 e g·a t i v sind?· Herr Prof. Fuchs scheint diesen Fall (der firaktisch sehr wichtii; 

ist) gänzlich aus <lc�m Auge gelassen zu haben, da er all� Pumpen positiv an. 
ni.mmt und d1e Verbindung r hre durchwegs einseitig, näml.ich oben anbrin�t. 
Diese Einseitigkeit war ein Hauptgrund, \rnrum in \1Qrstehen ler Untersuchung die 
Analogie mit einem dynamischen Problem ausgeschaltet \\'urcle. �ehren wir alsn 
zur algebraischen Behandlung wrück. 

Wir h:tbeu geftmden1 daß die ersten Vcrbesseru11ge11 nach VJ lauten: 

F _ (an);+ [ao 11 
„{j - - - [a]-·-�---

[ ab H + f & o J '1 'l/1)'= .::..... (0 J 
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:"fachdem '() = 1 - Cl, so ist [1111] = roJ - [an], somit 
[oo] -j- [oG) = rnJ. 

Die 1\:oeflizienten von � und 17 g-eben in Summe Jen ;.Jenncr, es ist daher 

l�11] ci11 �!ittelwert zwischen � und 11, ka1111 d�thcr zwischen � und 11 licg-c.n, so 

lange alle a positiv sind. Für 'lo gilt Analog·cs . Sind aber ein1.elnc a oder b nc

g-<ttiv, so kann [ob] negativ werden; cla1111 muß [a a] > !o], ob\\'ohl allen echte Briichc 
sind (bis auf die wenigen Ausnahmen , \\'O z. B. n = 1 und zugleich o = 0 ist.) 
Es ist jetzt recht gut denkbar, daß �'J und auch 'lc1 numcriscl1 g-riißcr werden 
als � und >J und vielleiclit überdies solche Vorzeichen besitzen, daß tlie ,. er

b css er t e 11 \Verte x1 und J'i sich \' Oll den besten Werten .i: und :11 
noch mehr entfernen. Die Tatsache, d;.tß die Verbesserung �o geradezu un

endlich groß wird, wenn [n] = 0, faßt für sich allein schon l�incn Zweifel über 
die %ul�issigkcit des Fuchs'schcn \Tliherungsvcrf;dircns ,\·ohl bcrL�cbtigt erscheinen. 

Über diesen Punkt bietet die besprochene Abhandlung keinen Aufschluß. 
l�s w�ire darum sehr crwiinsclit, wenn Herr PrnL Fuchs sich ll;LrLiber anssprechcn, 
bczw. seine interessa11te Arbeit i 11 dieser f�ichtung ergän1-e11 würde. 

Erwiderung des Prof. Fuchs zu den vorstehenden 
Bemerkungen des Prof. Cappilleri. 

Herr Prof. Cappilleri S(lgl': Das Pumpenproblem beruht aur einer nicht bc
"·iescnen und sogar recht hezweifolbare11 Ht.:hauplung-. Dazu bemerke ich: 

Was ich vom Pumpsystem :wssag-e, Ja.s ist n ichts anderes, als das Prinzip 

uer ,·irtuellen Bc\\'egu11gc11: ein System heweg-t sich unter positi\'Cr Arbeitsleistung 

der Krtifte so lang·e, als noch mit posili\'er Arbeitsleistung verbundene Verschie

bungen möglich sind. Sind solche n i cht mehr rnöglirh, dann tritt Gleichgewicht 
ein. ?llit anderen Worten heißt das: Gleichg·ewicht tritt ein, wenn die Kr::ifte ein 
�\l aximum der Arbeit geleistet haben. Beha�1ptungc11 aber, die aus diesem Prinzip 

!ließen, gelten in Medrnnikcrkrcisen für bewiesen und nichl bezweifelbar. 
Herr Cappilleri sag·t ferner: Fuchs sclwi11t den Fall teilweise negati\'er 

Kocfl'izienten g.:inzlich aus <ll�ll1 A\lgc gelassen 1.11 haben, da er alle Pu111pcn 
positi\' �mnimmt und die \' crbi11dun��m)hrc durcll\\'eg-s einseitig, nämlich oben 
anbringt. Dazu bemerke ich: 

Um den verwickelten Gcge11sta11d 1ni.iglichst kLtr darstellen zu kiinne11, habe 
ich cbs Problem mit durchweg·s positivc11 Pumpen durchg-cn�d111et. \Ver aber in 
ganz gleicher \\'eise Jas Prob k.111 au eh für tei 1 weise 11 eg·a ti ve P111npcn durch
rer hnct, der findet nach einer l�cch11ung- vo11 \\·cnig Zeilen, daLI in eiert Brüchen, 
die rna11 im l'föheru11g-sverfahrcn imrncr ·wieder z11 bilden hat, die neg<Lti\'cn 

h:oefllzientcn nm in den %1i.hlcrn negativ erscheinen; in dc11 \:cnnern sind siimt
lic!te Koeffizienten positiv zu nehmen, so daß lJeispi ·lsweise irn Nenner die Re
lation [n] = 0 nur dann mi5glich ist, wenn alle Ll gleich Nllll sin<l, was natürlich 
nicht vorkommt. Allerdings Jüitte ich das in meiner Studie gleich sagi:,.i1 sollen. 


