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Redaktion: Prof. E. Dolefal und Obergeometer Max Heinisch. 

Nr. 1. Wien, am 1. Jäuner 1909. VII. Jahrgang. 

·Zur Gauß'schen s·phäroidischen Trigonometrie. 
Von !Jniversirätsprofessor Dr. Johannes Frlschauf. 

1. In den. «U1J.tersuchungen über Gegenstände der höhern Geod�bie, (erste 
Abhandlung) liefert Gauß eine sphäroidische Trigonometrie, die s ich auf solche 
Dreiecke bez ieht, wo zwei Seiten Meridianbögen, die dritte (<lem Pole gegeniiber
liegende) klein ist. Die Dreiecke werden auf einer schmalen 7.one zwischen zwei 
Parallelkreisen vorausgesetzt. Die Lösung der einzelnen Aufgaben wird durch die 
konforme Abbildung des Sphäroides auf die Kugel ausgeführt. Die Breite eines 
Pu.nktes auf dem Sphäroid wird durch P + p, di� seines Bildes auf der J\:ug·el 
durch Q + q bezeichnet, wo P und Q die Breiten des Mittelparallels auf dem 

Sphäroid und seines Bildes auf der Kugel bedeuten . 
Gauß behandelt zwei Fälle dieser Abbildu ng . In der er �rähnten Abhandlung 

wird die Abbildung unter der Voraussetzung vorgenommen, daß die Abweichung 
der Vergrößerungszahl von der Einheit von dritter Potenz nach p oder q ist; im 
Nachlaß (9. Bd . der Werke Gauß) 'wird der Fall behandelt, daß dit•se Abweichung· 

eine Grö!�e zweiter Potenz nach j oder q ist; in diesem Falle ist P = Q. 
Die erste Abbildun g erforder.t zfomlich umständliche ,Rechnungen, die durch 

Tafeln abgekürzt werden können ;_ sie is;t daher nur dann mit Vorteil verwendbar, 
wenn viele Dreiecke zu berechnen sind, was namentlich bei ei uer Landesaufnahme 
der Fall ist. Sind nur wenige Dreiecke zu berechnen , so empfiehlt sich die zweite 
Abbildung , z,timal ·die Reduktionsfonneln beim Übergange eines ·Dreieckes auf 
dem Sphäroid zu_ jenem auf der Kugel (u11d umgekehrt) einfache Ausdrücke 
wer�en . . . 

Es mag überdies noch bemerkt werden, da(� der Artikel 12  der Gauß'schen 
Abhandlung, der die Grundlagen der Auflösung sphäroidischer Dreiecke -liefert, 

nicht die Voraussetzung k�:rnfo'rmer Abbildung' fordert Diese wird erst im Art. 13 
gemacht . Bei nicht konformer Abbildung- muß aber berücksichtigt werd�n, daJ� 
die Vergrößerungszahl nicht nur eiue Funktion des Punktortes ist, sondern auch 
von der Richtung des abzubildenden Elementes abhängt.. .) 
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Der zur dritten (kleinen.) Seite des sphäroidischei1 Dreiecks zugehörige 
größte Kreisbogen auf der Kugel wird durch /; G bezeichnet, seine in Teilen des 
Halbmessers ausgedrückte Größe mit lt. In den Schlußformeln macht Gauß die 
stillschweigende Voraussetzung , daß li : q eine kleine Größe bedeutet. Wird 
aber diese Voraussetzung fallen gelassen,•) so sind die von Gauß gegebenen 
Näherungsausdrücke für die Azimut- und Längen-Reduktionen nicht mehr aus
reichend. 

2. Im folgenden soll eine Erweiterung der Reduktions··Ausdrücke der Größen 
auf dem Sphäroid in die bezüglichen auf der Kugel (und umgekehrt) unter der 
VoraUf:setzung gegeben werden, da_ß q und li Größen derselben (erster) Ordnung 
sind. Behufs dieser Erweiterung ist zunächst eine Untersuchung über den Grad 
der Genauigkeit der Formeln,. d .. i. der Ordnung der Fehler der zur Ermöglichung 
der Lösung von Gauß jn Art. 1 2  gemachten Vereinfachungen nötig. Diese soll 
zunächst bezüglich der in den •Untersuchungen . .  • mitgeteil ten Abbildung des 
Sphäroides auf die Kugel gelie fert werden. 

· 

Die im Artikel 1 J mitgeteilten Näherungsausdrücke können zur Bestimmung 
der Ordnung der in den Formeln dieses Artikels vernachlässigten GröUen dienen. 

1) Wir� in der Gleichung 

dn dx d . 
--- . --· = .n sm l/l du cos 1/1 · 

dn · 

cos t/J = 1 gesetzt. ·so wird, da fjJ von der Ordnung e2 q2lt, du von der Ord-

nung t·2 qv ist, im Resultate ein Fehler von der Ordnung c6 q6 Je!! bewirkt. Vo11 
gleicher Ordnung ist der Fehler, wenn sin 1/1 = 1" = tan tJi gesetzt wird. 

cos )' . dy 
2) n =-· -, -d. = cosy 

m 1' 
l 

d�t = - siny dy + COSJ' d 'Jll 
du m du du 

�ny rosy l dn = - du + cosy.d--. 1n 1n 
y ist von der Ordnung e2. IV. Ordnung , 

y = u + Größe e6, XU. Ordnung; 

sin y cos y du. = sin '1' cos y dy = t d sin yll, 
<las 'lntegral VOil der Ordnung e4• vm; mit cliesem Fehler kann 

1. 

gesetzt werden. 

3) In der Gleichung 

n= -. tn 

"' tau "1° � l 
tan 1/J =. · . -m -dx ,,,o m 

--

*) Dazu ist auch Gauß in Art 1 S und 22 seiuer c:Untersuchungeu . . . » genötigt . 

• • �. i!"'� 
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ist das Integral läng� der Linie der Punkte JJ1 zu erstrecke11 ; dieses kann ersetzt 
Werden durch das Integral längs der Linie der Punkte N. Denn I ist eine Größe 
der Ordnung t•2 q2; wird l nach Potenzen von J' entwickelt, so ist 

. 

ld/) I = lo + ld) oy + .. 
dl dl . 

·--- = --- Siil 'X. d;1 dq 1 

wird daher I in der Linie der Punkte N genommen, d. h. durch fi, ersetzt, so 
ist der Fehler von der Ordnung e·2 q y, also der Fehler im obigen In1egral von 
der Ordn�mg t'4, VI. 

Die Werte von tan ·tjJ0 und tan ·1// 
tan 1jJO = {- /0/1 + (�- ). - T\-/O!t) ft.2 -+-. ' ' 

und für tan -�,' weichen von den genauen Werten nur um Größen r4• Vl. Onl
nuug nach q und lt ab. Unte1 sucht man aber die Ordnungszahl der Glieder dieser 
Reihen für tan 'l/Jo und tan ·I//, so erhält man 

/Oh ist von der 
Ä.h2 • 

Ordnung e2• q2 h 
) f-'�. rJ /t2 

e+. q4 Jt2 
e4.qiift,ß 
e2. ft8 tl. 

/01di2, J 

l1.i/z3 , :P 

),' ftB » 

Daraus folgt die Gleichung 

tan -�, = -�'� !�.�-Y'-'' - m r .L d::i�, 
mO J 11l 

s. \\'. 

wobei das letzte Integral in der Linie der Punkte N zu nehmen ist. Diese Gleichung
kann ohne Schädigung des Grades der Genauigkeit durch 

tan #J =tau �'o - � l dx 
ersetzt werden. Dabei kann 

l = /!l + ).:t: + ).,';)}2 + ... 
soweit fortgesetzt werden, bis die oben angesetzte Fehlergrenze (t'-f. Vf. Ordnung) 
erreicht wird. 

3. Wenn Gauß als Werte 

tan t/Jo = (-} /O + �- l') lt, tan 1// = - (-1- 10 + �- /') lt 
ansetzt, d. i. Glieder der Ordnu ng e2 q2 lt, so ist das erste Fehlerglied =t= -lf l' lt8, 
d. h. es wird ein Glied der Ordnung t'111/1 vernachläs:>igt, welche Vernachlässiguni:. 
nur dann gestattet ist, wenn lt gegen q eine kleine Größe ist. Ist aber h mit q 
von derselben Ordnung, so muß das Glied =t= 1\- l /i8 noch dazu genommen 
werden, um w0 und 1J;' genau auf e2• III. Ordnung zu erhalten. 

In dem Beispiele, das Oskar Sc hreiber auf Seite 86 seiner «Theorie der 
Projektionsmethode der Hannover'schen Landesvermessung• gibt, ist h mehr als 
doppelt so groß als q und deshalb reichen die Gauß'schen Formeln nicht aus. 

Aus der vorigen Gleichung für tan 1/l folgt: 
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( /0 ).Jt ).' ft2 )." ft'iJ ) �)()= . +---+--+-- + . . h 1.2 2.3 3.4 4.5 ' (/0 Vt . ).•Jt'l )."JiS ) ' 1/l = - 2 +- 3- + 4- + -5- + . . h. 

Für Werte q oder lt von 5. Grade an ist t als kleine Größe erster Ordnung 
z�1 betrachten, es können daher diese Reihen bis einschließlich der Glieder mit /t7 
fortgesetzt werden. 

wird 

Wegen 

z<i l' lo llt ).1ft2 ··6-+--r=--2 + 3 + -3- ·+ „ ( /0 /' ) .t· ftil 7 ).'' lt4 
1/'0= -3·-+-6- /z-12--60- · „ (/a /') l:h� 2).". 11' 
tf =- 6+-3"1 h-1- 12 + -,s-+ „ 

Ist /,1., der Wert von I für die Mitte von FG, 
).ft ).' Jt2 )!' /zH 

/,1, = 10 +-�f + --4- +- - 8---- + .. , 
so ist . wegen 

/O /,1 /O ). lz ).' lz2 )/' hß )."' Ji4 
-6+-3= 2 +6-+T2-+24""+-w+„ 
li1 /1 . /0 )./1 ).• h'J 5 },'' h,8 3 'J."' /1-4 
3+6= -z+-f +T+.�+ ----�+.„ ( fO /,!• ) )." h• ). "'/i5 tjJO =. -__ 6 + 3=- , Jt+ )20 + SQ + • .  ' (l" l� )' )." h4 ).'" h!J 
1P = - -3� + 6 

h 
+ T2o + 48 + · · 

4. Für den Bogen s auf dem Sphäroide lautet der genaue Ausdruck: 

r cosy 
s = A J 1i�Cüs� dx. 

Wird cos y und cos 'fj• = l gesetzt, so. ist der Fehler e4 mit einer Größe 

VJIJ. bezüglich VI. Ord11u.:1g; im Integral daher von der Ordnung e•. VII. Mit 
solchem Fehler kann daher 

gesetzt werden. W ird 111 statt in der Linie M in der Linie N genommen, so ist 
der Fehler ·von der Ordnung t'2 J'q?., also in s von der Ordnung e4. VII. 

Damit wird 
Alt . 

S = VtO ( f -f µ. n - -} (µ.' �. µ.�) /t8-t (_µ,'' - 2 f.i µ.' + p.B) ftS - , .]. 
Nun ist 

µ,lt"== Ordnung� e�q2h2, 
µ.'/iS ·_.Ordnung e2qh3, °µ.2Ji9 =Ordnung e•q4ks, 
fi."lt4 =Ordnung e2Ji4, f'fL'li'::,.;:: Ordnung e4qS/i4, !L8Jt4 =Ordnung eßqßJt• 
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u. s. w. Sollen daher die Glieder mit e2. IV. Ordnung berücksichtigt werdeH, so 
muß 

Ah • s = -- ( 1 - - 1- µ,h - -}µ,' }i3-i- µ,'' k') 
1110 • • 

g-esetzc werden; dieser Ausdruck kano aber so weit fortgesetzt werden, bis die 
Fehlergrenze ,.4. VII. erreicht wird. In dem Gauß 'sehen Näherungsausdrucke 

Alt s- ------
-Vm01n' 

werden die Glieder mit '-"' ft3 •-"" Jt4 r ' • ' welche mit dem Gliede mit ,11J12 von derselhc11 

Ord:111ng sind, vernachlässigt. 
In den Gliedern von rdt2 an 

von der Ordnung i"1. VII. 
kann 1110 = 1 gesetzt werden, der Fehler ist 

Für die Berechnung von s empfiehlt sich der Ausdruck 

Alt S=-----, 
(m) 

6 l 4 1 
(m) = mÖ- -t- m.1, + nt' 

wo m1;1 die V ergrößerungszahJ in der Mitte von FG bedeutet. Diese Formel be
rücksichtigt 11od1 das Glied mit ,ii", und das Haupt1�!ied des Fehlers b..:trägt 

A ft'" Ji5 
+ 120 . 

Mit einem Fehler der Ordnung ,_A. q6 in (m) abo r4. Vll 1 11 s kann 

gesetzt werden. 
6 (m) = m0 + 4 nt•1, + m' 

Ist s gegeben und wird lt gesucht, so erhält mau mit g.leicher Fehlerordnung, 

gesetzt, 

_ 1110 s 0 = -;r-
lt = <J' -+-- �-t'· <J2 + -�- µ' 6tl + + ,u!' 6-t + .. 

Werden nur die Glieder mit ,,·2. IV berücksichtig-t, so wird 
J, - (11i) s 
I•- A 

gered111et. 

Da bei dieser Abbildung die Koeffizie11te11 A., },', /,",, „ µ,, .U:, ,(i", . . ziemlich 
komplizierte Ausdrücke sind, so si11d die Korrektionen 1/Jo und 1/J' nach 

t/,•O = (�-- + -j�) ft, #11 = -- ( ��, + -�) /t 

und s mittelst (m) z4 rechnen, falls die erste N�iheru11g genügt. 
5. Sind nur we11i()'e Dreiecke zu berechnen, so empfiehlt sich die Abbildung t> des Sphäroides auf eine Kugel, die das Sphäroid im �littelparallel berührt, deren 

�littelpunkt l0 der Durchschnitt der Normalen de� Mittclparnllels mit der Axe 
und deren Halbmesser A die Ui11gc JV0 der Normale eines Pun�tes des Mittel
paralleles ist. Gauß bildet (Nachlaß •Das elliptische Spl1äroid„ Hd. 9 der Werke) 
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das Sphäro id konform auf die Kugel ab � Die Abbildung kann auch zentral vor· 
genommen werden :) welche Abbildung sehr anschaulich ist, deren Formeln sehr 
einfach' entwickelt werden können und deren sphärische Breite vou der konformen 
nur u� eine Größe e4_. Ul. Ordnung abweicht Die Abweichung der zentral:n 
Projektion von der konformen ist eine so geringe, daß sie nur bei sehr genauen 
Rechnungen berücksichtigt werden muß . 

Da bei diese11 Abbi ldu ngen I von der Ordnung e2• I, A, A.', . .  von der Ord
nung e2• N ull , µ. von der Ordn ung e2• 11 µ,11 µ.", . .  von der Ordnung e2• Null sind, 
so werden durch die Vereinfachungen des Art ikels 2 bei #1° und t/l Größen der 
Ordnung ei. IV, bei s Größen der Ordnung e4. V vernachlässigt. Die in Artikel 3 
gegebenen Reihen für 1/1° nnd 1/l können bis einschließlich der Glieder m it Jtf• 
fortgesetzt werden. Die Größe s muf3 mindestens 

gesetzt werden. 

Alt A' s = -- ( 1 - .1. ulz � -!.u.' zt) 
1no i ' • r 

Wird mit Gauß (Nachlaf;\) die sphäroidische Breite mit cp, die sph1irische 
mit t/J, die Mittelbreite mit P bezeichnet, so erhält man für die Vergrö�leru11g-s· 
zahl m einschliefälich der Glieder mit t4, sin ljJ - sin P = 1' gesetz.t, 

� 2 • „ .t 
log ni = _: __ (1 + e2) T'' - _!._ sin P T'J - -3.!__ T4 2 3 1 2  ' 

m = e?.2 ( 1 + e2) Tl - ��· sin PT8 - l_e• r� 
w 3 24 

für konforme Abbildung; 
_ 

2 . 4 
log m = ·� (1 + ca2) TJ -t- i' sin P Ta+ t e4 Ti, 

e� e4 m = --·-(1 +ae2) T2-+-sinP1'B+j-e4 T"' 
2 2 

a = sin P" + cos 1fJ02 sin F!, 
wo t[Jfi die Breite des Punktes .. f. bedeutet , für zentrale Abbildung. 

· Zur Bestimmung der Koeffizienten )., /.' . .  IL, ,u' möge eingeschaltet werden : 
Sind im sphärischen Dreiecke ABC Winkel A und Seite b konstant, so erhält 
man durch Diftereaziation der Gleichung 

cos a = cos b cos c + siu b sin c cos A 
mit Zuzichung· von 

sin a cos B = cos /1 sin c - sin b cos c cos A, 
da = cos Bde; 

daraus durch Differentation von 

Nun ist 

.... --.�----_.._...,. 

sin b sin A = sin a sin JJ, 
dB= - cot a sin Bde. 

d·log m . d log m . l :=:; --- sm J = ._ _ _ d T·- -- COS t/J Sill 'J.; d 'IP' 

*) Frisch fl. u f, «Zur Ahbild11ng '1!!8 Erdsphäroids» in ,,Zeitschrift für Verniessungswesen", 

J:�h�gang 1908. 
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cos ·rj; sin t ist konstant =-: cos 1/;o sin i'� also 
. d log m l = cos t/Jo Sill F-dl-:;-·-. 

Von. den Koeffizienten l, )./, l" werden nur die spätercll benötigt, für diese 
genügt es dlog m 9 7. 

dT = e-
zu setzen; d. h. die Größen ;„ ).' ... werden aus 

I = ß T, ß = t'» cos tjJ0 si11 ;,: 
durch Differentiation nach x erhalten. 

Aus dem sphärischen Dreiecke FN Pol, der Punkt N in FC vorausgesetzt, 
/· N = x, erhält man 

dtjJ dN . 
dx- = -- cos N, dx = - tan tjJ sm N, 
d cos � cos N . d sin tjJ -

d -
= Slll tjJ, --··- = - cos tjJ cos N; ,'); d�r; 

damit wird, wegen N = 1 soo - F für :i; = O, 
.il. = ß cos .i.o cos F A.' = � }!_ sin .1. 0 "I' ' 2 'i' 

111 (3 ß ,.. = - 6 cos <Ji0 cos F, A.111 = 24 sin qio. 
Für die späteren Koeffizienten µ,, µ,', µ," genügt es 

e2 
11t = l +· ? 72, m0 = 1 

zu setzen. ... 

dm dm dT dT 
-;/:r = d T dx' .dx = - cos tl> cos N, 
dm ·d- -- = - e2 '1' cos tj> cos N, :r 
ätm ·;t;i = t� (cos i.j> cos N)2 -- t'2 'l' sin tjJ, 
dSni 
d:r!t = e2 (4 sin tj> - sin PJ cos tjJ cos 1V, 
d'-1n (['Xi = e� (4 sin i.j> - sin PJ sin tjJ - 4 (cos tjJ cos Nl, u. s. w. 

µ, = e2 70 COS tj>O COS F, 
,u' = �'.!·((cos tj;0 cos l')� - T0 sin q;o), 

t'2 µ," = - ·K ( 4 sin tjJ0 - sin PJ cos tj>0 cos F, 

µ,"' = ;: ( ( 4 sin !.j>O - sin PJ sin !.j>0 - 4 (cos tjJ0 cos FJll_). 
Bei Benützung des Wertes (m) zur Berechnung- von log s kann das gröl.He 

vernachlässigte Glied bei lt= 5° zwei Einheiten der zehnten Dezimalstelle nicht 

überschreiten. 
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6. Um die WinkelkorrektionerJ mittelst der Größen t,Ji0 und !.J>' bezüglich des 

Vorzeichens richtig zu erhalten, dient folgende Betrachtung . Mit einem Fehler der 

Ordnung e6. XII der Abbildung der �Untersuchungen . .  • und e6. IX bei der zen

tralen Projektion ist u =J. Die Voraussetzung tos y = 1 ersetzt den Bereich 

der Kugelfläche längs der Linie FG durch jenen eines berührenden Zylinders. 

Für diese abgewickelte Kurve y = /(x) der Punkte M ist 

y=-:_(hz'_x)X, X=lo+ � (r+h)+ � (z2+/z.i-+1t2)-!- .. 
dy dx = tan tl>, 

Bei der Abbildung der ' Untersuchungen . .  > ist im ganzen Intervalle x = 0 
bis .i- = li das y negativ , - l positiv, die Kurve der Punkte M konkav gegen 
die .:r-Axe; in diesem Intervalle hat y e111 Minimum (absolut gröfHer Wert). 
Daß y immer negativ ist, folgt aus 

1+1· l )! 2""'"" = 10+ T(x + h) + z (x2 + /t1), 
welche GröC�e immer negativ ist. Dieser Ausdruck bleibt auch, im Falle alle 
Koeffizienten Ä, A.', .. positiv sind, noch negativ, wenn dessen Glieder durch die 
des Ausdruckes für X ersetzt werden. 

-Bei der zentralen Abbildung des Sphäroides auf die KugeUmit Mittelpunkt C0 
und Halbmesser No folgt: Wfrd durch z;wei Punkte J� 1• G1 . des Sphäroids und 
den Punkt C0 eine. Ebene gelegt, so schnejdet selbe die erwähnte Kugel in einem 
größten Kreisbogen FG. Sind C und C1 die zu den Punkten ./<� und G1 zuge
hörigen Durchschnitte der Normalen mit der Axe, so liegen C und C' sehr nahe 
und können mit einem Punkte c; zusammen! all end vorausgesetzt werden, we1111 
� und G1 sehr nahe sind. Die Ebene Pi G1 C1 ist ein Normalschnitt und schneidet 
da:> Sphäroid in einer Kürzesten K. Ist die Strt:cke C C• nicht verschwindend 
klein, so gehen die Normalebenen der Ele:1•ente der Kürzesten /( auf dem Sphil
roid durch die aufeinand.er folgenden Punkte von C bis C1• 

Liegen C und C1 auf der Axe unterhalb des Punk tes l�, so liegt die 
Kürzeste K oberhalb (d. h. näher dem Pole) der Schnittlinie der Ebene Pi G1 C� 
mit dem Sphäroide. Gleiches gilt auch von dem Bilde der Kürzesten bezüglich 
des größten Kreisbeigens FG auf der Kugel. In diesem Falle ist <p (also auch tj;) 
> P. Das Umgekehrte findet statt für cp < P. Im ersten Falle lieg·t das Bild der 
Kü.rzesten inirnrhalb, im zweiten auf.Jerhalb des Dreieckes Pol FG. 

Dasselbe Resultat gibt die G leichung· 
:Y=x(h-x>x. 

2 
Liegt der Bogen FG nördlich vom Mittelparnllel, so ist T positiv, also 

auch + (/ + /i) und X; für die südliche Lage des Bogens .l G i�;t X immer negat iv . 

Der Fall, daß der Bo.gen .RG den Mittelparallel im Punkte x = x1 schneidet, 
muß besonders behandelt werden. An dieser Ste lle ist T also auch t gleich Nul1 
und die Kurve der Punkte M besitzt in .:i:t ei nen Wendepunkt. We�en 
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I == 10 + lx1 + J.1 x1 � + .. = 0, wird 

X=!:_(x+-Ji - 3,i·1)+ ��(x1+/tx+lt2--6x12)+ .. 3 6 
Xi __; � (lt - 2 .r1) + �1-(li� + hx1 - 5.-i/) + .. 

Oie U11tersuchung des Verlaufes der Kurve M mittelst der G.leichu11g J'=/lx) 
möge auf die beiden e.rsten Gliedern beschränkt werden. Für diese ist 

A = {i COS lj;O \.OS r: )! = - -�- Sill tj;0, ß positiv, 
Ist cos F positiv, so zieht der Bogen FG nach Nordosten; ). ist positiv , 

,l.' negativ. 

I Jz 
) - . 

Xl'h
;. 

J '"' ' . st .t"1 = -3 - z (z pos., so wird das Anfangsglted von . g e1c 3 (.rT "'z., 

iV 
also positiv. X ist für alle Werte x positiv, wenn nicht z unter -- 6'i lt2 herab-

gemindert wird; die Kurve M ist von x = 0 bis .x-1 konvex, , on x1 bis lt konkav 

}. G r „ 
lt . 1 · K jl .f • D zu ' . . J,'ur x1 = -:f ist < 1e urve 1.r. von x = 0 bis zu ihrem urchschnitte mit 

).' lt G 111 x = x1, wo x11 = - 6-l lt2 .. , k�nkav mit neg·ativen ;v, von :1.:.i bis lt ist 
)' positiv, von :r·2 bis .1·1 ist die Kurve M konvex, dann konkav. Verschiebt man 

"b lt . lt ;1'1 u er � h1nau." :r·1 = ,.,- -+ z, dann riickt der Punkt .i·2 immer niiher zu G. ,, j 
Der Teil der Kurve 111 vo11 ;1' = 0 bis .1·� hat negative y, der andere positive, 
der Teil von ;)·� l1is .1·1 ist konvex gr.gen Jl'G, gleichgiltig ob ;i·1 grijßer oder 
kleiner als .1·:! ist, der iibrig-e Teil ist konkav. 

Ist cos F negativ ,  so zieht der Bogen FC' llcLch Südosten; ?., J-1 sind negativ. 
Soll X positiv werJen, so mtil� in erster Jnstanz .1: + /i - :; :r1 negativ werden. 

lt Ist ;r1 < ·-r, so ist..(\' immer negativ; die Kurve ;1f ist von .i: = 0 bis [f•1 konvex, 
von .,·=.1·1 bis lt konkav g·ege11 f•G'. Erst für :J"1= !� _L z, ;r:<3B kann X . - 3 r-
a 1 so auch )' positiv werden. Die Kurve 111 schneidet den Bogen J� G in :1·�1 sie 
ist von ;r = 0 bis :1·� k onkav mit positiven .1', von ::r:2 bis lt sind 11egative y; 
von .1·'2 bis ·"t gleichgil1ig ob .1·� gTöf.\er oder kleiner als�, ist, konvex gegen FC, 
sonst ko11kav. 

Gleiches gilt auch i"iir die konforme Abbildung aur dieser Kugel. 
Gau1.:. äihlt in den «Untersuchungen . .> das Azimut in Sinne von Süden 

nach Westen, der Pu11kt G- wir<l westlich von /t' vorausgesetzt. Die Gleichung 

für die Azimutkorrektio11 lautet: Sphäroidisches Azimut - splüirisches Azimut= tji. 
Der Ciauß'sche Winkel x zwischen positiver Meridianrichtung (nach Siiden) 

und positiver x l�ichtung· (11ach Westc11) im Punkte N des Bogens /• G ist gleich 
dem Dreieckswinkel N des Dreiecks Pol l1.N 

Gcgc11wiirtig- wird die positive MeriJia11riclitu11g· nach Norde11 geziililt, das 
Azimut von Norden über Osten. Der Punkt C wird· dann östlich von F voraus
gesetzt. Die Gleichung- lür die Azimutkorrektion lautet: 
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Sphäroidisches Azimut - sphärisches Azimu t = - 4'· 
Der Winkel '1 ist bei dieser Zählung gleich 1 80° � N. 
Die Korrektio nen sind bei beiden Zählungen dieselben, da bei der neuen 

bezüglich der Gauß'scben die Richtung von r G und d'ie Nummer der Punkte P 

und G (erster und zweiter) vertauscht werden, wodurch die Vorzeichen ·unge· 
ändert bleiben. 

7 .  Für die Berechnung der Korrektionen des Azimutes und der Größe des 
Bogens s m i t  Zuziehung der Größen l.1; und m .1, sind Näherungswerte der Breite 
und des Azi mutes der Mitte ·der Seite r G nötig . Diese G rößen lassen sich mit 
genügender Genauigkeit auf die folgend.e Art bestimmen. 

Im sphärischen Dreiecke A B C  sei D die Mitte von AB, CD= d, in  den 
Teildreiecken A C  D und B CD sollen die Winkel bei C mit C1 und C� , die Winkel 
bei D mit D1 und D2 , die sphärischen Exzesse mit E1 und E2 bezeichnet werden. 
Dabei werden a - b, c, C als kleine Größen erster Ordmwg vorausgesetzt. 

l )  Bestimmt man im Dreiecke A C  D cos b, im Dreiecke ß CD cos a, so 
erhält man 

folgt 

c 
cos a + cos b = 2 cos Z cos d 

„ a - b  

tl + b 
cos -2-· � · · 

cos d =  cos -2- c cos 2 
Mit Fehler IV. Ordnung ist 

· a + b ( c2 a - b") cos d= cos · -2-- 1 + 2 sin 4 - 2 sin -4-

= CQS a t b ( 1 + t sin a sin b C') 
Mit  Fehler II . Ordnung ist 

· • 
. 

, L • a + b°' sm a sm u = s111  -2-. 

cos d = cos a+b + ,l- sin �t-� cos 
tl + b  C1 • 2 „ 2 . 2 ' 

a + b  d = -· -2 - . - z, P = -(T sin (a + b) C't 
· a +b d = -2- - -tr sin {a + b) C1• 

Ferner ist 
a + b  

2 cos d = cos a + cos b + t cos -z c•. 
2) Aus 

sin �. sin d =  sin A sin {, sin C� s i n d = sin IJ s in  2c· ·, 
. „ 

sin c �in A = sin C sin a. ,  sin c sin N = sin C sin b 
..... 
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. . c 
Sill --, . C1 - C� _ . C 2 sin C , . a - b a + b 

Siii --- COS - - - = --;� -. - Sill --- C OS --1 2 2 srn d s111 c 2 2 

r C. a + b . b) f' t..- 1 - 2 = -!- cot -y- (a - t..- . 

3.) Verlängert man A B  u nd ist B' der Außenwinkel von B, so ist 
D2 = A + � - E1 , D2 = B' - C2 + l:.�,  

A +B1 C1 - C2 Ei - .E2 D = -2- + ·---- --,-- - - --?---. 
„ .., 

t d b . c  . d . b . „ 
E an 2 tan 2 s111 1 sm 2 sm -2 srn t..- 1 

tan T = 1 + d b 
--- == ·d - b . ·-;r-:-6----:- C1 9 -

tan 2 tan -2 coa c; cos -2- - 2 sm 2 sm -�r s1 11 · ·-2-
und ebenso für h2. 

Nun ist 
d =  atb + z, z =II .  Ordnung 

d - b d- a cos -2- = cos � + Ill. Ordnung. 

Mit Fehler IV. Ordn ung ist daher 

E1 - E2 . d . b . . a tan -- -- --- = s1n - (srn - sm C1 - s111 --- sin C") 2 2 2 2 � ·  
sin -·:_i_ = sin �-=+--� + cos �+ b  a - b  - s1'n a+ b (a- b )s __ 

2 4 . 4 4 .  4 4 „ 

. b . a + b  a + b  a - b . a -\- b (a - b) 2 Slll -2 = Sl ll -- - cos -- -- - S!Il -- --- + 4 4 4 . 4 4 . .  , 
also mit  Fehler IV. Ordnu ng 

E1 - 1'.  . .'2 _ • a + b2 C' . 1 . a + b . tan - - sm ( - l.:i) - -.- sm --- (a - b) C 
2 + 1 - 0 2 , 

t.lamit  wird mit Fehler I V . Ordnung 
a +-b2 

A + B' 1 -j-- cos -
2

-
. 

, 
D2 = -- - · -- + - (a - b) C. 2 8 . a + b sm -2-

Bezeichnet man mi t q;o und q;' d ie sphlirischen Breiten von F und G, mit .l 
ihren Längenunterschied, mit tl>•;, die sphärische Breite der Mitt\! von FG, mit  « 
das Azimut von FG in 1,: mit a' das Azimut von GF in G, so ist 

,,, �o + �' + 1 · ( ·'· o · .1,1 � 2 'f''/" = -----2-- n· Siil '!' -r 'f' ) ,._ ; 

d ie zu dieser Brei te zugehörige Gröf�� 1�1, 

2 1;1" = '.1'0 + T' -!--' + s i n  �0 t lji' h'. 
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Die Größe 'l'r, der Mitte von FG t!J0 + �1 2  
1 + sin -- ·--

+ 1 . � 
'X.11� = et. z a - 90° - „---v + �,-- { 4' - 4°) l, 

8 cos 2 
diese Größe wird nur be i der Abbildung der « Un tersuchungen . .  , be nöti g l .  

Für d i e  Berechnung dieser letzteren Korrekt ionen geu ügen d reis tel l ige 
Logarithmen .  

Z u s a t z . Damit erhält man die in Artikel 1 3  u n d  22  der c U n tersuchungen . .  , 

gelieferten Formel n  der Azimu t- u n d  Län genkorrektionen.  Ist Q = tjJO -; '-t, �0-r.!J'= i'J', 

. d '  B . ' F Q + iJ . G 0 � . M' r.·r Q L so ist 1e reite m 1 = . 2, m = ,.., - -2 - , 1 11 der 1 t te von rv = T e-. 
Gauß gibt (Art. 9) 

log m = Aa qa + A4 q• + . .  , also 1 ....:..... (3 A3 q9 + 4 A. q3 + . .  ) si n  X · 
Daraus folgt : 1n,1, = 1 + VI.  Ordnung, m0 + m' = 2 + I V .  Ordnung, also 

s = A lt + V. Ordnung (G leichung 8 des Art. 22) 
l•1, = IV. Ordnun g ;  

mit Fehlern V .  Ord n u n g ist die Azimutkorrekt ion : 
} II h"" )." ft+ in  F= {- 1° lt sin x0 + -f20- , i n  G = - t /i lt sin t + T2ö- ; 

deren Unterschied 
A2 yO + "'' . 0 . . . 

T o2 lt sin ' 2 „ + V. rdn ung , 

Summe = 1V .  Ordnung. 
Damit ist auch erwiese n ,  daß i n  A rt. 2:2 der Fehle r der G l eichung 6) eine . 

(iröße der I V. Ordnung,  der Fehler der G le ichu n g  7) ei 1 1e  Größe <ler V .  Ord nung 
beträgt.  

· Nachtrag zur Gesch ichte der  praktischen Geometr ie 
· 

i n  Polen.  
Von Prof. Dr. W. Lbka "In Lemberg. 

[n den Sitzu ngsberichten uer K rakauer Akademie  der Wissenschaften ( 1 90 7 ,  
S .  · 1 99) befindet sich ein Au fsatz des H .  M c r c v. y n g ü ber e i n i m Jahre 1 630 
in H akow erschienenes Lehrbuch <ler Ma them atik , w elc hes fiir d ie Geschichte der  
prak t ischen G eometrie i n  Polen von großer \. ' i ch t igke i t  ist .  Der Titel d es Werkes 
lautet : « :LO A C H. S T E G  M A N  l I n s t i t u t  i o n u rn 1\-f A T  H E M  A T  1 C A H U M  
L i b r i I I .  q u i b u s  i n i t i a  J. A R T T H M E T I C A E , H .  G E O M E T R I A E , p ro 
i n c i p i e n t i b u s  d i l u c i J c  e x p l i c a 11 t u r , & a d  p ra x i n  v a r i e  a c c o rn o
d a n t u r : J u s s u S u p e r i o r u m , ] n  u s u m S c h o l a e  R a c o v i a n a e  c o n s c r i p t i . » 

T y p i s  S e b a s t i a n i  S t e rn a c i i , C I J. lJ .  C X X X . 
Das m i r  vorl i ege n .�e Exen1 p lar ( N r. 1 6 .47 1 der  Bib l io thek  des Osso l i n e u m  

i n  Lemberg) .ist u nvol lsfä n � Hg und besi t;.:l  1 90 Sei te n . Von t l c m  Werke si n d  n u r  

vier ßxempl are bekann t .  


