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Zur GauB’'schen sphéroidischen Trigonometrie.

Von Universititsprofessor De. Johannes Frischauf,

I. In den «Untersuchungen iiher Gegenstiinde der héhern Geodiisie» (erste
Abhandlung) liefert Gauf} eine sphiiroidische Trigonometrie, die sich aufl solche
Dreiecke bezieht, wo zwei Seiten Meridianbégen, die dritte (dem Pole gepeniiber-
liegende) klein ist. Die Dreiecke werden auf einer schmalen Zone zwischen zwei
Parallelkreisen vorausgesetzt. Die Lisung der einzelnen Aufgaben wird durch die
konforme Abbildung des Sphiroides auf die Kugel ausgefiihrt, Die Breite eines
Punktes auf dem Sphiroid wird durch P -5, die seines Bildes auf der Kugel
durch Q -} ¢ bezeichnet, wo /72 und ({ die Breiten des Mittelparallels auf dem
Sphiiroid und seines Bildes auf der Kugel bedeuten.

Gaufl behandelt zwei Fiille dieser Abbildung. In der erwithnten Abhandlung
wird die Abbildung unter der Voraussetzung vorgenommen, dafl die Abweichung
der Vergriferungszahl von der Einheit von dritter Potenz nach p oder ¢ ist; im
Nachla3 (9. Bd. der Werke Gauf3) wird der Fall behandelt, daf} dicse Abweichung
cine Grifle zweiter Potenz nach p oder ¢ ist; in diesem Lalle ist />= Q,

Die erste Abbildung erfordert ziemlich umstindliche Rechaungen, die durch
Tafeln abgekiirzt werden kinnen ; sie ist daher nur dann mit Vorteil verwendbar,
wenn viele Dreiecke zu berechnen sind, was namentlich bei einer l.andesautnahme
der Fall ist. Sind nur wemge Dreiecke zu berechnen, so empfiehlt sich die zweite
Abbildung, ztmal die Reduktionsformeln beim Ubergange eines Dreieckes auf
dem Sphiroid zu jenem auf der Kugel (und umgekehrt) einfache Ausdriicke
wertlen. . .

Es mag iiberdies noch bemerkt werden, dall der Artikel 12 der Gaufy’schen
Abbandlung, der die Grundlagen der Aullisung sphiroidischer Dreiecke liefert,
nicht die Voraussetzung konformer Abbildung fordert. Diese wird erst im Art, 13
gemacht. Bei nicht konformer Abbildung mufl aber beriicksichtigt werden, dafs
die Vergro@erungszahl nicht nur eine Funktion des Punktortes ist, sondern auch
von der Richtung des abzubildenden Elementes abhingt.



Der zur dritten (kleinen) Seite des sphiiroidischen Dreiecks zugehorige
grofdte Kreisbogen auf der Kugel wird durch #G bezeichnet, seine in Teilen des
Halbmessers ausgedriickte GroBe mit 4. In den SchluSformeln macht Gaufl die
stillschweigende Voraussetzung, daB /4 : ¢ eine kleine GriBe bedeutet. Wird
aber diese Voraussetzung fallen gelassen,”) so sind die von Gaul gegebenen
Niherungsausdriicke fiir die Azimut- und Lingen-Reduktionen nicht mehr aus-
reichend.

2. Im folgenden soll eine Erweiterung der Reduktions-Ausdriicke der Grilien
aul dem Sphiiroid in die beziiglichen aufl der Kugel (und umgekehrt) unter der
Voraussetzung gegeben werden, daff ¢ und 2 GrilBen derselben (erster) Ordnung
sind. Behufs dieser Erweiterung ist zuniichst cine Untersuchung iiber den Grad
der Genauigkeit der Formeln, d. i. der Ordnung der Fehler der zur Ermoglichung
der L.osung von GauBl jn Art. 12 gemachten Vereinfachungen nétig. Diese soll
zuniichst beziiglich der in den «Untersuchungen . .» mitgeteilten Abbildung des
Sphiroides auf die Kugel geliefert werden.

Die im Artikel 12 mitgeteilten Nihcrungsausdriicke kdnnen zur Bestimmung
der Ordnung der in den Formeln dieses Artikels vernachlissigten Grilden dienen.

1) Wird in der Gleichung
de: dx

A =dnsin v
du  cos ol
d
cos ¥ == | gesetzt, so wird, da ¥ von der Ordnung gt h, -% von der Ord-
nung ¢* g% ist, im Resultate ein Fehler von der Ordnung % ¢% 43 bewirkt. Von
gleicher Ordnung ist der Fehler, wenn sin ¢ = i = tan ¥ gesetzt wird,
e RGOS Yo b
2) HES ey = 0087
dn siny dy d5:z
T P E—FCOSJ, du
siny cosy |
0 PPl e Z O e
z = du +cosy.dm

y ist von der Ordnung e%. IV. Ordnung,
y = u - Grofle ¢ XIl. Ordnung;

siny cosy du =siny cos y dy = {dsin y3

das ‘Integral von der Ordnung ¢t. VIII; mit diesem Fehler kann

1
== —
m
gesetzt werden.
3) In der Gleichung
0
tan ¢ = o ta[:) v —-m S ..l_-dm
”m m

*) Dazu lst auch Gauf in Art. 15 und 22 seiner «Untersuchungen .. .» gendtigt,
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ist das Integral lings der Linie der Punkte J zu erstrecken; dieses kann ersetz
werden durch das Integral lings der Linic der Punkte V. Denn / ist eine Grifie
der Ordnung #* g*; wird / nach Potenzen von y entwickelt, so ist
‘dl

=t {2

df  dl
. dy =u’(; )
wird daher / in der Linie der Punkte NV genommen, d. h. durch /, ersetzt, so
ist der Fehler von der Ordnung ¢2 ¢ y, also der Fehler im obigen lntegral vun
der Ordnung #4, VI,

Die Werte von tan ¢° und tan ¢’
tan 0= L Ml -} (44— 00 A2

und fiir tan 3" weichen von den genauen Werten nur um Gréflen o4 VI, Ord-
nung nach ¢ und £ ab. Unteisucht man aber die Ordnungszahl der Glieder dieser
Rethen fiir tan ¢° und tan 4, so erhiilt man

2% ist von der Ordnung e2 9%/

Ah2 » » » » c‘?.(j/lg
foy,/[,“, b » J » c’*.g“ i?
l(t./l"‘ > by » » e*‘_gi‘/ﬁ
VI3 s s ’ 20 s

Daraus folgt die Gleichung
" o e
fan Pp = mn-w -~ \ —
2" "
wobei das letzte Integral in der Linie der Punkte &V zu nehmen ist. Diese Gleichung
kann ohne Schidigung des Grades der Genauigkeit durch
tan Y =tan P, — gld @

ersetzt werden. Dabei kann
=D da b Mt

soweit fortgesetzt werden, bis die oben angesctzte Fehlergrenze (¢4 V1. Ordnung)
erreicht wird.

3. Wenn Gauf3 als Werte

tan 0= (0~ $ VA, tan P’ = — (L0 L ) A
ansetzt, d. i. Glieder der Ordnung ¢%¢2/%, so ist das erste Fehlerglied J= {7 4" 2%,
d. h. es wird ein Glied der Ordnung «*/% vernachlissigt, welche Vernachlissiguny
nur dann gestattet ist, wenn /% gegen ¢ eine kleine Grofie ist. Ist aber % mit ¢
von derselben Ordnung, so mufd das Glied F % 2 /4% noch dazu genommen
werden, um ¥° und ¢’ genau aut ¢3. HUl. Ordnung zu erhalten.

In dem Beispiele, das Oskar Schreiber auf Seite 86 seiner «Theorie der
Projektionsmethode der Hannover'schen landesvermessung» gibt, ist 2 mehr als
doppelt so groff als ¢ und deshalb reichen die Gaul¥’schen Formeln nicht aus.

Aus der vorigen Gleichung fiir tan # folgt:
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70 Al Yy /L A8
o= Y/
4 @2+0 i R
, Hz /5 /z A48

I'ir Werte ¢ oder /2 von 5. Grade an ist ¢ als kleine Grofle erster Ordnung
z1 betrachten, es konnen daher diese Reihen bis einschliefSlich der Glieder mit /7
fortpesetzt werden.

Wegen ?+E=§+%+g£+”
0 (n
w'=—(0 \/+”‘-[ ?fhﬂ|

Ist /,, der Wcrt von / fiir die Mitte von /G,

A 2k R
=0+ SRS

so ist wegen
n ARE QA8 A
Gt =g e

4 M AAE L SAURB L B4
f"+ 2+ Ty e g e i A
ey by, ARt AMAD
"’0_('6'"*" Vit g
3 b )“114 l‘“/l
e € e
4. Fiir den Bogen s auf dem Sphiroide lautet der genaue Ausdruck:

a2
m cos

4

Wird cos » und cos v == | gesetat, so ist der Fehler ¢* mit einer Grofle

VIIL. beziiglich VI. Ordnung; im Integral daher von der Ordnung ¢, VIL Mit

solchem Fehler kann daher 3 S dx
el

m

gesetzt werden. Wird sz statt in der Linie A in der Linie N genommen, so ist
der Fehler von der Ordnung «2y¢% also in s von der Ordnung ¢*. VII.
Damit wird
Al

s=o gl —duh— g —u) A —f @' —2pp' +uh) 4 — . ],

Nun ist
ph* = Ordnung «2¢° /2,
w'h® = Ordnung ¢ ¢ 4% @?%° = Ordnung 4 43,
w' it = Ordnung 228, pwp' ot = Ordnung &4 32%, 0dht = Ordoung €% 4% i}
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u. s, w. Sollen daher die Glieder mit ¢2. IV. Ordnung beriicksichtigt werden, so

mufd

N

gesetzt werden; dieser Ausdruck kano aber so weit fortgesetzt werden, bis die
Fehlergrenze ¢f. VIl erreicht wird. In dem Gaufd'schen Niherungsausdrucke

werden die Glieder mit p'/%, w"/4* welche mit dem Gliede mit w2 vou derselben
Ordaung sind, vernachliissigt.

In den Gliedern von u/4* an kann my = 1 gesetat werden, der Fehler ist
von der Ordnung «*. VIL

Fiir die Berechnung von s empfiehlt sich der Ausdruck

cp it

T ()
6 1 4 |
T = b o, T

wo wmy, die Vergroflerungszahl in der Mitte von /76 bedeutet. Diese Formel be-
riicksichtigt noch das Glied mit @, und das Hauptylied des Fehlers hotriigt
A b

Mit einem Fehler der Ordnung ¢*. g% in (m) also ¢*. VIl in s kanu
6 (me) = m® - d w4 m'
gesetzt werden.
Ist s gegeben und wird Z gesucht, so erhidlt man mit gleicher Fehlerorduung,
iy S

A

0 =

gesetzt,
=106} tpe? | Ll $uat - ..

Werden nur die Glieder mit <% IV beriicksichtigt, so wird

() s
/z.—.:----;%m-
gerechnet,
Da bei dieser Abbildung dic Koeflizienten 4, 4, 2, .., w, w', w", .. ziemlich
komplizierte Ausdriicke sind, so sind die Korrektionen 0 und ¢ nach
0 . . ’
(i ()
und & mittelst () zu rechnen, falls die erste Niherung geniigt.

5. Sind nur wenige Dreiecke zu berechnen, so empfiehlt sich die Abbildung
des Sphiroides aufl eine Kugel, die das Sphiroid im Mittelparallel beriihrt, deren
Mitlclpunkl C, der Durchschnitt der Normalen des Mittelparailels mit der Axe
und deren Halbmesser o1 die Liinge A, der Normale eines Punktes des Mittel-
patalleles ist. Gauf bildet (NachlaB «Das elliptische Sphitvoids, Bid. 9 der Werke)
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das Splhiroid konform auf die Kugel ab. Die Abbildung kann auch zentral vor-
genommen werden,*) welche Abbildung sehr anschaulich ist, deren Formeln sehr
einfach _entwickelt werden kénnen und deren sphirische Breite von der konformen
nur um eine Grofle ef. lll. Ordnung abweicht Die Abweichung der zentral.n
Projektion von der konformen ist eine so geringe, dal} sie nur bei sehr genauen
Rechnungen beriicksichtigt werden mulfi.

Da bei diesen Abbildungen / von der Ordnung ¢2.1, 4, 4, .. von der Ord-
nung ¢*. Null, 4 von der Ordnung #2.], u', #", .. von der Ordnung 2. Null sind,
so werden durch die Vereinfachungen des Artikels 2 bei ¢° und ¢ GréBen der
Ordnung ¢*. 1V, bei s Grofien der Ordnung ¢*. V vernachlissigt. Die in Artikel 3
gegebenen Reihen fiir #° nnd ¢ konnen bis einschlieBlich der Glieder mit 4°
fortgesetzt werden. Die GroBle s muf) mindestens

Al

my

s (I —tuk — Lu'h?)

gesetzt werden.

Wird mit Gaufs (Nachlal}) die sphiroidische Breite mit ¢, die sphirische
mit #, die Mittelbreite mit A bezeichnet, so erhilt man fiir die Vergrolierungs-
zahl  einschlielllich der Glieder mit ¢4, sin ¥ — sin 2 = 7’ gesetut,

S5¢t

G PR e Lk

log m=, (14 &%) /’—---g-..sjnj)jii__ i3 74,
et L S L ot R D
= (1 €2 7% - o 3 sin 27 ..,.24,1

fiir konforme Abbildung; _
2 t
log m = ‘:? (1 + wet) 72 - ‘é sin 2734 10 73,

e¥ £y AT e i
m= (1 +ee?) 7?2 4 ?sml’l«h}- g

« = sin P* -} cos ¢°2 sin /7,
wo ¥° die DBreite des Punktes F bedeutet, fiir zentrale Abbildung.
Zur Bestimmung der Koeffizienten 2, .. u, ¢ moge eingeschaltet werden :
Sind im sphirischen Dreiecke 48 ¢ Winkel A und Seite 4 konstant, so erhilt
man durch Difterenziation der Gleichung
cos @ == cos & cos ¢ + sin & sin ¢ cos A
mit Zuziehung von
8in @ cos /S = cos A sin ¢ — sin & cos ¢ cos A,
da = cos Ddc¢;
daraus durch Differentation von
‘ sin & sin A = sina sin 5,
dB = — cot a sin Bde,
Nun ist i dlogm .~ dlogm

Tdy TR

COS ¥ Sin §.

*) Frischaut, «Zur Abhildung des Erdsphiroidss in ,Zeitschrift fir Vermessungswesen*,
Jahrgang 1908.
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cos ¥ sin g 1st konstant =— cos ¥ sin /4 also

. d log m
= 5 PO §in e e,
l cos ¥ su 57
Von den Koeffizienten 4, 4, 4 werden nur die spiiteren benotigt, fiir diese
geniigt es : »
£ dlogm _ .,
ar

zu setzen; d. h. die GroBen 2, 2. .. werden aus
/=37, 3=¢eTcos PYsin 7/,
durch Diflerentiation nach v erhalten.
Aus dem sphirischen Dreiecke #/V Pol, der Punkt V in /°G vorauspesetat,
'V =1, erhilt man '

d anN =
e = cos N, s === tan ¢ sin 4V,
d cos P cos V . d sind
—_———eee = § —_——— == — CO0S S ;V
- o sin g, T cos ¢ cos .V,
damit wird, wegen N= 1809 — / fiir x =0,
3
A= cosd®cos F, ¥ =— ; sin ®

/]
= — '/(," cos ¢0 cos f, A= "’?4 Sy

Fiir die spiteren Koeffizienten w, @', u* geniigt es

e

€

m=1--5 712 my=1

L

zu setzen,
a’n_z_ . dm al Jd7T
dx ~ dT dz’ dx

dm
D s
= —¢2 T'cos Y cos IV,
dx v '

A . T
= ¢4 (cos ¢ cos Mt -~ ¢2 1"sin ¢,
% 0 /4 o

A= (4 sin g — sin L) cos § cos 1V,

da o P 2

ot = (#sing —sin 2 sing — 4 (cosdpcos V)Y, u. s w.

= — cosy cos LV,

w=1e* 70 cos §? cos #,

W= tz’- [(cos P cos £)¥ — 7V sin ‘P']-
2
u'= — t6 (4 sin g — sin £) cos 0 cos #,
= o4 (4 sin 40 — sin 22 sin 4 — 4 (cos § cos /¥

Bei Beniitzung des Wertes () zur Berechnung von log s kann das grolite
vernachlidssigte Glied bei 2 =759 zwei Einheiten der zehnten Dezimalstelle nicht
iiberschreiten. '
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6. Um die Winkelkorrektionen mittelst der Groflen 0 und ¢’ beziiglich des
Vorzeichens richtig zu erhalten, dient folgende Betrachtung. Mit einem Fehler der
Ordnung ¢®, XII der Abbildung der «Untersuchungen..» und ¢%. X bei der zen-
tralen Projektion ist ¥ =y. Die Voraussetzung cos y =1 ersetzt den Bereich
der Kugelfliche lings der Linie #G durch jenen eines beriihrenden Zylinders.
Fiir diese abgewickelte Kurve y = f(x) der Punkte A7 ist

z(h—2x) ’ A, s
y=" Xt L ek @
dy dty
5 = tan ¢, ) =/,

Bei der Abbildung der «Untersuchungen..» ist im ganzen I[ntervalle ¥ =0
bis x=1/4 das y negativ, —/ positiv, die Kurve der Punkte A7 konkav gegen
die r-Axe; in diesem Intervalle hat y ein Minimum (absolut grifSter Wert).
Dall y immer negativ ist, folgt aus

e N2 L E T
welche Griéfle immer negativ ist. Dieser Ausdruck bleibt auch, im Falle alle
Koeffizienten 4,4',.. positiv sind, noch negativ, wenn dessen Glieder durch die
des Ausdruckes fiir X ersetzt werden.

Bei der zentralen Abbildung des Sphiiroides auf die Kugel imit Mittelpunkt g
und Halbmesser /N, folgt: Wird durch zwei Punkte /q, G, des Sphiroids und
den Punkt C; eine Ebene gelegt, so schneidet selbe die erwihnte Kugel in einem
grofiten Kreisbogen #°G. Sind C und ¢ die zu den Punkten 7 und G, zuge-
horigen Durchschnitte der Normalen mit der Axe, so liegen € und C" sehr nahe
und konnen mit einem Punkte €] zusammenfallend vorausgesetzt werden, wenn
#, und G, sehr nahe sind. Die Ebene /# G, €, ist ein Normalschnitt und schneidet
das Sphiroid in einer Kiirzesten A" Ist die Strecke C'C* nicht verschwindend
klein, so gehen die Normalebenen der Elenvente der Kiirzesten & auf dem Sphii-
roid durch die aufeinander folgenden Punkte von €' his €7,

Liegen €' und €' auf der Axe unterhalb des Punktes (y, so liegt die
Kiirzeste A° oberhalb (d. h. niiher dem Pole) der Schnittlinie der Ebene 74 G, ¢,
mit dem Sphiiroide. Gleiches gilt auch von dem Bilde der Kiirzesten beziiglich
des grofiten Kreisbogens /G aul der Kugel. In diesem Falle ist ¢ (also auch ¢)
> P. Das Umgekehrte findet statt fiir @ </” Im ersten Falle liegt das Bild der
Kiirzesten innerhalb, im zweiten auflerhalb des Dreieckes Pol /(.

Dasselbe Resultat gibt die Gleichung
s x(h—x) X

/)

Liegt der Bogen /7G' nbrdlich vom Mittelparallel, so ist 7 positiv, also
auch 4 (/4 2y und X; fiir die siidliche Lage des Bogens #G ist .Y immer negativ.

Der Fall, dafi der Bogen /G den Mittelparallel im Punkte ¥ = & schueidet,
mufd besonders behandelt werden. An dieser Stelle ist 7" also auch / gleich Null
und dic Kurve der Punkte 47 besitzt in v einen Wendepunkt. Wegen
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(=Y —+— l.ﬁ ~{~» l'.t‘ly —+~- .=0, wird
B T Y e E

- A A .
=g ¢—2x)+ z B+ e, =507+
Die Untersuchung des Verlaules der Kurve 47 mittelst der Gleichung y=f(x)
moge auf die beiden ersten Gliedern beschrinkt werden. Fiir diese ist
, . - g
A=pcosd®cos & A=— {) sin 0, B positiv.

Ist cos /" positiv, so zieht der Bogen /°G' nach Nordosten; 4 ist positiv,
A negativ.,

Y : . p g R o
Istt = e (¢ pos.), so wird das Anfangsglied von X gleich 3 (r-}-3s,
., B e .. . A" a2
also positiv. X ist fiir alle Werte = positiv, wenn nicht z unter — 67 /e” herab-

gemindert wird; die Kurve 27 ist von x =0 bis 2, kouvex, von 2y bis 2 konkav

1 R {; ist die Kurve & von =0 bis zu ihrem Durchschnitte mit

e ‘ x
FGin ¥ =ux;, wo x,= — 61 /2 .., konkav mit negativen v, von x, bis 4 ist
& positiv, von wy bis y ist die Kurve A7 konvex, dann koukav. Verschiebt man
4y uber y hinau.., oy = s -2, dann riickt der Punkt ., i © i zu (r
3 Uy g =g, di unkt ., immer niher zu .

Der Teil der Kurve M von =0 bis », hat negative y, der andere positive,
der Teil von .oy, bis .y ist konvex gegen /G, gleichgiltig ob @, griofler oder
Kleiner als oy ist, der tbrige Teil ist konkav.

Ist cos /7 negativ, so zieht der Bogen /76" nach Stidosten; 4, A sind negativ,
Soll A" positiv werden, so muls in erster Instanz » J- 2 — 3.0 negativ. werden.

/r . :
Ist oy < g0 80 ist .\ immer negativ; die Kurve A7 ist von »=0 bhis #, konvex,
Vol =y bis 4 konkav gegen /G Erst fir ay = _ -} 5, » <35 kann X

3

also auch 3 positiv werden. Die Kurve A7 schneidet den Bogen /G in ay, sie
ist von a=10 his .+, konkav mit positiven ¥, von ., his /2 sind negative »;
von oy bis oy gleichgiliig ob oy griBler oder kleiner als &y ist, konvex gegen /G,
sonst konkav,

Gleiches gilt auch fiir die kontorme Abbildung aul dieser Kugel.

Gauls - zihit in den «Untersuchungen . .» das Azimut im Sinne von Siden
nach Westen, der Punkt & wird westlich von # vorausgesetat.  Die Gleichung
fiir die Azimutkorrektion lautet: Sphiiroidisches Azimut — sphiirisches Azimut = §.

Der Gaufd'sche Winkel y zwischen positiver Meridianrichtung  (nach Siiden)
und positiver & Richtung (nach Westen) im Punkte /V des Bogens /¢ ist gleich
dem Dreieckswinkel V des Dreiecks Pol 70V,

Gegenwiirtig wird die positive Merilianrichtung  nach Norden gezihlt, das
Azimut von Norden iiber Osten. Der Punkt ¢ wird dann Gstlich von ' voraus-
pesetzt. Die Gleichung tir die Azimutkorrektion lautet:
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Sphiroidisches Azimut — sphirisches Azimut = — ¢.

Der Winkel y ist bei dieser Zihlung gleich 180° — /V.

Die Korrektionen sind bei beiden Zihlungen dieselben, da bei der neuen
beziiglich der Gaul’schen die Richtung von #G und die Nummer der Punkte #
und G (erster und zweiter) vertauscht werden, wodurch die Vorzeichen unge-
iindert bleiben.

7. Fiir die Berechnung der Korrektionen des Azimutes und der Grofle des
Bogens s mit Zuziehung der Gréflen /;, und ., sind Niherungswerte der Breite
und des Azimutes der Mitte der Seite ~G nétig., Diese Groflen lassen sich mit
geniigender Genauigkeit auf die folgende Art bestimmen.

Im sphirischen Dreiecke 4B (" sei D die Mitte von AB, (D =4d, in den
Teildreiecken ACD und BC D sollen die Winkel bei C mit C; und (,, die Winkel
bei D mit D, und D,, die sphirischen Exzesse mit £, und £, bezeichrnet werden.
Dabei werden @ — 4, ¢, C als kleine Groflen erster Ordnung vorausgesetzt.

1) Bestimmt man im Dreiecke 4CD cos 4, im Dreiecke 8CD cos a, so
erhilt man

¢
€08 @ + cos 6 =2 cos  cos &
o

a—0o
coS .

a—}—b 2

cos 4 = cos S T

3
cos

4
Mit Fehler 1V. Ordnung ist

§ in a-}—bl' SR=r DO Ll Lk g
cos 4 = cos 2 ‘l+.sm4 2 sin — )
a6

ok T R (1 4§ sin @ sin 6 C?)

Mit Fehler II. Ordnung ist

¥
sin a sin & = sin 4 t{'_,
g
ces 4 = wsa—-;-—é + & sin “42"5 . 00S “‘Zf‘b C*;

d:“‘*‘b — 5, 5= ysin(at8) C?,

d = -"--+—— 2 sin (a4 ) €.

Ferner ist

a-tb
2cosd=cosa—+ cos b+t cos 7 &
2) Aus
; | ! ST R ! T
sin €, sin d=sin A sin ., sin €, sin d = sin 5 sin

sin ¢ sin A = sin Csin a, sin ¢ sin # = sin C'sin b
folgt
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5 . ¢
Losins L .
. (G — Gy C 2 sin C 0 d—écosa—}—b
8l ——— 2 COS = 8
g 2 2 sind sin ¢ 2 2’

-t

1

£, — (3=} cot (@ —6) C.

3) Verlingert man 45 und ist B* der Aullenwinkel von /53, so ist
Dy=A+(, —FE, Dy=B"— (34 1,
A—I—B' Cl = (:2 Ll_.]u)

P=—7m—71 7 ~ 77
a TR d . b .
- tan -5 tan ——sin (o Sin - sy 5 sin (g
; 2

tan “—éfl——— — 2 e _____.-,__2_ T e
b d—b d . . €
s ¥ 3 ==4 e QI - S1D - -
l—}-tan - tan ,,LoaC, cos — 2 sin 5 sin 5 sin o,

und ebenso fur /.
Nun ist
gz =II. Ordnung

d—b d

COS —5— = COS ~—5— + I1I. Ordnung.
Mit Fehler IV. Ordmmg ist daher
o) b
tan -5~ =i —g (sin—- sin €} — sin —2~- sin C3).
sin : = sin ~—4 + ‘”_i_bﬂ;- ~— sin dj:b(f—{——) —_..
0 I/ v - o — . - — 2
sin—- = sin 4|- —cos r;l—& 34 &wsmﬂ r& (a T 1)) + -
also mit Fehler 1V. Ordnung
S V‘ b -~
tan i 3 £ 'n—z———g}é« (€, — Cy) — & sin dj_ )((z — 0 C;
damit wird mit Fehler 1V. Ordnung
LZ‘|—/)*
I -} cos
A+ b 2 .
) 5 - : e i (g — BYC
2 2
- 8 sin Zonlly

2

Bezeichnet man mit §° und ¢ die sphiirischen Breiten von / und G, mit 2
ihren Lingenunterschied, mit y, die sphiirische Breite der Mitte von /G, mit e
das Azimut von 7°G in £ mit e« das Azimut von G# i G, so ist

0 / _ .
o= YTV st o
die zu dieser Breite zugehdrige Grofse ]i,u

0, 4



Y e

Die Greéfie y,, der Mitte von £G
0 042
bl 1 -}- sin ip««:i;-lp
=T 00— =40,
£ 8 cos ——n——

diese Grofle wird nur bei der Abbildung der «<Untersuchungen . .» bendtigt.

Fir die Berechnung dieser letzteren Korrektionen geniigen dreistellige
Logarithmen.

Zusatz. Damit erhilt man die in Artikel 13 und 22 der «Untersuchungen . .»

0 1- o),
gelieferten Formeln der Azimut- und Lingenkorrektionen. Ist Q = 4 J)q', PO— = 0,

DAk Mot BISHG R (it % A ‘; ,
Gauf} gibt (Art. 9)

log m=Ay;q®+ A,9* + ., also {=(3A439+ 44,4+ . ) siny.

Daraus folgt: sz, =1 + VI. Ordnung, 9 + ' = 2 4 IV. Ordnung, also

s=Ak -+ V. Ordnung (Gleichung 8 des Art. 22)
4y,= 1V. Ordnung;
mit Fehlern V. Ordnung ist die Azimutkorrektion:
iR i

120" in G=— &% sin g T30

in der Mitte von /G =(Q-z.

iR oJim= b0 A wint 0 -
deren Unterschied

{. ']
:;’_'2. 32 1 sin L";._x -+ V. Ordnung,

Summe = 1V. Ordnung.

Damit ist auch erwiesen, daB in Art. 22 der Fehler der Gleichung 0) eine .
Grole der 1V. Orduung, der Fehler der Gleichung 7) eine Grille der V. Ordnung
betrigt.

Nachtrag zur Geschichte der praktischen Geometrie

in Polen.
Von Prof. Dr. W. Léska in Lemberg.

In den Sitzungsberichten der Krakauer Akademice der Wissenschaften (1907,
5. 199) befindet sich ein Aufsatz des H. Merczyng diber ein im Jahre 1630
in Rakow erschienenes Lehrbuch der Mathematik, welches [iir die Geschichte der
praktischen Geometrie in Polen von grofler Wichtigkeit ist. Der Titel des Werkes
lautet: «J@ACH. STEGMANI Institutionum MATHEMATICARUM
Libri Il quibus initia I. ARITHMETICAE, . GEOMETRIAE, pro
incipientibus dilucide explicantur, & ad praxin varie accomo-
dantur: Jussu Superiorum, Inusum Scholae Racovianae conscriptio»

Typis Sebastiani Sternacii, CID. 10, CNXX.

Das mir vorliegende Excemplar (Nr. 16.471 der Bibliothek des Ossolineum
in Lemberg) ist unvollstindig und hesitzt 190 Sciten. Von dem Werke sind nur
vier Exemplare bekannt,



