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Die Gleichungen 7) und 8 konuen mun allevdiogs ebentalls noch von

Nennern belreit werden. Iihet man dieses ans, so eddillt man noch Avsdracke
von der Form A (sin @ cos ¢ — cos ¢ sin o), welche sichi zusammentassen Lissen
allein die resulticrenden Gleichungen sind derart, dali es doch besser seheint, die
beiden Gleichungen in der vorliegenden Form zu verwenden. o allen 1illen ot
man ja die Gleichungen durch Versuche (auvtemanderfolgende  Nitherungeny zu
Iisen, und infolge der Form, in welcher hicr die Ausdriicke tm Ziahier und Nenuer
auftreten, wird die Berechnung relativ einfach Jeder dieser vier Bruche hat nim-

ich die For :
b Py sin By gy sin 1Y |- p, sin /)

"4 cos 1, -} py cos Py - pucos 1,

und die Berechnung dieser Ausdricke ist viel weniger umstindlich, als es auf
den ersten Blick erscheint.  Sodaun ist diese Form auech der emwickelten Form
vorzuziehen, weil diese Briiche bereits die Werte von wi, bezw. p, geben. Hat
man also ein Wertsystem py, gty erhalten, welches die Gleichungen 7) und 8) he-
friedigt, d. h. welches die linken Seiten der Gleichungen gleich den rechten macht,
so ist damit auch solort g und po gefunden. Allerdings sind die lier gelumlenen
beiden Gleichungen etwas komplizierter wls die Gleichungen 1), 2), 3}, 4). Denunoch
werden sie in der Praxis bequemer, weil die numerische Auswertung von zwel
Unbekannten durch Variation ihrer Werte (empirische Bestimmung der Dilferential-
quotienten) sich wesentlich einfacher gestaltet, als die i derselben Art vorzu
nehmende Bestimmung von vier Unbekannten.

Ausgleichung von Triangulierungen
nach der Methode der kleinsten Produkte.

Nach einem von Herrn Oheringeniear Sigmund Wellisch am 20, Dezember 19G7 in det Fachgruppe
der Bau- und Eigenbahn-lugenieure des dsters, Ingenieur- und Architekteavercines gehaltenen Vorirage,

_bearbeitet von Dr, Th, Dokulil, Adjunkt an der k. k. Techn. Hochschale in Wiea.

Wenn man Beobachtungsdaten, welche einer oder mehreren Bedimgungen
_-Geniige leisten sollen, nach der Methode der kleinsten Quadrate einer Aus
s0 kann es theoretisch vorkommen, dall man aut Grund

*gleichung unterzicht,
welchie mit der

- dieser Ausgleichung fiir die Beobachtungsgriien Werte erhilt,
- Wirklichkeit in offenbarem Widerspruche stehen und daher [ir eventuelle weitere

Lagebesti_mmungen nicht ver- A

wendet werden konnen. Denkt R, iy

man sich zum Belbplele in dem ""’I h H‘“r;r-x_
])m,eckg AI,’ (l_ulg l}, e (.' /’E‘r"/ e - S SNy o9 !;
chemm die Richtungen €4 und €5 rig. 1

sehr wenig von einander- verschieden sein sollen, der Punkt B von ¢ aus ge-
sehen jedoch effektiv auf der rechten Seite des Punktes A ecrscheint, die drei
Winkel ¢, g und 5 gemessen und mimmt man an, daB fiir dieselben die Beabe
achtungsresultate:




— 332 —

« == 1067 08’ 50

f= 120 51 30"

y= 0000 10“
erhalten wurden, so erhdlt man fiir die Summe der gemessenen Dreieckswinkel
den Wert 180° 00* 30%, und es miifite daher, falls man die bekannten Grund-
sitze der Methode der kleinsten Quadrate zur Ausgleichung dieser Beobachtungs-
resultate verwendet, jeder Winkel um den dritten Teil des Widerspruches, d. i.
um 10“ verkleinert werden, wodurch man fiir den Winkel y den Wert 0900’ 00
erhalten wiirde. Sollte sich der Widerspruch grofer als 30" ergeben, so ergibe
sich fiir diesen Winkel y sogar ein negativer Wert, d. h. die Reihenfolge der
Richtungen €4 und €5 wirde durch die Ausgleichung der Beobachtungsresul-
tate miteinander vertauscht werden. Wihrend man also in dem astronomischen
Fernrohre eines in dem Punkte ¢ aufgestellten Instrumentes den Punkt 5 links
von dem Punkte A erblickt, der Punkt A daher in Wirklichkeit ganz bestimmt

rechts von A liegt, wiirde die Ausgleichung die relative Lage der Punkte 4’

und & in einer der Wirklichkeit fotal widersprechenden Weise veriindern, so
dafl man sagen kann, dafl die Methode der kleinsten Quadrate in diesem [Falle
vollkommen versagt.

Diese, die richtige Lagebestimmung einzelner Punkte nachteilig beeinflus-
sende Verwendung der Methode der kleinsten Quadrate tritt jedoch nicht nur in
dem vorstehend angeliihrten speziellen Falle auf, sondern sie wird stets, aller-
dings meistens in weniger auffallender Weise, das Resultat der Ausgleichung
dann sein, wenn bei der Ausgleichung der Beobachtungsresultate auch bei Aus-
fithrung der Beobachtungen durch denselben Beobachter mit demselben Instru-
mente und unter demselben duBeren Verhidlinissen nicht aul bestimmte, durch
die Wirklichkeit als feststehend normierte Verhiltnisse Riicksicht genommen wird.

Um nun diese ungerechtfertigie und die Wirklichkeit widersprechende Ver-
besserung einzelner Beobachtungsgriéfen zu vermeiden, hat Oberingenieur Wel-
lisch ein neues, in seiner Wirksamkeit als Huflerst giinstig zu bezeichnendes
Verfahren angegeben, welches er die «Methode der kleinsten Produkte» nennt
und welches in innigem Zusammenhange mit den Lehren der Elastizitdt steht.

Das Grundprinzip dieser Methode der kleinsten Produkte, welche man ins-
besondere mit groem Vorteile fiir die Ausgleichung von Dreiecksnetzen in An-
wendung bringen kann, besteht darin, dafl man das geoditische Dreiecksnetz in
dhnlicher Weise wie ein elastisches System behandelt und demzufolge bei der
Berechnung der zu bestimmenden Gréflen auch auf die Langen der einzelnen
Seiten Riicksicht nimmt. Bei der Ausgleichung eines Dreiecksnetzes, beziechungs-
weise der mehrfachen Bestimmung eines Punktes durch Einschneiden hat man
meistens die Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen auszufiihren, deren Fehler-
gleichungen bekanntlich die allgemeine Form

n=ax by —4
vy=agx A byy — L N ... D

T}n = a,x _}" éuj/ - /n
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haben, wenn x und ¥ die zu bestimmenden Koordinaten, beziehungsweise die an
vorher bestimmte Ndherungswerte derselben anzubringenden Korrektionen sind.
Durch entsprechende Wahl der Koeffizienten @ und 4 der Unbekannten, bezw.
durch Transformation der zur Ermittlung der Unbekannten dienenden Bestim-
mungsgleichungen kann man es in den meisten Féllen dahin bringen, daf3 die
Absolutglieder / der obigen Fehlergleichungen entweder direkte, in dem auszu-
gleichenden Netze erscheinende Lingen, oder aber Proportionalfunktionen s solcher
Lingen sind. Wihrend nun durch die Methode der kleinsten Quadrate diejenigen
Werte bestimmt werden, welche die Summe der Quadrate der iibrighleibenden
Fehler ¢ zu einem Minimum machen, geht Wellisch darauf aus, jene Werte der
Unbekannten x und y zu ermitteln, durch welche die Summe der auf die Lingen-
einheit von / oder s bezogenen Fehlerquadrate den kleinsten Wert erhdlt. An
Stelle der der Mcthode der kleinsten Quadrate zu Grunde liegsnden Gleichung
[v.9)=Mn . . . .. ... .. ..2
tritt daher fiir die Methode der kleinsten Produkte die Bedingung

rqum.“,,.,.u,.m
-

beziehungsweise 4o
§ {@ﬂzmm

S

sobald die Werte / mit verschiedenen (enauigkeiten beobachtet, also auch mit
verschicdenen Gewichten g behaftet sind.  Wellisch nennt nun die auf Grund
dieser Minimumsbedingungen erhaltenen Werte der Unbekannten a uad y die

«natiirlichsten Werte» derselben und  bezeichnet infolgedessen dic in diesen

. , ;e | : .op , p
Gleichungen crscheinenden Koeffizienten beziehungsweise - als die «natiir-
5 :

lichen Gewichte» der Beobachtungen. Fihrt man f{iir dicse letzteren das Sym-
bol w ein, so nehmen dic Gleichungen 3) und 4) dic Form

[tpe]=DMn. . . . . .. . ... .3

an und es deckt sich die weitere Behandlung der Ausgleichung vollkommen mit
derjenigen der Methode der kleinsten Quadrate. Die Hauptaufgabe der Methode
der kleinsten Produkte besteht daher in der Bestimmung der natirlichen Ge-
wichte  und es soll nun im felgenden gezeigt werden, dafl diese bei der Aus-
gleichung von Triangulierungen durch die Ldngen der Dreieckseiten gegeben
sind und daB die Methode selbst mit den Grundsitzen der Elastizititslehre in
innigem Zusammenhange steht. ;

Denkt man sich ein vorliegendes auszugleichendes Dreiecksnetz als System
von elastischen Stidben, welche in ihren Knotenpunkten gelenkartig mit einander
verbunden sind, so kann jeder dieser Stibe bei einer Einwirkung von dulleren
Kriften auf die Knotenpunkte des Systemes nur in seiner Linge gedndert, oder
um einen seiner Endpunkten gedreht, auf keinen Fall aber auf Biegung bean-
sprucht werden. Die in den Stiben auftretenden Spannungen kénnen also nur
Zug- oder Druckspannungen sein, und die Stibe miissen stets ihre geradlinige
Form beibehalten, d. h. der Lageverinderung jedes einzelnen Punktes eines
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Stabes entspricht der gleiche Verdrehungswinkel, dessen Scheitel in einem End-
punkte des Stabes liegt. Ein solches System ist véllig analog mit einem geo-
ddtischen Triangulierungsnetze, denn auch in diesem konnen durch Beobachtungs-
fehler, welche in den Dreieckspunkten unvermeidlich auftreten und welche iden-
tisch sind mit den dufleren Kriften eines elastischen Systems, entweder Verlin-
gerungen oder Verkiirzungen der Dreiecksseiten oder Verschwenkungen derselben
bewirkt werden, wihrend die geradlinige Form der Dreiecksseiten stets erhalten
bleibt. Ein nach der obigen Definition gebildetes Stabsystem nennt man «statisch
bestimmt», sobald die Anzahl seiner Stibe so grof3 ist, daf} sie gerade hinreicht,
um die geometrische Figur des Systemes eindeutig zu bestimmen, in welchem
Falle die nur bei Einwirkung duflerer Krifte in den Stiben auftretenden Span-
nungen, beziehungsweise die durch diese Krifte bewirkten Lageverinderungen
der Stibe auch auf elementarem Wege nach deu Regeln der Statik starrer
Systeme berechenbar sind. Treten dagegen zu einem Systeme noch sogenannte
«liberzihlige» Stibe hinzu, welche fiir die Bestimmung der geometrischen Figur
des Systemes nicht unbedingt erforderlich sind, und durch deren Einschaltung
ohne Einwirkung duferer Krifte dann Spannungen in die iibrigen Stibe gebracht
werden kénnen, wenn sie nicht genau die durch die Entfernung der Knotenpunkte
bedingten Lingen haben, so heifit das System «statisch unbestimmt», und es muf}
die Berechnung der Stabspannungen sowohl bei der Einwirkung duBerer Krifte
als auch bei nicht genau passender Linge der Stibe auf Grund der Theorie des
Gleichgewichtes elastischer Systeme mit Riicksicht auf die Elastizitdtsverhiltnisse
des Materiales vorgenommen werden. Auch hier zeigt sich wieder die Analogie
mit einem geoditischen Dreiecksnetze. Werden in einem solchen niimlich nur
die fiir die Auflosung desselben notwendigen Stiicke gemessen, so kann seine Auf-
l6sung und Berechnung auf elementarem, trigonometrischen Wege erfolgen und es
konnen Fehler in den Dreiecksseiten oder Verschwenkungen derselben nur bei an-
genommenen oder nach irgend einer Voraussetzung berechneten Fehlern der fiir
die Bestimmung des Dreiecksnetzes ausgefiihrten Messungen oder Beobachtungen
festgestellt werden. Fiihrt man jedoch neben den fiir die Festlegung der Form
des Dreiecksnetzes notwendigen Messungen auch noch sogenannte «iiberschiissige
Beobachtungen» aus, so miissen simtliche beobachteten Werte vor ihrer Verwer-
tung zur Aufldsung des Dreiecksnetzes in Bezug auf gewisse durch die Form
des Netzes bestimmte Bedingungen ausgeglichen werden. Infolge dieser Aus-
gleichung werden sich fiir die Richtungen und Lingen der Dreiecksseiten Ver-
besserungen ergeben, und zwar ist es fiir die Berechnung dieser Verbesserungen
nicht notwendig, die unmittelbar beobachteten Stiicke des Dreiecksnetzes von
vorneherein mit bestimmten numerischen Fehlern behaftet anzusehen.

Hat man nun die in einem elastischen Systeme der angegebenen Art bei
der Einwirkung von dufleren Kréften auftretenden Stabdeformationen, beziehungs-
weise Stabverdrehungen zu bestimmen, so geschieht dies nach dem von Casti-
gliano aufgestellten Prinzipe der kleinsten Deformationsarbeit, zufolge welchem
diese Deformationen und Verdrehungen diejenigen sein werden, welche die Arbeit
der sie bewirkenden Krifte zu einem Minimum machen. Denkt man sich einen

<
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Stab des Systemes, welcher die Linge s und den Querschnitt # hat und welcher
an einem Ende gelenkartig festgehalten sei, so wird eine auf ihn in der Richtung
der Achse wirkende Kraft # (Fig. 2) eine Ver-

lingerung oder eine Verkiirzung des Stabes ﬁ BH »
von der Grifle  hervorrufen, so daB die von S sl D e
der Kraft P geleistete Arbeit 4 durch die g, 2.
Gleichung z
AESRM e e e 0
o
gegeben ist. Nach dem Elastizititsgesetze von Heok ist nun
P.s
V=L 7

wenn /£ den Elastizititsmodul des Materiales fiir Zug oder”Druck darstellt,
Eliminiert man aus den beiden Gleichungen 6) und 7) die wirksame Kraft 7,
so erhidlt man fiir die Berechnung der Deformationsarbeit die Relation

v

FE
_=m~5wm.. R
K
o
welche durch die Ausfiihrung der Integration in
rE
—_ =2 [0)
A_—Zs'd""""“"‘)}

und bestimmt man die Deformationsarbeit % in dem ganzen Systeme, so ergibt
sich N=2A="L20?, . . . . . . .. .10

5

welche nach dem friher erwidhnten Lehrsatze von Castigliano ein Minimum sein
muf}, so dal man fiir die Bestimmung der Deformationen # die Bedingung

Do =Mn . . .. ... .. ... 1]

erhilt, welche auch dann gilt, wenn einzelne oder simtliche Stiibe des Systemes
durch die einwirkenden Krifte um eines ihrer beiden Enden so gedreht werden,

daB das zweite Ende den linearen Weg © beschreibt, p
wie dies in der Iig. 3 dargestellt ist. In diesem Falle 4 J/B
ist es nur notwendig, den in dem Symbole & vorkom- ISR e I
menden Elastizititsmodul 72 der Dehnung durch den B
Elastizititskoeffizienten G der Gleitung zu ersetzen. fag. 3.

Die obige Gleichung, welche dem natiirlichen Zustand des durch irgend
welche Krifte beanspruchten, elastischen Systemes entspricht, ist der dufleren
Form nach vollkommen identisch mit jener Grundgleichung, welche der Aus-
gleichung eines Dreiecksnetzes zu Grunde gelegt wird. Fafit man daher die
Seiten des Dreiecksnetzes als die Stabachsen eines elastischen Systemes auf und
nimmt man die Gelenke dieses Systemes als ideal, d. h. als vollkommen reibungs-
los an, so bestehen zwischen beiden Systemen keine die Deformationsmdgleichkei-
ten beeinflufenden Unterschiede, und es liegt daher der Gedanke nahe, die Aus-
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""g'.]ci_éhung des Dreiecksnetzes mit derselben Grdndlagc der «natiirlichsten Form-
- veriinderungen» vorzunehmen. Dieser Zweck wird dann erreicht, swenn fiir dic
“Gewichte & der Gleichung 5) Werte gewithlt werden, welche mit den die Form
_des Systemes bedingenden Elementen in demselben Zusammenhange stchen, wie
‘die in der Gleichung 10) eingefiihrten GroBen ¢, Nimmt man daher fiir den in
dem: Ausdrucke fir & erscheinenden F lastizititsmodlul £ das denselben in cinem

geodatischen Dreiccksnetze vertretende Gewicht 2 an und setst man_ fiir den | ;

Wprt dcr Querschnittsfliiche des Stabes die I:mhext so- erhiilt man die Beziechung
| T s

™~

)

__ch deren Finfihrung in die Glclchung 11) bei gleichzeitiger Ersetzung iles
mechanischen . Summenzeichens durch das dafiir in der Ausgleichungsr chnung
&brﬂu_chhche bymbol man unmnttclbar die Glcxchung 5) erlmlt Dadurch r»t‘

‘(Iw)ml\im e

.“b"“ “ﬂrdf’ﬂ kann, ‘in welchem: Falle die emzelnen Summandau der ‘\hm-_l'._-:_.
) admgung als ein Produkt aus Ursachc und Wirkung erscheinen, In die .
¢ der Ausgleichungsrechnung iibersetzt besagt die Gleichung 13), daB die-
p_,Verbemenmgm v als die aweckmiiligsten and giinstigsten zu bezeichnen
jﬁxr _wglche dw &:summc lhm Pmdukte m d:e durnh dleqdben bewu'kteu' '




den Gewichten a zwreordneten mittleren Fehler o, awelche simoemid abe die
snatiricchens mitteren Felder s bezewhiion waren, Lo Glcidliangen

! .
Ho== | oz fY \ ¥ e . T “I__I
\
fiir Querverschichungen, und
I A -
i == = =3 . ‘ b N oa w w - . i)
(SR
fir Richtungsverbesserungen, wenn man die Grafje = A setzl, Nus der

\
cersten dieser Gleichungen erpibt sichy dafd die Ausgleichunyg nach der Methie
der kleinsten Produkte mit dem Fehlergesetze divekt gemessener Liongen i Kine
Klange steht, da diese Gleichung wnmittelbar das Quandratwurzelgesetz darstellt,
Die zweite Gleichung clrijrkr, das ganz patindiche wnl st ohne werteres emleuchs
Ctende Gesetz ans, dafl der mittlere Fehiler etner beobichiteten Richtunge vou der
Linge dieser Richtung :.thh:-in;;ig st und vooul dnsofern omit der Brfabroae als
abereinstimmend angesehen werden, als sie cimer Richtung von groflerer Linge
einen kleineren mittleren Fehler zuordiget, w zw  derart, dald sich die mittieren
Feller verkehrt verhalten wie die Quadratwurzeln aus den Richitungstingen

Dag dieses Feblergesetz der Richtungsbeobichtungen der Wirkbichkeit tat-
siichlich fast genag entspricht, zeigt dic Uhedeinstimmung der mit i ethaltenen
- Werte mit den aus wiederholten Beobachtungen berechneten mittleren Felilern.
So sined z B, nach der Instruktion i die prealiischie Katastealvermessang bes
stimmte von den Strahlenlingen abbiingige mittdere Feller der Richiungen anzo-
nehmen, welche neben den ans der Glewchung 17) herechneten mitticren Fehlern

I

o
und den aus der eventuell noch in Betracht Kommenden Gleichung wz, == o der

R
folgenden Tabelle zusammengestellt sind. Die Konstante A st daber o anpe-
nommen, daf der mittlere Fehler, welcher sich fiir die Stablentinge von 2 &
ergibt, mit dem durch die preuldsche Instruktion gegelienen Werte identischi s,
s0 dafl die einzelnen Werte in elnficher Weise mit einander verglichen weriden

kinnen,

i Mittlerer Richiungstehler nach der
Strahleas oo oo
Vinge ¢ 4 preufischen

[ Formmel | Formed
e HiPs ) |
in A d Kutastradinstr, |
! i |
i

R R PR

oo f o | e lote |

20 0 83| g fae
65 s00 | 4w | 25w
dildagn o 200 | 3w g

Nach deut]nchct als aus der vorstehenden Tabelle ist die Ubereinstimmung
_des durch die (Jlemhung‘ 7) bestimmten Richtungsfehlers mit seinem durch die
Pmms ‘gegebenen Werte aus der Fig. 4 zu ersehen. In dieser Figur, in welcher
die den einzelnen Strahlenlingen » zugeordneten Richtungsfeliler als Ordinaten
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=efnes _rechtwinkeligén Achsensystemes aufgetraéeu sind, ist die der Gleichung 17)
engsprechende Kurve strichliert, die Verbindungslinie der fiir die preuische Ka-
tastralvermessung  malBgebenden Richtungsfebler voll und die der Gleichung

- MK; zuge’drdnete Linie punktiert dargestéllt Aus dem bloflen Anblick der

Figur ersieht man, daB die beiden ersten Kurven in dem ganzen dargeqtclltm
Bereiche so nahe zusammenfallcn dafd sie als mit emander identisch angenommen
fcrdeu kinnen. -

‘Wendet man dicses v von (Jhermgameur Welllsch 'mgegebene und schon
n Jahrc 1904 in der «Osterreichischen Zeitschrift -fiir Vermessungswesens unter
em Titel ,Fehlerausgleichung nach der Theorie des Gleichgewichtes elastischer -
ysteme'* eingehend besprochene Ausgleichungsprinzip auf das gingangs angege-
'Eben_ﬁ Dreieck 48 C an, so hat man zanichst AN beachteu, dal} sich jeder Dreieck-
kel als die Differens zweier. beobachteter Richtungen darstellt; bezeichnet man
'n_ dem Punkte 4 gemessenen R:lchtungt.n mit g, und 0uo, -die in dem
kte 2 beobachteten Richfungen mit @, und 9*,, o, sowie d:e in dem Punkte C‘
tﬁnen R;chtungen mit 0, und Qo u, SO ist :

€= 04— Bap _ ; i
ﬁ”%xwwongyyq,J,:1Jm

9""""""9011“’"{’3

"‘a. ?’An"‘”%n. Rl : _
: 'ug == Un, ‘ — 7),, g0 L _ 4 Ao g 19) :
.?’-I.I = ’6’@ n e z’g k : Rk : 25 A i

_'__'_'zfm, ;r,;,,. und Vo3 gawahlt werden, Da dleae kaﬁlverbessea':
g und o, den kaeiwnderspruch @ des I)rexeckea CATe Null crganzan
erh;ﬂl ma.n \\mterh dle Bedinguug%{glﬁmhung T

A ) B (z’*'l‘ + ?)p,{;*f‘ *’S—, #) + ﬁ) #0




e Al
fir die Berechnung der Richtungsverbesserungen, weiche i Verbnnlung nat der
Gaufi'schen Grundgleichung der Ausgleichsrechnuny

a2 1 w81 -1 2.0 ¢ a }, - PO ITIRR Jn ] Y
Jr;,o Ve ‘i JT,_.,. . ("A‘ﬂ‘“ ”U.l‘ ey I LR L "hv N LT T '\]”l S 4T

nach Einsetzung der nach Wellisch als onatiivlich» zu beveichnenden Gewiehite
Myo== My 7=0, Tyoo=my ya=a und #, =7, ,==¢ die lolpenden Resultate

ergeben:

e
.~ e 0 N O
Fa ot i (.’I/’ f- 0 { ach ,
I
' i
Ty p == —— Py I — ; .G .
' o 3({'1/"'-]-(‘1' : tlt') {
be
ooy 383 — Py o T oo ) = L
! 2 (1((’1 “’M h § a ') ;
Mit Riicksicht aul die Gleichungen 19) ergibt sich daher
(I.(/) i @)
P ] R
2(abA-be-f-ai)
Oo(a-| e o
Wby Emm e - ( I ) R ) :’13
i - 2((]/1‘ He ‘ i}
S £, {11 ] - ) w
' o 3 ((!/j 2 " !]’l,' i il ‘ .

Um die bei der Ausgleichung noch unhekannten Sciten a, 4, ¢, durch die
Funktionen der gemessenen Dreieckswinkel e, 3, 3 ausaudricken, setze man

@ . s @ sy

b== il and 0omm
sin e St

wodurch man schlielich, wie dies ebenfalls schon von Do A Hacrpler in
“der «Osterr. Zeitsehrilt fir Vermessungswesens 1906, Scite 368, pezeipt wurde,
fiir die Berechnung der Winkelverbesserungen die Bezmehungen

2(sim e sin ) |- sin g sin y - sin e sing)

vr si;: i . (sin « - f,?"i“ I S ,

Jsine sin f-fosin g osin g - sin e sy “
8in 3 . (84 e~ singl)

(sin e sin ?|”~- sin fi sin y bsine L sing)

to
L)
—

{a

Y

erhiilt. Fir das eingangs gewihlte Beispiel ist:
s == (02227
sin 3 = (01224
sin p == 0°0000
_ w = 30%,
so daB sich fiir die ‘Winkelverbesserungen die Werte
U, == - 15"
o o=t e 159

Uy = o
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Cergeben. Die mit diesen Verbesserungen berechneten, ausgeglichenen Werte der
Dreieckswinkel entsprechen tatsichlich den durch die Beobachtung erhaltenen
Lageverhitltnissen der Dreieckspunkte und es werden daher diese Verbesserungen
“yon Wellisch mit Rechit als  enatiirliche \e:hehberungena hezeichnet,  Die von

Welliseh angegebene Ausgleichung nach der Methode ' der kleinsten Produkte
Cwurde von ihm aneh schon bei praktischen Arbeiten mit grofem Vorteile, unge-
~wendet.

So fOhrte er z B. die Auwlcmhuug der fiir die Trassierung der zweiten
qum Hochquellenleitung von thm durchgelihrten Triangulierungen nach diesem
Verfahren aus und crreichte durch dasselbe bei der Richtungsangabe fiir die
«atollen eime ganz bedeutende, bei der Verwendung der Methode der kleinsten
Quadrate kaum zu erreichende Genauigkeit,
¥ Als Beispiel fiir diese Gensuigkeit seien die bei der E\bsteckung des Grub-
bergstollens erhaltenen Resultate angefiihrt. Die Linge dieses Stollens betriigt
fund 3670, die wnl Grund der Ausgleichung der gemessenen Winkel nach der
Methode der kleinsten Produkte berechnete Linge cergab gegen den mach dem
Darchschlage direkt bestimmten Wert derselben einen Unterschied von. 30 cm, die
Querabweichung beim Durchschlage des Stollens war 6 222 und: der Nivean-
unterschied der Vereinigungsstellen der von den beiden Seiten getrichenen

Btollenteile hatte eine Grofle vou 13 mm. Hitte man die Ausgleichung nach
_dpr gu\uhuhrheu Methode der Lleinsten Quadrate ausgefiihrt, so hiitte die Quey-
:ﬂbwc;chuu 33 mom betragen, so daB man sigen kann, daf die Methode der
eingten Produlte sich zirka 5 bis Gmal so- genau erwiesen hat, wie diejenige-
der kleinsten Quadrate,

- Die noue Methade der Ausgleichung, welche 3 van ()bermguueur Wellisch
ng(.gt,hcn wurde, und deren Anwendung fiir Triangulierungen in dem eingangs

;.gandern 8 ist jhr Vorteil gegmuber der bisherigen Methode auch schon durth
-kmch& Arbc:teu dnrgwm s0 daBl Herr Ober:ngemeur Wellmch zu diesen

sultaten “seiner cingehenden. Forschungeu -auf dem Gebuete der Aquleicha-

imuug bcstente bct,iuckwuns.cht werded Yann,

mlgc:unessungen :

s

erten Vortrage besprochen wurde, ist mithin nicht nur theoretisch einwandfrei, :'




