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Uber die Lésung der Gleichungen im Problem
der 8 Punkte.

You Hniversitits-Daozent Prof. Dr Norberet Herz in Wicn.

Die Lage von 8 Punkten gepgencinander it ihis ant den Mabdstab, der erst
bekannt wird, wenn irgend cine Lingendimension gemessen worde) vollyg bestimimt,
wenn von jedem von dret Standpunkien aos die simtholien Tani ibigen anveaert
und damit die Zwischenwinkel hestimmt wurden.  Es seren m dieser Weine von
dem Standpunkte /) aus die vier Zwischenwinkel awischen den anvisierten Punkten
, O, O, (O, O, gemessen, glech e, @, o, woy cbenso var dew Standpunkte 7%
aus die vier Winkel zwischen den lint anvisierten Punkten tin decscibens Reilien-
folge angenommen) gy, f, s, fo; ued endhich vom Standpunkte /% wus die vier
Winkel p, 11, 1, poo Die Autgabe L3t sich awf die Bestunmung von 4 Uabe-
kannten aus 4 Gleichungen reduziercu; wls Unbekannte tefen dibiei shie o+ Wagel
e, ty, iy, g auf, welche die Verbindungslimen des Punktes 4 mit den Punditen

(Rl )

h, 22, 2%, 1, O, einschlieBien. Man erhitlt die dolpende (im0 Setzt mea

My ==t = S P, I g sin i ty m=n e Suag Sy st
Iy = e S SIN 6 sin 3 R LI TR L )
my sz - sl gy sin gy sin AR sin , Sin ¥, SHL
2y == wf~ sin (i sill ﬂze o, | sin i sitl b
, == = sin fi, sin o« ity == == SUL Iy S0 gy
= ﬂi Fﬁi R L i ”x = J‘yja Ml'" 1;4 R PR
ny mm oy, oy, e A T I 1)
==y oy e ) S R LA I
so werden die vier zu ldsenden Gleichungen
mrg i, b p =g sin (g peox b e sin (g - e sin (e [ o x) o
domsing sin (@ e =0 . ., . . . ...
2, Sit1 (ty - tey -4 W) S0 (U = D4) - omg sin (g |- a0 s (g g B ) -
A= P8I e SN (g <= ) =50 i i e e e D)
25 8in (- @) Sin(ps = gt ) - pasin (e <= wa | pa) sin (g |, b | u,m.:(r 3
St (- 1) it (o, b g, - ) b sin (e - F b sin G e, [ |l )

Durch eine einfache Umformung  gelingt ey jedoch, noch zwet Unbekannte
aus diesen Gleichungen zu eliminieren.

Zu diesem Zwecke kinnen die Gleichnngen 3) und +) so geschrichen wer-
den, dall dieselben eine Unbekanite weniger enthalten  List man diesethen zum
Beispiel zuniichst nach g, aul, um g, zu eliminieren, so erliilt man:

Aus der G]cichung a
sin g, [, sin(, - W, ) cose, - pasin (p, A g fu, o @) cos (| )] ==

SR R AW IAT A B Y R

*] ‘mhe des Verfassers Ahhaadlogg 0 «line Veraligemeinerung des Problems des Riekwine
elnschineideny; das Problem der acht Punktesr fn  Sitzangsberichie dor kais. Akademie der Wissen-
Cschalten' in Wien, wath, saturwissenschaltl Klasse, [0 ONIHL ALt i, S, 355 uud deg Verfagsers
«Geadlisies, 5. 276.
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Aus der Gleichung 4):

81 e [gs SH (gra 4= 72) €OS (s -+ fs) 4~ gu 5in (16 + pa -t Ba) €OS (1t 4ty -+ 19)] =
ssz —— 08t g1 811 (4 == a) sin (s 4= fa) - g 5i0 (2, - a - Ba) 8in (s 4= pa - 1))
A Setat man die hieraus folgenden Werte von tang g einander gleich und
- hefreit von Nemwm, so folgt nach einigen leichten Reduktionen:

Y NN T S ;z.}sm {1s - Py — ata) 421 g3 siny (62t a -+ Bs) sin (Ba - gho - {1 — )
- A= 3 g 80 (a4 + ) sin gy —Pay=0. . . . . . 35)
Diese Gleichung, zusammengestellt mit Gleichung 2), enthdlt nur mehr die
“Unbekannten gy, gy, t.
: Genau in derselben Weise erhilt man durch Elimination vou g4 aus den
Gleichungen 3) und 4) die Gleichung

A sin (- o) sin (| Ba— 1) == 2191 8in (- =} ) 8in (s -1 pta - @a—70) 4
+},'Q*8m({“‘|'1( l‘l+!‘l+1’n blll(l&n-‘-aa-“'ﬂa Py e Al L ¢ 0)
 welche Gleichung ebenfalls mit 1) zusummengestellt werden kann, indem beide
~nur mehr die Unbekananten py pa und u, enthalten,

- Die Gleichungen 5) und 6) sind zwei Gleichungen, die an Stelle von 3)

. und 4), aus denen sie durch einfache Umformung entstanden sind, verwender
.werden kdunen, so da man jetat eigentlich die vier Gleichungen 1), 2), 5) und 6)

hat, die noch dieselben vier Unbekannten enthalten, jedoch so, dayi sich aus 2)

und §) leicht w,, hingegen aus 1) und 6) leicht ps eliminieren liGt.

: Aus den Gleichungen 5) und 2) lassen sich, wieder in derselben einfachen,

_oben auseinandergesetzten Weise die Werte von tang';,{u. suchen; setzt man die

Werte einander gleich, so erhilt man eine Gleichung, in welcher nur die beiden

~ Unbekannten gy und gy vorkommen.

 Auf domselben Wege erhillt man aus den Gleichungen 6) und 1) durch

Gleichstellung der Werte von tang p, eine Gleichung, in der ebenfalls nur die-

felbau belden Unbekannten vorkommen, so dafl man schiieslich dre belden Glei-

Pa g, sin ‘l“- + By ) sin 74 "|"'?"= ¢a 8in (1, +#.-}- ;v,--a.’j sin fp,—Hﬂs} —|—
LA, 8in O e ~f,) ’“n (s -ty 4+ “¥

| M, sin (g — 43) CO8 7, |-, ¢ SR (g - by 7y — m (B4 +ﬁwl—

oA, sin (7, B,) cos (i, +#.+ e

el g ) 0 (s )y amuwmﬂ,) sin s o

810 (- D, ) co8 (1 ) -t 214 80 (g - gta - ) cos He s sm (pta - ) '
Jeder dieser Briiche ist gleich — tang py.

2,8 Hi. ?s)sm«a+ﬁ-9tmn(a.+m}é‘¥:*a)‘=in(u.+ﬁ.)
._ﬂq n(m +p,q,am(m+ﬁ:-ﬂ,)am(p,+m}- e i

3 1-9" ﬁiﬂ 0‘. ‘+‘ lg; ik ?:} n.o8 0, +Pt?l sin u“‘c + e '+ ®, = 71) oy (s ﬂ;) +‘

LA 0 (-, ) €08 Gyt 70 h
m ain(p +m) §in m—-l-;t,)-}-m. sin (, 4 #)sing, o 0
iq-{;t,'}-#}ma (Hy ) F 7, 800 (0, F 1, 4 ) cos ,ﬁ.m am(,,' T x’) )

Jeder dieser Brﬁche mt gleich i tang pl : et




Die Gleichungen 7) und 8 konuen mun allevdiogs ebentalls noch von

Nennern belreit werden. Iihet man dieses ans, so eddillt man noch Avsdracke
von der Form A (sin @ cos ¢ — cos ¢ sin o), welche sichi zusammentassen Lissen
allein die resulticrenden Gleichungen sind derart, dali es doch besser seheint, die
beiden Gleichungen in der vorliegenden Form zu verwenden. o allen 1illen ot
man ja die Gleichungen durch Versuche (auvtemanderfolgende  Nitherungeny zu
Iisen, und infolge der Form, in welcher hicr die Ausdriicke tm Ziahier und Nenuer
auftreten, wird die Berechnung relativ einfach Jeder dieser vier Bruche hat nim-

ich die For :
b Py sin By gy sin 1Y |- p, sin /)

"4 cos 1, -} py cos Py - pucos 1,

und die Berechnung dieser Ausdricke ist viel weniger umstindlich, als es auf
den ersten Blick erscheint.  Sodaun ist diese Form auech der emwickelten Form
vorzuziehen, weil diese Briiche bereits die Werte von wi, bezw. p, geben. Hat
man also ein Wertsystem py, gty erhalten, welches die Gleichungen 7) und 8) he-
friedigt, d. h. welches die linken Seiten der Gleichungen gleich den rechten macht,
so ist damit auch solort g und po gefunden. Allerdings sind die lier gelumlenen
beiden Gleichungen etwas komplizierter wls die Gleichungen 1), 2), 3}, 4). Denunoch
werden sie in der Praxis bequemer, weil die numerische Auswertung von zwel
Unbekannten durch Variation ihrer Werte (empirische Bestimmung der Dilferential-
quotienten) sich wesentlich einfacher gestaltet, als die i derselben Art vorzu
nehmende Bestimmung von vier Unbekannten.

Ausgleichung von Triangulierungen
nach der Methode der kleinsten Produkte.

Nach einem von Herrn Oheringeniear Sigmund Wellisch am 20, Dezember 19G7 in det Fachgruppe
der Bau- und Eigenbahn-lugenieure des dsters, Ingenieur- und Architekteavercines gehaltenen Vorirage,

_bearbeitet von Dr, Th, Dokulil, Adjunkt an der k. k. Techn. Hochschale in Wiea.

Wenn man Beobachtungsdaten, welche einer oder mehreren Bedimgungen
_-Geniige leisten sollen, nach der Methode der kleinsten Quadrate einer Aus
s0 kann es theoretisch vorkommen, dall man aut Grund

*gleichung unterzicht,
welchie mit der

- dieser Ausgleichung fiir die Beobachtungsgriien Werte erhilt,
- Wirklichkeit in offenbarem Widerspruche stehen und daher [ir eventuelle weitere

Lagebesti_mmungen nicht ver- A

wendet werden konnen. Denkt R, iy

man sich zum Belbplele in dem ""’I h H‘“r;r-x_
])m,eckg AI,’ (l_ulg l}, e (.' /’E‘r"/ e - S SNy o9 !;
chemm die Richtungen €4 und €5 rig. 1

sehr wenig von einander- verschieden sein sollen, der Punkt B von ¢ aus ge-
sehen jedoch effektiv auf der rechten Seite des Punktes A ecrscheint, die drei
Winkel ¢, g und 5 gemessen und mimmt man an, daB fiir dieselben die Beabe
achtungsresultate:




