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Über die Lösung der Gleichungen in1 Problem 
der 8 Punkte. 

Von lJniversi1iits-IJiltl�11t Prof. Dr Norliurt Hor.z i11 \\ irn. 

Die Lage von 8 Pu11kte11 gei;cneinander i·,t (bi�. auf d1·11 \l:d5�;1.d1, tk1 t:rsl 
bekannt wird, wenn irgend ci11c Lii11g·eudin1e11siu;1 gtrn(•:;:;en wurde) vlillig lll':;ti111mt, 
wenn vo11 jedem von drei Standpunkten :w� <lil' <lrnll1cllrn Ciiilf iihrigr:11 am·lsir;il 
und damit die Zwische11winkel hesti111rnt wu1d ·11. E�; ';civ11 i11 die�;i'r Wl'i„c \'1J11 
dem Standpunkte /l, aus die vier /.wisd1enwi11kel zwi�clie11 ikri :111vi�.icrte11 l'uuktc11 
Q,, Qi, Q�, Q., Qti gemessen, gle.id1 1<,1 1<�, a3, {('; dwn:w Vi111 tll'lli Sramlpu11kll: /''J 
aus die vier Winkel zwischen den fü11f a11visierkn l'1111i:te11 ti11 dcr�;tilit•n l\eihcn· 
folge angenommen) {�1, i1�, ()a, (1,; und endlich \'om �)h11dpunklt.� /\ ;rn:; tfo: vier 
Winkel }'1, 7'•, }'3, /'•· Die Aufgabe lilfH sich auf die Hestimn11wg ;·u11 4 l.Julw­
kannten aus 4 Gleichungen reduzieren; ;ds Unlwk�w11te t1de11 dabei die •I· \Vinii(·f 
/'·jl ,u,, 111), /l, auf, weldw die Verbiml1111gsli11i1•11 des ]'unkte::; (j, r11it dt·11 P1111klt·11 
Q., l�, P., /-�11 Q, einschlief�en. Mari erh:ilt die !11l�;-e1111L: f ,ii�;i111g.') '.·;!'(;.! 111:111 

m, = -+- sin y, sin a; sin {>2 
m� �o.:: ·

-- sin 1.1, sin r<1 sin fl, 
m� =' -+ sin J'1 sin <'C1 sin tl, 
f', ::::;:: + sin a� sin /�, 
/', =:= -- sin /33 sin ai 
X = /1 . .L /� -·-· IX ·• -· i( l t 1 1 • l 

11, == I · si11 1e1 •;ili )\ siu tl; 
11t ::::::�. --- si11 1<3 sin J'„ sin rJ. 
i;, .:-= /-- sin 11, <,i11 )', si11 (i� 
tj 1 �;; j �> j 11 /J n S J 11 )',. 

r;� =--= ·--· sin (i, �,in )'J 

.:;- ,=, /:! -!-· 11) --···- 1.• --·-· ) ' 1 ' ;') ' ' :t „ 
x, = J\ -1-- 111 ·-·- t(,, ·-··- u, v·, = f<, + u ·--

· ·
1'' „ ... . ) ' 

' .'I 4 
X� = J-'1 ·+ j11 -·- (�, -.„. (1, ;)·� ::-;::::: U3 

so werden die vier iu löse11ilen Gkid11.1ngen ··!- a ·-·· rJ --- ,1 j !i ' 

· m. sin (f'• + �i, -!· t') si11 (11, + x1 l t„ 111, si11 (,111 · /- 1ij) sin (!1, · 1- /':, + :v.,) +· 
+m;sint'• si11 (!ln+ Xul = 0 . . . • . . . 1) 

11; sin ( µ, -+· ,11.s + I'·•) sin (("� „+� il,) + "• si n (.n3 + /tl' si 11 (!' � l !'• --!·- i>,,) + 
·+ nu.sin fL• sin ([1, -+- l};i =:: U . . , . 2) 

p, sin (!t1 -+- a�') sin (!id-11.,-·f-" /3,) +-P� sin (/1, +,1t, + rl,) si11 (/1, + ,11, -!-,11, 1; 1r, 1 ::-..::;li . �i 
· q. sin (r1., + ?',) si11 lv1 + �': + /�,) --f-q2 sin (J'� l„ ,11, -1- j1�) si11 (11, -I·!', 1 .''u 1 i'•l ,-_,:; (J • 11) 

Durch eine einfache Umformung gelingt es jedoch, noch zwei Unbekannte 
diesen Gleichungen zu elirniniereu. 

Zu diest�m Zwecke können die Gleichungen �) uoJ '�J so f!:Csrhriebu1 wer· 
den, d;113 dieselben eine Unbtikrurnte weniger entlialll'n l .i.i�,t m�u1 dieselh(·11 Zl11n 
Beispiel zunächst nach 1u1 auf, um !'• :m elirni11ie1cn, so t:rlt:ilt man; 

Aus der Glcid1ui1g 3): 
sin ,u, [.p, Hin (fi, „.f- !'·, + {j•) cos et, + P:i si11 (!'·� ·+ 113 -!--· ,u .• ·+ a3) ccis (.112 -!·· /l.JI = 

' 
= - Cö!qu.j r11, sin (µI + tt, -+ /3,) si11 r�, + P2 sin (,tt1 ·+- ,11:1 +··,11, ·+· a�) �dn (/la + 1j�l 1; 
«·i Slc·hc des Vcrfasst>rs Ahh�odlung: ··Eine Ve1;1ligem1!inl'rtill!!' di�S l'rohlen1s .J1�s J{iicl;w:l!1s­

eh1$ch11eiden�; ·rfas· l'l'oi}len� der acht Punkrc•v In ,�itx1111gslwridd(• der ka.is, i\lrn.Je1nit: 1l•�r \Vig;>1'11-
. schaffen' in Wien, math.·llatitr•wi�ß<�1i�clmftl Klas�•i, Ud. C X 111, Aht. II :1, S. .i 5 5 und <lc� \'t•1 Llsi;Ns 

· tiGeodiisie•, S. Z76. 

. '· 
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.Aus der Gleichung 4) : 
. still':� [q1 sln (�i. +Y�) c;os (µ,. +lial+ '/• sin (l.ia + ,, ,  + ßa) cos (µ,+!La+ Y1)] = · : .:.... - cosµa (q1silJ (/.'• + y,) sin (/A'I + ß�) + q, sin (µ.$ + !!• + ß+) sin (µ, + �i� -+� r,)]. 

.. . . Sittzt man' die 'hiCn1.Us folgenden Werte von tang µi elnander gleicb und 
; ./ : J}�freitvon Nenncn11 so folgt nach einigen leichten Reduktionen: 

.( . .''<l}e. äi·O (-µ., f. /'�) sin {p.. + ß.� ::__ «1) +f', q;1 sin (tf• + µ. + ßi) sin (�1 + l"n + Yt - a, l + 
'; ,, . . ' · . +Piq.sii1 �µ„+ µ, +P·• + a,) sin (µ1+r1.�ß,)-.:.'...0 . . . . . . 5) 

�. Diese Gl�ichw1gi zµs�unmengestellt mit Gleich:un.g Z)i enthäI t nur mehr die 
; .·:;:pub.ekaimte� ·1"•1 .µ .• , "'•· 

_ 

· ·. _ · 

, .. , ; . . . Geri�tf iri der$elben We.ise erhält · man durch. Elimination' von · µ� �µs den · 

'.·;,�JA(�cb�ng�en_ 3). :und 4) ·di�· Gleichung. 
. 

' . . _ " ' ·: · 

. 

: . · 

., : : .�.·'/�f:� ßi".(p,,·ipa,) sin (�•+ ß•�1'•) +P•<Jt sin {l.t1 + t"t�t-ß.)sin(� +i'•�r«·-·r•) + 
A:; · -.��;· „ . +P• fb sin (µ, + � + f"• + y,) stn (1� + �· -� ßo) � 0 . .· ,. . • . 6) 
-��·:·'.�- welc;'ht1 Gleichut\� ebenfalls mit 1} zusammengestellt 'werden. kann, inäem' beide 1 

;{� ; �:· :ri. \li nwchr die, Unb,ekp,nnteo f.l'.!; µ� und µ. enthalten. 
.

. · 

.·. 

· ��;�f:�:�L�. · ÖJ�: _Gl�i9t�qngtm,· 5) ·und' 6) sind zwei Gl�i�b'ung.en; . . die an StelJe· vQn:.3) . : i: :·'�;� 
f;ijfüf 4), aU.JJ'. clt:neq sie durch i:infacbe Umformun·g ,ehtsta:nden sind; verwendet · · :: :·.;�� 
,, i�w�iden könneq, $o:d�ft/ntan jctz.t eigentlich die( vier 'iiJ�icbung�Q l), 2),,5) .utid 6) · ·:. '� ' . ; · •. , , �it;· n��h JJ!�s�lbrin. 'vier. Unbekannten eothaltcui, :JMo,ch . . so, . <laß si,ch. aus: Zl ,· 

.
. 

::,: .. 
;
.
1i
.
i� 

.d 5} ·h:lriht fÄ''; .bin;g�gtrn aus U und ()} leicht.µ. 
.
: e.lifu .\nJere.11' läßt. . · · : .>" · 

-

·:·f&:.:'. · :;Aps: ·1f.!n .Gl�icfüufgeri .s) und 2J :Jassen s14h, · wi�d,�r'· lq �er$elben einfachen, '.1 . , '·:;'.;!( 
'" &.�n. •useinanderge$�tz�eo. Welse die Werte voo �ang};µ(sucben; ·aetzl, m�n 

.
. 
die. ;, ·i:.<: ·.,; 

1<: .".'.''.Je oinand�f.�. i;l�is'', . •·so e.f:hält
. 
man .eine ' GleisJn1n�;:� ln , Yle�·cher mir . . die . beiden . · <\ {:.�. 

�������'�t���:;: 111�··.au§ �9 ��B��J�� 6lÄq�tJ, Aiito,� •.,;:�� 
:· Huttg: . .tfer: Wert� : · v 'Qn ,Jang ·.·1N. �ine ·.G-l�lcKung�, .. " in/dijf .. �benfalfä,-ntir- dfo�· ,y ';:�� '����,���&;•t;ro/�"j�"· " �Q · ��· f;f ;;!;0�J�� �;�;n ,:�1,� 'Ji't 

, ·.t"1/+91 ·$•r��·�±: P,�;'?.:��!�1.� ·y, '.:"r 1:1 q, $10 (�� ±rP'a.1t r. r. �.). fl!Q.· <11� :-1\��)f.$.·1/< · :::· :;.;_ :f 

.:i'�r.��1f t1���;i�t���.: ... ��i'.v��} .":;;:.· ·;./�r.'�'.•.\V�.�.! .�I .. . • .• • WI ••• • . .• ·� M�l•·W ·.T.Y.l+��·R .· .•. � . 
.

• .• � ·�.�I · • ·  \ .• · ...•..••...• 7)i '�' ' "' 
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Uie Gleichungen 7) 11utl 1-1) kLi111te11 111111 alh:nli11gs elwiiLtlls 11och von 
Nennern befreit werden. Fi.ihrt rnan diescs a11s, so l.' 1  h:ilt rna11 nnrh Ausdtiirke 
von der Form /J (siu rp cos 1/1 - cos rp si11 1/1), wekhc sielt zusammc11fas�;rn las•;t�n; 
allci11 die resultierenden Gleichung-cn sind derart, daU es doch he�;ser ��cbeint, die 
beiden Gleichung-en in der vorliegc11den Form iu vcrw1•11de11 ln a!IL'll Viilten l1;1t 
man ja die Gleichungen durch Versuche (auleiua11de1 fulg·endc N;lberungcn} zu 
lösen , und infolge der Fonn, in welcher hier die Ausdrücke im Z�ihlcr und Nenner 
a.uftreteu, wird die Berechnung relativ eiufacl1 Jeder dieser vier Briiche hat näm­
lich die Form f 1 sin 1-� + p, sin 1 � + I'. siu I� 

-;;-cos i�-=F-p;·c;·<;s-ß, �F.P. ;;;:;;. l� 
und die llerech11ung dieser Ausdrücke ist viel weniger umst:intllid1, als es auf 
den ersten Blick erscheint. Soda1111 ist diese Form auch der e1rtwickdt('.fl Form 
vorzuziehen, weil diese Briiche bereits die Werte von I'» h!"zw. �i. geben. Hat 
man also ein Wertsystem µ.�, µ, erhalten, welches die Glrichunffcn 7) 1111d 8) he· 
friedigt1 d. h. welches die linken Seiten der Gleichungen gleich den rccht1!11 macht, 
so ist damit auch �ofort µ,1 und ,t, gefunden. Allerdings sind die hier �efuridenen 
beiden Gleichungen etwas komplizierter :,ls die Gleichung-en 1 ) , 2), 3), 4). Dennoch 
werden sie in der Pn�xis bequemer, weil die numcrisd1c: Auswertung von zwei 

·
· 

.. Unbekannten durch Variation ihrer "Werle (empirische Bestimmung der Differential· 
' .  quoticnteri) sich wesentlich einfacher gestaltet, als uie in derselben Art vor�m· 

· nehmende Bestimmung von vier Unbekannten. 

Ausgleichung von Triangulierungen 
naoh der Methode der kleinsten Produkte. 

Nach eineßl von fforrn Ohcringenie11r Sigmuud W e 11 i � t h ani 20. D1�;wmher 11)07 In der .lfad1grupp11 
der -Bau• und Eiilenhahn-lugenleure des östcrr. Jngeuieur- um! Archirt:l.:t<'1;vercines gdialwuen Voltr;ig·t-, 

. bearbeitet von Dr. Th, Dokulil, Adjunkt an der k. k. Terlin. Hochschule in Wi1fü. 
Wenn man Beobachtungsdaten, welche einer oder mehreren Bedingungen 

t�;c'_.„(ieniigc leisten sollen, nach der .Methode der kleinsten Quadrate einer Atrn­
.
· t�: gfoichung unterzieht, so kann es theoretisch vorkommen, daß man auf Gtund 

,, �:f: ili��.mr _At�sgfoichung für dire Bcobacht�111g:.griil�en Werte erhält, welche mit der 
. . ·�;�;:';-�tr�li�h�eit in offenbarem Widerspruche stehen und daher für eventuelle weitere 

d·'"' ; L,����p�tinummgen nicht ver- A 

.:.�:· ··.�.i,,:�.--•. '.:.: .. �'.·.·.:··.·.·.,• .. ·.: .. :· .. ' :;�l!:�::.�·n:�:;:;� ;,;)�:: �-�� J' 
• / ,Drei�ekl.' ABC (Fig. 1)1 in wel- r �-�·--·--- --;;---·�· -· ·---lß.--.'::::::::.:,_ > 

'!i:� ; : ch�ln dfo RiChtu'ngen CA.und CB ;;�l;t. 1. 
iS:}\ : . ·�C,:�r . wen�g von einanchw verschieden sein sollen, der Punkt B von C aus gc­
;;l:�,�:_,)1� ;he.n jßdocb eaektiv auf· der rechten Seite Lies Punkte!> A erscheint, die dr�i 
.((t �inkel a, {J und ·,1 gemesse�·: untl nimmt man �n, daß für dic:Jclben di� Heob� ':i.'.c''. :�·a�ht�ngsresultate: 

· 

: �g.��/:::· .:, ' ' - ' ·��JH, 2iid1 . . �t;,,.;i;;s.u;•,';11};,;, ihci:,"'·"k·Aili,\,,,·,�h.c;jJ;,�(2;; .«„:L�"'i, ;;)2);��! ·•· 

'.<'.' 
.. „i' 


