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Von S. Waellisch, Obertmgenieur des Wiener Stadthiuamtes,
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(8 i LRt g
- 1, Uber die Einteilung der, Ausgleichungsaufgaben.

Die Bestimmung einer upbekannten GriBe kann auf direktem oder in-
direktem Wege erfolgen. - .
"Bei der direkten Bestimmung kann die zu suchende Unbekannte einer
unmittelbaren. Beobachtung zuginglich sein, oder sic kann 2us unmittelbaren -
Beobachtungen anderer Gréflen durch einc mathematische Beziehung direkt ab- i
geleitet werden. Ist z. B. x die unbekannte Linge einer Strecke und /4 der -
wahre Wert des hiefiir erhaltenen Messungsresultates, so hat man die unmittelbare
Bestimmung der Unbekannten ausgedriickt durch die Gleichung -

# =n K

Wird aber x als Hypothenuse eines rechtwinkeligen Dreieckes durch un-

_mittelbares Messen der beiden Katheten « und 4 abgeleitet, so* lautet die Be-

__'_"stimmurigs'igleichung e r=Va' & i

_":'welcha aber, da Ya'+ &' = /L nach erfolgter Messung berechenbar ist, wieder
~in der. urspriinglichen Form v=1I
.geschneben werden kann. Ist o die an die fehlerhafte Beobachtung / anzubrin-
gende Verbesserung, so lautet dig wahre BeobachtungsgriBe £ =l + v und die.
;sogenanute ,,Fahlergleqchung dlrekter Beobachtungan" in allgememer Form
_ B¢1 der mdlrekten Bestimmung unbekannter Elcmentc werdeu solche'
-‘Grﬁﬁen benbachtet welche mit den Unbekannten in einem theoretischen, in l‘urm
! i:ner Vermzmungsglmchung ansetzbaren Zuaammenhange stehen.
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Die allgemeine Form ciner linearen Vermittlungsgleichung zwischen

den Unbekannten 2, », 2, . . . und dem wahren Werte der Beobachtungsgrie L ist
ax - by 4 s co== 1,
worin die Koeflizienten «, 4, ¢ . . . vor Anstellung der Beobachtungen angegeben,

also als bekannte Zahlenwerte betrachtet werden kénnen. Z. B. Die Formel fiir
die nach der Theorie der optischen Distanzmessung aus dem Lattenabschnitte 2
zu ermittelnde Distanz /) lautet
‘ D= Cl+ ¢
~worin C und ¢ instrumentale Konstante bedeuten, die fiir ein vorliegendes In-
strument genau zu ermitteln sind. Die Unbekannten sind daher x = C, y = ¢,
die Beobachtungsgriofie ist L = /) und die gegebenen Koeffizienten sind @ == 4
und & =1. In iiblicher Form lautet sohin die Vermittlungsgleichung fiir die
Konstantenbestimmung der Distanzformel
ax + by =1L
oder ACH lea= D
Bedeutet wieder » die an die fehlerhafte Beobachtung anzubringende Ver-
‘besserung, so lautet die ,,Fehlergleichung vermittelnder Beobachtungen‘* allgemein

ax by fczf. ., — =7
Die allgemeine Form einer linearen Bedingungsgleichung zwischen
den wahren Werten der Unbekannten £, Ly, Zg . . ., fir welche die mit den
- unvermeidlichen Beobachtungsfehlern #,, 2,, 7, . beha.fteten Werte Ly by .
'durch direkte Beobachtyngen erhalten wurden is

Hhrrlt+blithlat .. =0
Werden in die Bedingungsgleichung statt’ der wahren Werte L die fehler-
haften Beobachtungsresultate / eingefihrt, so geht die Bedingungsgleichung in
~ die Widerspruchsgleichung |

it ; ?u+pg!1+ﬁ’1+f.!+ .= Q) ?
.-_,ubms und man erhilt damit durch Substitution der Werte Z = /- + v in die
Bedmgungsglelchung die ,,Fehlergleichung bedingter Bcobachtungen“

Loyttt o=o0 _ |
- Hat man beispielsweise die drei Innenwinkel «, B, » eines Dreieckes
- gemessen, so haben sie widerspruchsfrei die Bedingung zu erfiillen, da@’ ‘deren
Summe gleich 1809 sein mufl; die Bedingungsgleichung lautet sohin

et f4y—180=0,

'nd es hesteht im Falle des Auftretens eines kaelmderspruches © [110 Pehler--

v;—[—vﬁ-i—qq-]—m::a 2N
: Werden die Unbekannten der Bedmgungsglelchungen nicht d:rekt sondem
ﬁuﬂ:h Vﬁrmlttelnde Beobachtungen bestimmt, so spricht man zum Unterschlede,_s.
von: dem Problem . der |direkten bedingten Beobachtungen' von dem Problem
--,,varmlttelnden bedmgten Beohw;phtungen“ oder von ,,vermlttelnden Beobach
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tungen mit Bedingungsgleichungen®,  fiir welehe Bestimmungsirt folgende Glei-
chungen zur Verfiigung stchen:
TH

ta

ay, X w}- O 75 ,.* &
G e o

I

e

Do h}‘ﬂl A "JF P!J’t”{’"‘ﬁn £ F* W =
7o _‘I' qr X ’}" sy “}' @ & ‘-{* 7

Alle diese verschiedenen Fiille lassen sich in eine allgemeine Form der
Fehlergleichungen von folgendem Bau zusammenfassen;

ax-+hy+a P A e o I R TN ol AN R

X by as kgt gt o A 0=

U s W,

so daB von diesen , Fehlergleichungen bedingter Beobachtungen mit Unbekannten®
die aufgefiihrten Formen als Spezialfille erscheinen.

Diese Unterscheidung der Hauptformen der Ausgleichungsaufgaben ist aber
keine streng abgegrenzte, es kdnnen ‘dieselben Aufgaben nach verschiedenen
- Methoden je nach der Bequemlichkeit der Rechnung aufgeldst und cine Berech-
~nungsform auf cine andere zuriickgefiihrt werden. Im folgenden Kapitel wird
dargetan werden, daB der einfachste I'all direkter Beobachtungen nicht nur als
ein Spezialfall der vermittelnden, sondern auch der bedingten Beobachtungen
‘betrachtet werden kann, -

)

&)

II; Uber die Beobachtungsdifferenzen.
'Es ist bekannf; dap der einfachste Fall der direkten Beobaa.htmrgen als
ein qpenel]f:r Fall des Problems der vermittelnden Beobachtungen anzusehen
-, ist, indem in der allgemeinen Vermittlungsgleichung

ax-ttytes+ ... .=17L

nur eine Unbekannte 2 mit dem zugehirigen Koeffizienten @ == |1 angenommen
~wird, so dab die Vermittlungsgleichung die speziclle Form erliilts

B X = L,
. Man kann aber das Problem der direkten Beobachtungen auch so be-
'handeln wie das Problem der bedingten Beobachtungen. Fiigt man niimlich.
_._.u den » Fehlergleichungen direkter Beobachtungen i
Ly r=h+7 )

! ;  x=htv

"""'zn'i""

"_dne stets erfiillbaren (n~1) Bedmgung%gleschungen hinzu

g - /t+wl‘-"1+‘1 =...——-l l"?’ ;
_-uud bezeichnet man die Unterschiede oder die Widerspriiche awischen der crsten

._dv v+ oy S0 erhillt man dne (#~—1) ‘Wldchpruchsgi&whuﬂg‘Eﬂ

Beubachtung und den iibrigen (#— 1) Beobachtungen der Reihe nach it 4,
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/1 — /.'l = {lz

ll - [um d"n~1
sowie die (2 — 1) Pehlergleichungen bedingter Beobachtungen:

vy — Uyt d) =0
.‘-,l__zra—l—‘i.a =0

v, —v, - d, =0
Soll der Minimumsbedingung [ 2] == m#n Geniige geleistet werden, so muf}
die Gleichung bestehen:
| vwdy, v dvs . v dyy =0
Damit diese Gleichung mit den Fehlergleichungen bedingter Beobachtungen
gleichzeitig befriedigt werde, differenziere man diese Fehlergleichungen und multi-
pliziere die so erhaltenen Gleichungen der Reihe nach mit den vorliufig noch
unbestimmten Korrelaten 4, A, ... 4,.,. Man erhilt so;
by dvy— kb dug=o
&y  dvg— &y dva =0
r2d du — k,,,, n'z:, =0
Durch Addition entsteht hieraus die Summengleichung:
Bttt b )don—bdn —bdoy— ... —k dv,=0, :
welche, mit der aus der Minimumsbedingung hervorgegangenen Gleichung ver- -
glichen, nach dem. Satze von den gleichen heofﬁznenten fulgende ” l\orrelaten-:"-f:-

___Ilglexchungen liefert : o B "r‘ by
‘Z)'l=—£'1
e
| g RN A T
’”n""l"" s ’ém—l-
Substitmert man’ diese Werte der schembaren Fehler in clu: Fehlerglelchun-
gen bedmgter Beobachtungen, so bekommt man dle (= l) Vormalglemhungen- i
ﬁnr die Bestimmung der (z— 1) Korrelaten: g at
: 2h A+ At .é,—i—,..—}.- b_;—r-d, ==o
bWt 2h4 bt oot hahd =e
bl.+ “"2'}'2"3'}‘ + b,,_,,-[—d. ="'"

Bt Bt Bt 2k

w_grd.én ﬂleselben nach den Korrelateu aufgélb‘st S0 erhﬂ!t ﬁan dmse als,__f




A b F A= — A e
onder:

Schreibt man jetzt die Normalgleichungen in der Form
(A] -} &y |y =0
[£] A Ay Ay =0
[” Aot doa=e
so ergeben sich sofort dic einzelnen Korrelaten:

by = [, _ d, by = iy d, u.os. W
" "
und die Verbesserungen sind:

TS L1 "
N
e [‘lJl
t et e . A
A G =
e " R )

Setzt man die Verhesserung der ersten Beobachtung in die erste Fehler-
glen.hung d:rekter Beob'&chtungen ein, so ergibt sich das arithmetische Mittel:

[l

=/ — -
y Y

Blldct man die Summe der Gleichungen A), so kommt die. bekannte Be-
znehung [#] = 0 zum Vorschein; bildet man die Summe der Quadrate aller Ver-' -
~ besserungen, so crhilt man

R P i e R A

 Werden die Fehlerglexchungen direkter Beobachlungen in der Form

14’1-—.1""/ ; @
¥
v,-.r—- /8
=x—1,

quadnart und addlert so erhilt man zundchst
ol AT e ; [vv] = nx? — x [1] + [H]
Odcr wcnn Iur x—_-_-.l*'] ggsetzt wird, die von Jordan angcgebene Formel:

[-pv] e= [/ ] L{]_ Sy ,: ,__-_::. Vorial .C)

. Dle B:ldung vnn [w] kann also au.f drelerlel von cmandﬁr unabhﬁng:gen \f_
Wegen erfolgen; einmal  direkt durch Rechnung -der einzelnen v und _mdlrekt _:
'ent.w-edcr_ mit Hilfe lile_r:Bgdbathtu_n'gsrgaulta;te_'o_dt:i' der'.Beubach_‘;u-ngsdiﬁ'e;enz'a_n
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Spezielle Fidlle:

4 d
S _ ) quf g i
Fiir 2= 2 ist: == ” R
- "fl '—?_'"tf‘_! t{z ““'2”}1 5 Mg 2!1{1
v N =3 5 p o= B AL o et i e bieee g P L R
= 'g - B ~:; g = :3

Bei ungleichen Gewicliten lauten die
Normalgleichungen und die Korretatengleichungern

o4 (4]
s —pe iy =0 v, o=
n et 2
(I{‘J L A'-g /\”1
St e L= Um== — e
ot TS0 A
AJ -4~ {3— + =0 : Py T — ‘{" }
.Pl Pn ﬂn
Fiir den speziellen Full zweier Beobachtungen ist:
> P I
SE N el -L Fa mp - ",
hd 1) mpad

SR _}. p 2 “f“ ﬁz ; 71';:' 'l" ?/—?W
d. h. es verhalten sich bei Doppelbeobachtungen die schemb;wen Fehler umge-
" kehrt wie die einfachen Potenzen der Gewichte oder gerade wie die Quadrate
der mittleren Fehler. (Schiug folyt.)

Entwurf neuer Katastral- Koordmatensystema

- auf der Grundlage der &sterreichischen Gradmessung fir die im Reiohs-.
: ‘rate vertretenen Kdnigreiche und Lénder.

Von Dr. A. Semerad, Privatdozent an der k. k. bohm. techn. lluchschule in Brﬁnn
(Schiuf), '

: 7ur Reduktion der Polarkoordinaten ist es notig, dle Reduktmn
"Elemente der Se:tenlangeu sowie der Rnhtungswmkel fiir die. vor
~ geschlagene Projektion zu ermitteln.

.Bei der Losung dieser Au!’gaben sind die rechlwmkehgen l\oordmaten der
Seuen-Endpunkte bekannt, oder sie werden als vorlau{ige Groﬂeu angenahert (m:t
“ziemlich groBer Tolerauz) bestimmt. : -
_ Mit Hille der rechtwinkeligen l\oordmateu de* Eudpunkte lassen sich dte
.-,:_Reduktwuselemente der Loganthmen der Seltenlényen dann eiu-

fach ableiten, - -

' Fiir die vorgeqch]agene Amdelmung der Koordmaten-Systeme kommen die,
"'-huheren Glieder in der Reilienentwickelung fiir die Bestimmung der Settenvel’
- zerrung in der angenommenen’ Pro;ektzon mcht in Betracht und dieselbe w
;_:streng durch d:e (:lelchung (4) S e :
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Cergeben. Die mit diesen Verbesserungen berechneten, ausgeglichenen Werte der
Dreieckswinkel entsprechen tatsichlich den durch die Beobachtung erhaltenen
Lageverhitltnissen der Dreieckspunkte und es werden daher diese Verbesserungen
“yon Wellisch mit Rechit als  enatiirliche \e:hehberungena hezeichnet,  Die von

Welliseh angegebene Ausgleichung nach der Methode ' der kleinsten Produkte
Cwurde von ihm aneh schon bei praktischen Arbeiten mit grofem Vorteile, unge-
~wendet.

So fOhrte er z B. die Auwlcmhuug der fiir die Trassierung der zweiten
qum Hochquellenleitung von thm durchgelihrten Triangulierungen nach diesem
Verfahren aus und crreichte durch dasselbe bei der Richtungsangabe fiir die
«atollen eime ganz bedeutende, bei der Verwendung der Methode der kleinsten
Quadrate kaum zu erreichende Genauigkeit,
¥ Als Beispiel fiir diese Gensuigkeit seien die bei der E\bsteckung des Grub-
bergstollens erhaltenen Resultate angefiihrt. Die Linge dieses Stollens betriigt
fund 3670, die wnl Grund der Ausgleichung der gemessenen Winkel nach der
Methode der kleinsten Produkte berechnete Linge cergab gegen den mach dem
Darchschlage direkt bestimmten Wert derselben einen Unterschied von. 30 cm, die
Querabweichung beim Durchschlage des Stollens war 6 222 und: der Nivean-
unterschied der Vereinigungsstellen der von den beiden Seiten getrichenen

Btollenteile hatte eine Grofle vou 13 mm. Hitte man die Ausgleichung nach
_dpr gu\uhuhrheu Methode der Lleinsten Quadrate ausgefiihrt, so hiitte die Quey-
:ﬂbwc;chuu 33 mom betragen, so daB man sigen kann, daf die Methode der
eingten Produlte sich zirka 5 bis Gmal so- genau erwiesen hat, wie diejenige-
der kleinsten Quadrate,

- Die noue Methade der Ausgleichung, welche 3 van ()bermguueur Wellisch
ng(.gt,hcn wurde, und deren Anwendung fiir Triangulierungen in dem eingangs

;.gandern 8 ist jhr Vorteil gegmuber der bisherigen Methode auch schon durth
-kmch& Arbc:teu dnrgwm s0 daBl Herr Ober:ngemeur Wellmch zu diesen

sultaten “seiner cingehenden. Forschungeu -auf dem Gebuete der Aquleicha-

imuug bcstente bct,iuckwuns.cht werded Yann,

mlgc:unessungen :

s

erten Vortrage besprochen wurde, ist mithin nicht nur theoretisch einwandfrei, :'




§in o Ty in e % oy B 3 o oo Y
62403 | - 4 I o

OO 2 i ! O AT

IV — 160 |7 59
581 -0 0} s B2 5
G4} - 3 9 e 3 1

S I AT (VN 51!
| i3 -~ 0 36 ! ton
L 80 —13 L 1a0 T 17 289
oS40 13 | 169 0 0 81
G6F 4 14 b5 — 3 9
77 —10 ¢ 100 14 1496
(62470 —3 1 9 . - j 19
| 62467 . — 4 932 | 52 | 1136

Das arithmetische Mittel st o == ‘y == 62407 mit dem West 004 ader

genau a=0624-6733 .. Rechnet man mit dewm abpchursgen Werte oy s 62407
die scheinbaren Fehler < so erhitht man Lir g den ber der Matied
[§] TS
bildung zuriickgebliebenen Rest. Da aber D)8 pleich Nl setn soil, =0 wind anch
die Summe [#g 7] == 932 wur einen Niherungssent darstellen
il B 51 ™
Will man den genauen Wert dieser Summe erhalten, s fut i folgendes
20 beachteu. Is ist die Differcuz z2wischen demn geniwuen and dem aligekinzten
~ Mittel g == 0 gleich der Differens zwischen dem cerauen med pomilierten
Wert des scheinbaren Fellers, so dafd man hat

A
(o] e fogeg) 4 2wl b d)
Im obigen Beispiele st 0§, == om0y =m0 4o,
sohin is . S e
sohin st oo} == 032 — 260 L 1033 == 93007,

Diesen genanen Wert erhitlt man aber solore, wenn man die Beobachitugs
differenzen « und die Formel 4

- {’(’ td
oo e dd] = l
} ) ' »”
verwendet, denn es ergibt sich:
-‘1._
8o . \ — i =
!ljl/} -1 I ]f‘.f) h !r."f’} ks e .“-,3‘ Vs e 33‘ '.%R

: ‘ ) k 1

o somit ; RS G30-67,

Die Berechnung mittelst der neuen Farmel ) ist soldn nient swe emiacner,
sondern aueh genaner, als die nael der Methode der direkten Berechnung dey -
zelnen v ung auch cinfacher als die Berechnung mittels der fordan’schien Forpmel ¢

IV. Uber die Ableitung der Formel fiir den mittleren Wehler,
: Die wichtige Formel fiir den mittloren Wert dey schewhiren i‘;«-uia;uhunai;‘se
- feler wied gewdhnlich wie folgt abgeleitet,

L1



Tst .Y der wahre Wert der Beobachtungsgrafien 4, 4, 4 . ls
v =1L b arithmetisches Mittel wod
X-—a==E§ der wiahre Fehler des arithmetiséhen Mittels, so daB allgemein
== X/ den wahren Fehler und
. wy==ua =4 den scheinbaren Fehler der Beobauhtuug /. bezeichnef und
aohm dxc Benehungen hestehen :

fo= &
£2=?l -+ g
8y 5= U —J[-?j

so'ergﬁbcn sich zundghst indem man zuerst addiert und dann qmdricrt unter
!‘uckstchhgung, dafl fiir das arithmetische Mittel [z:]—-a zsem o
[£]Y ==y EY

qder, da in [=={ee] +-2[54] das letzte Glied verschwindet, weil sich diese =
dﬂppclten Produkte der unbestimmten Vorzeichen wegen mit gruﬁter Wahrbchem- g

llchkmt im Durchschnitte gegenseitig aufheben :
' S
AR S
erd aber zuerst quadnert und dann add:ert, 50 erhznlt man
- [o#] = o] -+ 0

'er wenn fur E der soeben abgeleitete Wert cmgcset?t wird ;

Indcm hierin fiir [¢ ] = nm? emgefuhrl wn'd weil nach dcr strengen De-.
'uu:m des m1ttlercn Fehlers .

m == v

e nm’m[zw]+m* '

Smd .zlso statt der wahren Beobanhtungsfehlﬁrla d:c schcmbaren Fehler v-;.:_.
er_i,-_ so hat im Nemlcr an die Stellc von " dw Auzahl der' ﬁbeﬂchhbsagen

et'sn durch n -wl mlt

rf _nndetan Wmsa alq



man der Reihe nach jede der # Beobachinngen die Rolle der Antangsheobuch-
tung spielew Lift, ergibt sich folgende Gruppe von Glewchungen

[erid s [l |y = )"
= _‘d’(/_J‘_. Wi,

[f!;'l

loree) == [l ),
Summe: wloo] w= ldd1f — niow]
oder: 3% [arp) e W],
In dieser Summengleichung kommen die Ditferensen o i der Anzabd s - 1)

vor, wabel aber jede Differens bei der Kombination jeder einzelnen Ir.cuh:u.hiung
mit den ibrigen (# — 1) Beobachtungen doppelt anltrin, Sewa mun jedes o/

Ul ]

<

[r2
i

) !

=<

nar einmal an, so hal man die 3«'./.iehung

worin jetzt [¢d] ohne Index die Quadratsumme allu i der Anzalil @ == 1w (1)
aultretenden Beobachtungsdifferenzen ohne Widerholungen  bedeutet. Wil wan
aber eine Anzahl o gleichartiger Dillerenzen o, wdche den Charakier wahlrer
Beobachtungsfehler besitzen, weil sie ja bet fehlerfreien Beobachtungen dea Wert
Null ergeben, so kann man die mittlere Ditfferens o je zweier Beobachtungen
entsprechend der strengen Definition des mittteren Uellers berechnen nach der

Farmel: /el 2 el i)
l)"‘ i LT e v I &
(21
Daraus ist i =1y,
[ ] = =2 3 3 LR
somit
[;r-{n] e , .’;).,_.] ‘):',

Zwischen der mitteren Differenz zweier Beobachtangen und dem mitiieren
Fehler einer cinzelnen dieser Beobaeltungen hestelt aher die Rekiton:

0% === 2 ¥,

somit ist o] s (o — 1)
' === »,; ‘ [
oder auch f l”"‘!] :
By \'

; " 1)
welche die Andrac'sche Fermel genannt wird.

Die Grundbuchsmappe.

Ein Beitrag zur Erkenntnis ilirer Bedeutong Tir das Privitrechi,
I . Von Landesgerichtsrat Kirl Koapt in traz
(Schiut.)
- Randa ist mit sich selbst in offenem W iderspruch. Einerseits heliauptet
er (a a. 0. 8. 464, Anm 17), daB der Kataster, welcher bloB Steaerzwecken




