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Zum Rickwartseinschneiden.

Von Prof. A Klingatsch in G,

Sind fiir die Punkthestimmung durch Rickwiirtseinschoeiden nur drei Punkte
verfiighar, so dafl eine Ausgleichung nicht miglich ist, so ist es fiir die Ge-
nauigkeit des zu bestimmenden Punktes /27 im wlgemeinen giinstig, wenn £ im
Dreiecke der drei gegebenen Punkte .o, £, €, (Fig. 1), oder aullerhalb desselben,
einer ausspringenden Keke gepeniiberliegt,

Da nun die ortliche Lage von £ hiiulig bereits durch andere Verhiiltnisse

- gegehen ist, so mull man, wenn der Voraussetzung gemiild nur drei Punkte 2u
beniitzen sind, in welchen ehen keine Aufstellungen erfolgen kinnen oder sollen,
auch mit ungiinstigeren Lagen von /2 zum gepebenen Dreieck rechnen, insbe-
sondere, wenn ¢s sich nicht um sonderlich genave Punktbestimmungen handelt.
Hieher gehdren beispielsweise Einschaltungen in das Netz IV, Ordnung zur Ge-
winnung von AbschluBpunkten fiir minder wichtige Polygonziige, um eben letz
tere nicht his zu den Netzpunkten [ihren zu missen, sondern bereits dort ab-
~ brechen zy kinnen, 'wo diese Ziige fiir die Aufnatne nicht mehr gebraucht werden.
Auch fiir die Gewinpung neuer Meitischstandpunkte kénnen im Sinne der neuen
Instruktion fiir Meftischaulnahmen derartige Punkteinschaltungen mit dem Theo-
‘dolit Anwendung finden, ferner fir den AbschluB3 von Tachymeter- und Bussolen-
zigen u. dgl.

: Wir wollen hier den mitunter vorkommenden Fall behandeln, wo der zu
bestimmende Punkt @ die in der Figur ersichtliche Lage zum Dreieck A5 C
hat, also nahezu in die Verliingerung einer Dreieckseite 44 fillt.
Wiirde man fir die Berechnung nach der Burkhart'schen Formel den Winkel
AQRB =« und I Q=P setzen, so hiitte dies, da « sehr L]etu ist, Un-
bequemlichkeiten in der Rechnung zur Folge.
Es-ist in diesem Falle zweckmiiiger, wenn man den Winkel £QC =«
nd 4 COA = setzt, doch ist dann eine Uberlegung beziiglich der Qua-
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dranten der Winkel ¢ und % nitig. Jordan®) hat in diesem Falle empfohlen,
mit der Zweideutigkeit der beiden Winkel ¢ und 4 so lange fortzurechnen, bis
man zur Berechnung der Entfernungen kommt und sedann jenes Paar der Winkel
@ und ¢ zu verwenden, welches auf positive Entfernungen fiihrt.

Man kann nun die Berechnung in dem Falle wesentlich vereinfachen, wenn
sich der zu bestimmende Punkt iiberhaupt in die gerade Linic AZ einschalten
lit, ohne dal} daraus ein Nachteil beziiglich der Benitzung dieses Punktes
erwiichst. Fiir die Losung der Aufgabe ist eine im allgemeinen jedoch nur ge-
ringe Bewegungsfreiheit in der 2u A2 senkrechten Richtung vorausgesetat,

Wire etwa 7 der eingeschal-
tete Punkt und LB C= ATC
der in 7" gemessene Winkel, so
kionnen, wenn von dem Fehler der
Einschaltung in die gerade Linie
vorliufig abgesehen wird, die Ko-
ordinaten von 7" auf zwei Wegen
nach den fiir das Seitwirtsabschnei-
den von C geltenden Formeln ge-
rechnet werden; zunichst mit Be-
nitzung von & und dem Winkel
CBA= CB7 und sodann mit Ver-
wendung von ¢ und dem Winkel
CAYT = 180 — BAC, wobei die
Entfernungen und Winkel aus den
Koordinaten der drei gegebenen Punkte A4,2,C folgen.

Ehe wir diesen Sonderfall welter ausfiihren, sollen einige das Riickwirts-

einschneiden betreflende Genauigkeitshetrachtungen vorausgeschickt werden, wobei
wir uns der nachstehenden von Jordan®) gegebenen Ausdriicke fiir den mittleren
Punktfehler bedienen.

Werden, in dem zu bestimmenden Punkte 2 (Fig. 1) die drei Winkel
APB=qa, BPC=f und CPA=y gleich genau mit dem mittleren Fehler &
“gemessen und die Gewichte der Einheit gleich gesetzt, so ist der mittlere Punkt-
fehler Mapy ven P mit den in der Figur ersichtlichen Bezeichnungen gege-
ben durch g

' B .
Wg@,f: ’4] P cdidy? dy (“"’C*+"—,z}‘§+ ﬁ‘ ,) [ l)

Hierin bedeutet /2 den Durchmesser des dem Dreiccke A B C umschriebenen .
 Kreises K und S
._ o P’:PB.PR:..--..---O;Z)
 die Potenz des Punktes 7 in Bezug auf K.

%) Handbuch der Vermessungskande, If, Band, 3. Auflage 1888,
*) Handbucki der Vermessungskunde, I, Band, 1877 und 1888,
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Sind nur die beiden Winkel «g pleich genau mit dem mittieren Fehler o
gemessen und werden deren Gewichte so wie (rilher angenommen, so folgt der
Punktfehler A7, . aus

1R

M L

':{li st ‘/‘)

m44“@+ﬁ»& R )

Die Gleichungen 1) und 3) geben auch den mittleren Punktfehler in dem
Falle, wo der zu bestimmende Punkt in ciner Dreiecksseite liegt, wobei fiir uns
nur die Verlingerung dieser Seite beziglich der Punktlage in Frage kommt, da
sonst das Einschalten umstiindlicher wird und iibrigens dann auch kein Bediir(nis
fir diese Modifikation des Riickwiirtseinschneidens vorliegt.

Wiire also 7" in der Verlingerung von A4 gelegen, so ist in 1) oder 3)

r,:h”su—-ff, 132‘-‘:‘—"’(]‘(!'3, L e T I 4)
Zu setzen.

Tatsiichlich handelt e¢s sich auch in diesem Falle um emen Riickwirts-
einschnitt, derart, duf bei Anwendung von 1) die heiden Winkel A 7°Cund €7 A,
hingegen bei Anwendung von 3) lediglich der Winkel A7°C gemessen wird,
wihrend in beiden Fillen der Winkel 47/ = ¢ sein soll. In der Regel wird
bei der Aufstellung des Instrumentes in 7" nur der nither gelegene Punkt A4 ein-
pestellt werden kénnen, so daB die Kontrolle der Einschaltung in die gerade
Linie durch Einstellen auf A4 und 5 nur dann méglich sein wird, wenn die Visur
von 7 nach 2 iiber 4 geht.

Der Punkt ist demnach so genau in die Gerade A5 einzuschalten, daf3
der Winkel 47'#, welcher sich durch die mittlere Abweichung des Punktes 7
senkrecht zu A5 ergibt, gleich oder hesser kleiner ist, als der Fehler & ciner
direkten Winkelmessung.

An die erste Voraussetzung ist strenge geépommen die Anwendung von l)
resp. 3) in diesem speziellen Falle gebunden.

Bisher war lediglich von Winkelmessungen die Rede. Die Gleichung 1)
gilt auch fiir Richtungsmessungen, indem die drei gemessenen und auf den
Horizont ausgeglichenen Winkel «,f,7 hinsichtlich der Genauigkeit iquivalent
sind einem Satze direkt gemessener Richtungen nach 4, 5, C; deren Gewichte = 3
zu setzen sind, wenn man wie frilher das Gewicht eines gemessenen Winkels
== | angenommen hat. Mit anderen Worten: Die Gleichung 1)” gibt auch den
Punktfehler fir drei Sitze iiber A5, wenn jeder in beiden Fernrohrlagen ge-
messenen Richtung das Gewicht = 1 und somit jeder ausgeglichenen Richtung
das Gewicht == 3 erteilt wird; o ist dann der mittlere Fehler einer in beiden
Fernrohrlagen gemessenen Richtung.

Wir wollen nun die Gleichungen 1) und 3) fiir den Fall eines gleichschen-
keligen Dreieckes AA5C (Fig. 2) und einige Punktlagen zu dicsem Dreiecke

ANBWETEeRY, jo L e el Sl e L
Zunichst wird mit AB=BC=a, AC=c¢, L CBA =759 der Durch-

messer des umschriebenen Kreises 2 = 1'2605 . 2.
1. Der zu bestimmende Punkt liege auf einem Kreise A, mit & als Mittel-

punkt und dem Halbmesser o, = 1'7a.




Fiir die Annahme desselben in 2, wird aus 1)
My =418 .a.0 . .. .. .. .. .1

ind aus 3)
My y=4338.a.0 . .. . .. ... ..3

Wiirde der Punkt auf demselben Kreise A, in der Verlingerung von 5.4
bei 7. liegen, so gibt 3) wegen 4)
My o==3360.a.0.

Es ist also in diesem Falle die Lage 7, noch giinstiger als jene /7, selbst
wenn in dem letzteren Falle alle drei Winkel gemessen werden.

Fiir analoge Annahmen und unter Voraussetzung von zwei gleich genau
gemessenen Winkeln liegen, wie sich mit Beniitzung von Genauigkeitskurven
zeigen ldBt,1) iiberhaupt die giinstigsten Punktlagen auf diesem Kreise in un-
mittelbarer Nihe der beiden Seiten 54 und 5C

Dessenungeachtet sind simtliche Punktlagen auf A ungenau. So wird mit

i

a=10007m, 6:%—, wo 0 =206205 ist,
My 5= 0203m, M 5=02100m, ]I/]‘aB:()'163m,

also Fehler, welche etwa dann noch hingenommen werden kdnnten, wenn die
Punktbestimmung lediglich den Zweck hiitte, den gerechneten Punkt in 1:2500
aufzutragen.
2. Der zu bestimmende Punkt liege im Schwerpunkt S des Dreieckes 4 5 (.
Wegen ds = 052892 und P2 = (D — d,) d;, erhilt man aus 1)

Mo, =0410a.0 . . . . . ... ...

%) Klingatsch, Die Bestimmung des giinstigsten Punktes durch Riickwirtseinschneiden. Zeit- -
schrift f. Math, u. Physik. 1902, Seite 480,

=
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d aus 3 '
und aus 3) My g=03885a.0 . . . ... ... ..389

Die Lage ist zwar in diesem Falle nicht die theoretisch giinstigste, jeden-
falls aber eine der besten. Gegeniiber den Werten 1‘) und 3‘) ist die Genauig-
keit hier etwa zehnmal so grof.

3. Der zu bestimmende Punkt liege bei /. Dann ist natiirlich /= e ;

bei demselben Abstande &, = B = B2 = B7, gibt die Lage 7; auf der Ver-

lingerung von B4 eine unter Umstinden noch entsprechende Punktbestimmung.
Aus 3) ergibt sich in diesem Falle wegen 4)
/‘[locﬁ ==2039.a.0.

Diese Punktlage ist demnach etwa doppelt so genau, wie jene in /7, oder

anderthalbmal so genau als jene in 7. 100

Mit @ = 10002 und demgemif§ # -= 260 ist, wenn”wieder d = ——

gesetzt wird 9

M’QSZO'IOOW. ,

Damit ist zundchst an einem Beispiele gezeigt, daf die Punktlage aufler-
halb des Dreieckes in unmittelbarer Nihe einer Seite nicht lediglich aus diesem
Umstande zu einer schlechten Punktbestimmung fiihrt. Auch ist fir die Lagen 7
und 7, der Schnittwinkel der den beiden Winkelmessungen entsprechenden Kreise
durch den zu bestimmenden Punkt und durch 425 einerseits, 5 C anderseits ein
giinstiger, wobei in unserem Falle der ersterwihnte Kreis in die gerade Linie 45
iibergeht.

Fiir die giinstigste Punktlage ist bekanntlich dieser Schnittwinkel als ein
rechter dann nicht entscheidend, wenn fiir diese Lage das Minimum des durch 1)
oder 3) gegebenen Punktfehlers als mafigebend angesehen wird. Doch konnen
auch andere Gesichtspunkte fiir die «giinstigste» Bestimmung eines Punktes zur
Grundlage dienen.)

Derartige Rechnungen geben eben AufschluB, wie genau bei anndhernd
gegebener lage des Punktes zum Dreieck die Winkel oder die Richtungen zu
messen wiren, damit eine vorgeschriebene Genauigkeit erreicht wird, damit also
die Punktbestimmung ihren Zweck erfiillt.

Wir kommen nun wieder auf unsere frithere Aufgabe zuriick.

Es handelt sich also von einem in der Nihe der Dreiecksseite zu wihlenden
Punkt @ (Fig. 1) in der, wie wir annehmen wollen, zu 45 senkrechten Richtung
den Punkt 7 einzuschalten.

Mit TA=d,, AB=a, L AQB = w und Q7 = ¢ folgt

ae
e d (a+ d)

In dieser Gleichung ist der Abstand @ der beiden Triangulierungspunkte
A, B als fehlerfrei gegeben anzusehen; konnte daher & geniigend genau ge-
schiitzt werden, so lieBe sich aus §) ¢ berechnen und damit 7 abstecken.

tang w =

.5)

) Helmert, Die Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate. 2. Auflage.
1907, Seite 530,
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Besser jedoch ist der folgende Vorgang, welcher cine genauere Kenntnis
von o, nicht voraussetzt. s wird in der Senkrechten Q7 zu A5 auf der anderen
Seite der letsteren Geraden ein zweiter Punkt € gewihlt; setzt man g 50, 4
=, und ¢ 7 = ¢, so folgt analog J5)

ae
tang Wy ==y - L e s T i LS 1, )

()’j ((1 —I—* d}
Um die Richtung O: (¢ mit véllig ausreichender Genauigkeit abstecken zu
konnen, geniigt eine sehr rohe Schitzung der Entfernung QA.
Aus dem Dreiecke AQ 5 entnimmt man, wean ¥ QB A=¢ gesetzt wird,

5

C S E e E s e | S St e, O
a a

also Ae——u A (@A), wenn A (QA) der Schittzungsfehler in 04 ist.

Mit @ == 10002, =30 und selbst A (QA4) =50 wird As= 1'5, so
da mit dem in Q an QF anzutragenden Winkel 90 — ¢ die Richtung Q7 an-
gegeben werden kann,

: Ist m=+¢+ er = QQ, das Messungsergehnis fiir diese Strecke, so erhalt
~man aus 5) und 6) durch Elimination von 4, und e,

0, == i - ;
g (tang 2w - tang uy) — 2w tang 7w . tang 1,

(a — m . tang ), m tang w, I e et T

wodurch aus der zweiten Aufstellung in @, mit ¢ der einzuschaltende l’unkt T

gefunden wird,

: Da man im allgemeinen die beiden Punkte 2} wird hinreichepd nahe an
‘AB wihlen kénnen, so dafl bei der Aufstellung des Instrumentes in Q oder

in der Regel die beiden Punkte 4,5 im Gesichtsfelde des Fernrohres erhalten

‘werden konnen, so sind v und 20, und damit auch » kleine .GriBen.

; Setzt man etwa w < 1° und ebenso 7, &£ 19 voraus, so kann statt' 7)

w
e Can R T B s T

L] .

!-_'gesetzt werden, so daB sich die nétigen Berechnungen einschlielich ]cner dcr
 Punkthestimmung ‘leicht vornehmen lassen.

Die Feldarbeit besteht demnach in den Winkelmessungen ), 2, in Q und Q,,
~der Lingenmessung QQ,=m und in der Messung des Winkels 47°C in 7.

' Zur Untersuchung der erforderlichen Genauigkeit der Einschaltung von 7
in AB legen wir die Gleichung 8) zugrunde. Hiebei ist wohl anzunehmen, daf}
die Messungen = und z¢;, ebenso wie diejenige des Winkels 4 7°C’ mit demselben
Instrumente erfolgen und wird man erstere eben so genay ausfiibren, als es dus
Instrument gestattet. Es soll daher & auch hier den mittleren Fehler in den Winkel-
"'ma%hungen w und 24 bezeichnen. -

-~ Wird von dem Fehler in der Messung der Strecke » abgesehen, so folgt
au& 8] fiir den mittleren Fehler m, in ¢, also auch fiir die mlttlere Verschicbung -
des Punktes l‘,senkrecht i AB =
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My == (( e w) J 0% oder wegen 8
¢ L Qoo & 2wy } J )
1 w . ()‘ i T
’ ey n, == “3"~ V?U“ '"}"‘ ﬂ‘l: L S S ())

(rv -} aoy)

Damit nun die Einschaltung von ' in A # ihren Zweck erfillt, die Be-
rechnung der Koordinaten nach den fiir das Seitwiirtsabschneiden geltenden
Formeln durchzufihren, darf, wenn 7" den eingeschalteten Punkt, hingegen 7'
die richtige Lage desselben bedeutet, wie schon oben hemerkt wurde, der aus
der Unsicherheit w2, von 7 folgende Winkel - 7%/3 nicht groBer sein als der
Winkclmessungsfehler o, wobei also d im Sinne des Riickwitrtseinschneidens den
mittleren Fehler des Winkels 4 7'/3 bezeichnet, dessen Sollbetrag chen Null ist.
Da nun geniigend genau

™m i
F AT =2 "Bl = %
L4l d,’ X1 a - dy
ist, so soll wegen
XA TB=31T"AT—3.1"BT
die Bedingung stattfinden
",

My =g
7 a-l—a’;<
Mit- Riicksicht auf den aus 9) folgenden Wert von m, soll daher zwischen

w iy moa und o die Beziehung bestehen

P d; (@ 7, 12414 41 %
m'<'(+“)(_ o WLV : SRR |
. a. Vzcw-{—w £ '
Diese Bedingung enthiilt nicht mehr den Winkelmessungsfehler o ; letzterer
kommt .nur fiir die tatsichlich zu erreichende Genauigkeit in der Punkthestimmung
in Betracht, wihrend 11) die Bezichung 2wischen den obigen Grifen gibt, damit
fir die Einschaltung in die gerade Linie B die ndtige Schitrfe stattfindet.
Wird der- Einfachheit halber in 11) 20 == 7, vorausgesetzt, eine Annahme,
die wohl nitherungsweise “zutreffen wird, so soll
: e 4d: (a4-d)w
sein. a V2
Wird 7 in Minuten ausgedriickt, so ist statt 12) zu setzen
d, (2 -+ d) w
e --—~~—~«..........IZ'
"< S )
Man crhilt daraus beispielsweise fiir 2o = 30 und
==2000sm, d=500m, m<154m
a=1000m, d,==300m, m< 96m
Man kann die Bedingung 12) noch in anderer Form geben.

& Ao m
Wegen m==¢ &1, wird fiir w ==y auch e==¢, == e

. 10)

&

ch g St - Ly

Es soll daher der normale Abstand der Instrumentenstandpunkte Q oder @Q,
~ von AB, namlich ¢ oder «» wegen 12) an die Bedmgung gebw den sein

B L .

a
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Nun ist schlieflich noch zu priifen, ob die Bedingung 13) nicht im Wider-
spruch ist mit 5), aus welcher Gleichung bei gemessenem Winkel w0 und hekann-
ten Abstinden 2 und & sich, wie bereits bemerkt, ¢ berechnen liidt,

Indem wir §) in der Form

Fileyeigdal " RS o (e S T S
schreiben, ist bei der vorausgesetzten Gréfle von v der fiir die Anwendung aus-
reichende Niherungswert ¢, der in Betracht kommenden Wurzel von 14) durch

% (¢ oL (!
PR, (@-ra) qangw .t e . 15)
i a
gegeben; eine Niherung, welche ebenso auf 6) angewendet, zu der einfachen.
Gleichung 8) fiihrt.

Der Fehler /¢ in ¢, ergibt sich leicht aus
2 ) '
Woras f(q,) . d'(a-d,). tang St

T fe) a(a®cotang?w — 24, [a--d,))’ ;
- welche Verbesserung bemplclswme fiir die fritheren Anpnahmen von a 4 und w
etwa 01 s ausmacht. SN
Da nun der aus 15) folgende Wert fiir ¢ kleiner ist als der durch 13)

bestimmte Grenzwert, so kann der letzteren Bedingung entsprochen werden,

- Graphische Ausgleichung mit zwei Unbekannten.

Von Prof. Karl Fuchs in Pre@burg,

Das Vorwiirtseinschneiden fiihrt. zu Bestimmungsgl:eichungen mit zwei Un-
bekannten, die wir in folgender Form schreiben wollen:
ar, + by, = 5
ﬂ?l’s —i“ 63’2 == ;',.’2 . . l)

. { T B . . L]

Hier sind @ und & die Unbekannten; die # sind mit Fehlern behaftet, Es
"sall ein einfaches graphisches Verfahren beschrieben werden, mittelst dessen es
uns moglich ist, die angeniherten Werte der Unbekannten in zweistelligen, zu-
‘weilen auch in dreistelligen Zahlen zu gewinnen.

Sy Wenn die = fehlerfrei wiren, dann wiirden dieselben Wm te von a und & s.dmtf
lichen G!elcbungen 1) genugcn Die Glelchungcn 1) wiren dann Spezialfille der
gememen Glmchung : P

PR SRR
Wenn wir d:ese Glezchung als Gleichung einer Ebene £ auffaseen, die durch_”{'
:'deﬂ__lUrSprung O geht, dann bestimmen . die Gimchungen I): Punkte 2, 2, . .. dieser «
gie E und dze Koordmatf:n der einzelnen Punkte 2¢, 20 ... sind: Cans
: _ary’s,_f' el (Srhpa g edlong
'.-Da ab:r die & in Wirklichkeit - teils  zu grof, teils 2u klem smd so liegen
ie -_Rnkt&ﬁ:,p;. LA erkhchkelt teils etwas zu hoch, teils etwab 2u tief, Es
ilt die __Kon:sitgn_{qq_ 2y und by der wa_h:_—schemlzchsten Ebene £, zu hestimmen




