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Uber graphische Ausgleichung vorwérts-
eingeschnittener Punkle.
Von W, Laska.

Wie bekannt, handelt es sich hei der Anwendung der Methode der kleinsten
(Juadrate nicht so sehr darum, zu einer mathematisch mehr als bestimmten Grife,
den numerisch plausibelsten Wert zu finden, als vielmehr um die Bestimmung
des Gewichtes, d. h. des Malies der Tauglichkeit dessen, was gegeben ist, zur
Bestimmung der unbekannten Grifie.

Bei algebraischer Rechnung ergeben sich die Gewichte als Schluiresultate,
bel graphischen Konstruktionen missen sie” dagegen von vornherein eingefiihre
werden, Es ist evident, dafy von der Richtigkeit der Gewichie in erster Linie die
Brauchbarkeit einer gmphls(hen Methode abhingt.

In diesem Aufsatze soll fiir das Vorwiirtseinschneiden eine geometrische
Koustruktion aufgesucht werden, welche sich meglichst eng -an die Prinzipien der
Methode der kleinsten @uadrate anschliet. Zu diesem Zwecke mufd zuniichst
der Ausdruck fir das Gewicht eines
Schnittpunktes zweier Geraden bestimmt . Y
werden.

Wird ein Punkt durch den Schuitt
_zwejer Geraden bestimmt, welche auf L
ein bestimmtes Koordinatensystem be-
~ zogen werden, so hiingt das Gewicht
der Koordinaten von zwei Faktoren ab :
von dem Schnittwinkel der Geraden

und von der lLage des Koordinaten- ///f

systems. In der Vermessungspraxis, wo L S N S —
die Geraden durch Sichten bestimmt / /

Werden, kommt noch ein dritter Faktor e 1. / ; /=

inzu: die Genauigkeit der Sichten. ‘ ’
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Um diese Abhiingigkeit mathematisch auszudriicken, sei 5 der Schnittpunkt zweier
Geraden, welche durch die beiden Punkte 47 und 47" sowie die Azimute « und &’
(siehe Fig. 1) bestimmt sind. Um die Gewichtskomponenten der Projektidnen des
Punktes & auf die A~ und Y-Axe, d. h. die Grofien
P Py _
- zu bestimmen, nehme man vorliufig den Strahl (&’ 3) als feststehend. Einer ele-
mentaren Drehung des Strahles (¢ M) um A/ als Zentrum, entspricht eine Ver-
schiebung im Ausmal}

AC=4" Nl
wobei 7 == M7 5. Der Schaittpunkt & verschiebt sich dadurch nach A um die Strecke
!‘Ars
T osiny’

Die Komponenten dieser Verschiebung sind

AR
Ay.._AD__-m sin @

r A\ s
Ne=BD= - cos ¢,

_ Dieselben Formeln gelten auch mutatis mutandis fiir eine elementare Drehung
‘der zweiten Geraden um den Punkt 7. Die Punkte M und M’ sind die Instru-
'mentenstande beim Vorwiirtseinschneiden. .
- Ersetzt man A« und A« durch ihre mittleren Fehler m sowie ', §
~werden die mittleren Fehler der Koordmaten @ und y des Punktes B gegebeu
ein durch ! :

My = -é-m——v (rsin &) m* - (#' sin cc"l2 m'?

L My =

= yV(rcosa)'m'—i-(r cos )22

W:r erhalten somit die Gewichte

J.’ A3

he= Pv=";;,?'
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gesetzt, so kann man auch schreiben

. k3
f)y:‘}l\i sin? p,  po= -5 sin?
Aus den Gleichungen ergibt sich zunachqt-
} I 7%} r'®
Px = 7 sind ¥

Die Summe der reziproken (;ewlchte ist also unabhdngig von der Lage der

Koordinatenaxen. Nimmt man noch )
V— 4

und sucht das Maximum sowie Minimum der Gewichte, so folgt:
2.?_,. o 1
pmux ﬁlﬂlll = cos M ls)
wobei im Falle des Maximums

, : 2
« == 90" 4 -5-

i hgp L

-

wird. Geometrisch hedeutet dies, dafd die Winkelhalbierenden des Winkels y = &’ — &
senkrecht stchen auf den Koordinatenaxen.

Wird also das Koordinatensystem so gewihlt, dafl seine Axen die Rich-
tungen der Winkelhalbierenden annehmen, so stellt die eine Gewichtskomponente
das Maximum, die andere das Minimum dar, vorausgesetzt natiirlich, daf} »=14",
- was auch unmittelbar geometrisch klar ist.

Es soll nun der Anschlull der mitgeteilten Gewichte an die Methode der
kleinsten Quadrate untersucht werden, und zwar an einem speziellen Falle: der
drei Punkte, da die Verallgemeinerung keine Schwierigkeiten bietet,

Es sei also
: g=ax-t+by-tc¢

die Gleichung einer Geraden und es seien

4

fié Y3 Y3
die Schnittpunkte der Geraden
; &1 81 81 & 8180,
dann ist der nach der Methode der kleinsten Quadrate ausgeglichene Punkt, ge-
geben durch die Koordinaten :

ey py - wepy + v py

=

2+ 2 1+ 2
g W21+ Dot t+ Vst
}’1_ -1"}’2 +?B

L = (@b — @ 5:)3

. Der Schmttwmkel " der Geraden g,ga erglbt sich ays der Gleichung
0 éa A ﬂsé

V f—f-é, V”n"}‘f’

Slﬂ ?l
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50 dafl man schreiben kann
2= (ag® A 05%) (ay® - 033 sin® p
oder auch

. D,25,% sint p, @’ ay® sin®
P 7 coaauJ costeay  sin? ey sin?
Man hat also
»' et ket ,/’:;' ‘7’:;2
sin® e, sin® y, sin® e, sin? gy osin? ey sin® py
oder auch :
A e ___{’.x' by?

costa, sin?y,  coslw, sin®y,  cosfay siny,

Da aber

a, = ¢, sin ¢
&, =g, €OS ¢
wobei ¢ eine nither zu bestimmende GréBe ist, so felgt weiters

& ey Y ‘5’2 N T

! sinpy  sin® Pe sin® p,
- Vergleicht man diese Gleichung mit
3 PR
AT Pathl e
sin? p, “sin y, sin® 74

* so ergibt sich sofort:
: it ‘hs 2y qy°

3 Hrud T st Ty U
'_.'dUTCh Welche Gleichung die Gleichwertigkeit der Gewichte .
h H P ; ol
; der Norma!glenchungen mit den Gewichten : b S _
-ﬂl‘ P" 4’3“-

der geometr:schen Konstruktlon. wie sie hier gegeben wurde, uachgewleseu I$
soweit dieses natiirlich moglich ist in Anbetracht des Umstandes, dal das eine
. System nur theoretische, das andere dagegen von der Entfernung der Standpunkt"
abhdngtge Gewichte hat. et

- Bei der praktischen Anwendung dxeser Formelu wird man tmls geometrlsc
teila rcchnend s verfahren haben. Hier handelt es sich zun.a.chst‘ um’ dle Grhﬂe

_rsma‘ f‘sma, rcosa r'cnqo;

: aus . welchen .
: i _=; L u===V(r sin tJ:‘)a i (r‘ sin a)" S
: T ”# -v (rcps a.)s 'h (’.‘ cqb a)a . ' ;:- ._
ertml!er; werden Sodnuu Ist ' i B Y




Man verkingert zu diesem A

Zwecke die Sichten iber den .,

Schnittpunkt @ (Fig. 2) und mache EN /
Bd=r, OBL=7, ,‘,md~§ \ ';'/

ziche CD [/ zur X-Axe durch -f

den Punkt O und

BCLCD, AD L. CD

Sodann ist offenbar
BC=rsine«, CO=rcos
AD=y"sine, DO=1r'cos «

Wird noch DL =7 sin«' -
= b5 C gemacht, soist AL=u. lig. 2.
Analog gibt OF = 0D = cos &, wenn OF L CD ist, dieGrofe v = C/.

Um noch die Schlufikonstruktion zu zeigen, seien 1, 2, 3, die Projektionen
‘der Scheitelpunkte des Fehlerdreiecks auf die .\-Axe, sowie p2,, 24, 23, die ihnen
zukemmenden Gewichte. :

Man zeichne zunichst die Hilfs-

Migur .. . auf Pause, indem man auf der T~
‘Geraden AA, die Gewichte (Fig. 3) # MM?T‘“
A4, =p,, 4, Ay ==p, etc. H?Hh""“*—n-.mh S

auftrigt. Hierauf wird ein beliebiger % e
Punkt .Ofangenummen und die Strahlen Bl e e
A0, A, O, etc. sowie noch zwei bis drei A J,-—"’
2u AA; parallele Geraden gezogen. : 2 S

° Sodann werden durch die Punkte I o
_2 3, ... Senkrechte 4, 2, 1, . . . _ )
der X~Axc errichtet (Fig. 4). i : lig. 3

Nun lege man die Pause so aufl die Hauptf‘ igur, daB die I’unkte A, resp. 4,
auf die Geraden //, resp. / zu liegen kom- : _
ien und markiere den Punkt 4;. Hierauf : , o
wird die Pause abgenommen und so ge: 2 '
l"gt, dafl der Punkt B, auf A4, und der A
inkt B auf /// zu liegen kommt. Hier
ird die Lage des Punktes B, markiert. i 8
ine Projektion auf die X-Axe ist dann  , 1
der. gesuchte Punkt R. Analog wird ver- "
Iren, wenn mehrere Punkte gegeben sind. :
: Eules Beweises hedarf diese Kon- / y HET V4
truktion wohl nicht. Analoge Kuustmk : s
nen bat man naturllch auch au[ der




