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Zur Theorie des Planeinganges. 
Von Prof. A. Cappilleri" in Reichenberg. 

Da jeder Plan, für welchen das Papier· im feuchten Zustande aufgespannt 
oder bedruckt worden ist, einen Eingang erfährt, so werden alle Figi:ren des 
Planes ihre Form und Größe verändern mµssen ; sie sind - im allgemeinen Sin ne 
des Wortes -- Abbildungen der ursprünglichen als richtig anzunehmenden Figuren . 
.Bei der Verschiedenheit �er Deformationen, die durch örtliche Einflüsse bedingt 
werden, ist es unmöglich, ein allgemeines Abbildungsgesetz so aufzustellen, daß 
aus einer endlichen Anzahl von Mef\sungen die ursprüngliche Gestalt des Planes 
abgeleit�t werden könnte . Man denke z. B. an die Deformarionen, die eintreten 
müßten,. wenn man das noch feuchte Papier durch ungeschicktes Streichen oder 
Reiben in sich verschieben oder verdrehen würde. Es ist einleuchtend, daß durch 
ei'ne, solche Mil�handlung die geraden Linien des Planes krumm werden müßten 
und es ist doch die erste Bedingung fÜr die Brauchbarkeit eines Planes, daß alle 
Geraden wieder als Gerade erscheinen . Dieses Xriterium der Brauchbar.ke it gibt 
ein Mittel an die· Hand, das Abbildungsgesetz näher zu bestimmen. 

Wenn die Gleichung der ursprünglichen Geraden durch rechtwinklige Koor
dinaten x' und y' au sgedrückt wurde, so erhält man die Gleichung der Abbildung� 
Indem man 
\, .:r' = fi (x,y) und y' = h (x ,y) 
ietzt, worin .i' und y die Koordinaten der abgeleiteten Punkte, fi und /, diejenigen 
Funktionen bedeuten, welche das Abbildungsgesetz zum Ausdruck brin gen . Soll 
nun die Gerade sich wieder als Gerade abbilden, so muß die durch eine :.olche 
Substitution erhaltene Gleici1Ung zwischen _,,,.· und y linear sein. Dies ist nur 
möglich, wenn fi und h selbst lineare Funktio1;en (natürlicher Weise ohne alle 
Diskontinuität) sind. Eine derartige lineare Substitution ist aber geometrisch gleich-

- bedeutend mit d.er Pro j-e kt i v i t ä t der Gebilde . Wir kommen so zu dem Satze : 
. ,'· Wen n  Gerad e als solche erhalten bleiben solle n, so müsse n die t'<".< . "��;. · . u rsprünglichen Figuren m i t ihren A b bild u ng e n projektivb;ch ve r· 

: wand t .ß e i.iJ. 
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Bei projektivischcr Verwandtschaft wird sich ein r�echteck (z. B. <ler Sek
tionsrahmen) als Trapezoid darstellen, weshalb diese Art der Abb ildung oder De
format ion eine trapezoidische genannt werden möge. Ein Kreis wird sich als 
El lipse abbilden, aber in eigenartiger, gewissermaßen nicht-symmetrischer Weise: 
der Schnittpunkt der Diagonalen des umschriebenen Trapezoides , welches die 
Abbildung des dem ursprünglichen Kreise umschriebeneP Quadrates vorstellt, gibt 
die Abbildung des l\.reismittelpu11ktes. Das ist aber nicht der Mittelpunkt der 
E l lipse. Die f\ichtu11gen der größten, beziehungsweise kleinsten Deformation des 
Kreisradius werden daher bei einer trapezoidischen Abbildung n icht auf einander · · 

senkrecht stehen . 

Die trapezoidische Deformation bringt ein en Umstand mit sich, der 'die 
Brauchbarkeit des P lanes in Prage stellt. Bei einer projektivischen Abbildung bleibt 
zwar das Doppelverhältnis ·auf einem Strahle umgeändert, aber nicht das einfache 
Teilungsverhältnis einer Strecke. Man e1 kennt dies im vorliegenden Falle auch 
aus folgend�m: Verbindet man den Schnittpunkt der Diagonalen des Quadratbildes 
(d. i. des· Trapezoides) mit den Schnittp'unkten der G egenseiten , so liefern diese 

···Geraden (welche de11 Mittellinien des Quadrates entsprechen) die Abbildungen der 
Berührungspunkte des Kreises mit dem Quadrat.· Be-i der Unregelniäf3igkeit der 
Figur ist einzusehen, dafä die. e Punkte nicht die Halbieningspunkte der Trapezoid

seiten sein werde11. Die Ha :bierung bleibt also in der Abbildung nicht erhalten . 

Zwei Strecken, die auf derselben Geraden mit derselben Zirkelö ffnung aufgetragen· 
wu rden� wären also nichr als • gleich groß • zu betrachten, da eine Verjüngung 

·. · nach eif)er R ichtung hin erfolgt, wie bei einem perspektivischen Bilde. D'adu1 eh 

würdeil die ei11 fachsti!n Arbeiten auf einem solchen Plane so kompliziert werden, 
·:.daß marr einen Plan 1 der mit trapezoidischer ueformation behaftet ist, als . für 
. 

M�ss�ng�zwecke ungee ig-uet betrachten müßte. Glücklicherweise s ind die Unter-
. 

schie�e z'wis�hen ·den Längen .der Gegenseite .1 sehr klein (ein Bruchteil des 

. .  ohne .die� : kleinen Einganges), so daß man füglich ' da von absehen kann und die. 
·· · Defopnati.on als eine r h o m b i s ch e betrach1en darf, wo der ursprü nglich recht· 

,eckige Sek_tionsrahmen sich als Rhomboid, ein Quadrat als Rhomb us darstellt. l.n ·. �� 
„„,: , '" . di�sem Falle v_erwandelt .sich jeder Kreis in eine bezüglich des Mittelpunktsbilde& · ·::�� ,',. '.: ·. '. s1=�·�nei_r�scr,1 geleg�ne, also konz�ntri�clie E.11ips� � Da es �ber

. 
im��r möglich ist,_ :;�j 

-,�;,, : ejp� , ges�bene . Ell
.
��se durch zwe 1mal1ge affine Transform�t1on ·in einen gegebe11en -·�ti 

kon?��t;1sche� Kre1� zu 1 verwande�n. i;o folgt"· daraus : ·�:...i 
. "'Die rhomboid'ische Deformation eines Pla1ies läßt sich d u r ch, . � 

zw e ima J.i g e  aff.ipe Umformung · b � s e i t _i g e n, so dai� ·der
. 

Plan seine :_·J 
„ . . : �-'ursprüngl i c h e Gestalt u n d Grö'ß-e',wie�e.r erhält. .. 

" 

. 
_._,. „ -. · DTese Tatsache sei.den folgend�n praktischen Untersuchungen zugrunde gelegt; 

l"-. t ' , • '.i't ._. ' . ' • ' 
"' 
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wobei Aß Affinitätsachse ist und CT', bezw. D' T c' D D• die [�ichtung der Affinitätsstrahlen angibt. �---------,,----

Die Figur CBT' ist das charakteristische Drei- .,..._... ______ j_'_·· .. C 
1T ,, :·. ·-,p' 

1 '� . i ; : 1 

eck der Affinität. Verzeichnet _ man von dem 
Planpunkte P aus ein paralleles Dreieck , so 
erhält man den Punkt ll, welcher P entspricht. 
Jetzt wird die zweite affine Verwandlung vor
genommen, indem man die Figur im horizon
talen Sinne proportional streckt , so datJ .8 
nach lJ' und I' nach C• kommt. Dabei ist AD· %-------x-.-_S:__,J 1 ,-«------------X---·->' 
Affinitätsachse und /Jß' gibt die Richtung der 1-,zg. l. 
Affinitätsstrahlen an. Die Größe der Verschie-

.ß --t, 

bung jedes Punktes ist seinem Abstande von der .\ffinitätsachse proportional. Es bc· 
steht also, wenn n nach P' verschoben wurde, die Proportion lIP': x' = BB1: AB', 
wobei die rechtwinkligen Koordi11ate1J des ursprüng·lichen Punktes P' mit x' und y• 
bezeichnet werden. Führt man für die rechtwinkligen Koordinaten des Planpuuktes J> 
die Bezeichnungen x und y ein, so ergibt sich aus der Fig. 1 mittels ähnlicher 
Dreiecke: 

AD' y AD' 
y' = QP. AiS=-cos[3 ··AD-

JJB' 
x' = x - QPsin ß +nP1=x-y tg (j + x' ;11y ;[:'. faßt man die Glieder mit x' zusammen, so komlllt 

.,.,,_ BB') ··',' :t.'1 ( 1 - -··- = % - )' tg lj • , - AB' . . 1· 

AB x' . )J]jl = .r -y tg [i 

AB' AB' . 
x'= AIJ x-y AB- tg (3 

1 AB• 
Da ß em sehr kleiner Winkel ist und AB sehr nahe an 1 liegt, so kann 

man 1nit Hinweglassung von kleinen GrÖfäen höherer Ordnung cos (j = 1 und 
AIJ• 

_- /IB tg [:J = tg fj = {.J setzen und erhält nun 

x'= ��· x-ßy} 
AD' Y=-AD y 

. . . . . 1) 

Die Verhältnisse AB': AB, bezw. AD1: AD werden durch Abmessung 

Rechnung bestimmt. Es ergebe sich :�: =l+P } 
.

. . . . . . . . _ . .  

---· - = 1 - 1-- q AD, - . 
' , 

. ' )" ·�..:'\ 

. . 2) 

,j.y:· 

. "'.) i 

' 
. 

. ') 

.. , 
;d , ., 
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Die GrÖl!ien p und q sind oer sogenannte Längen-, bezw. Höheneingang des 
Planes und müssen oh:1e<lies bei jeder maßstäblichen Operation ermittelt werdeil. 

Der Winkel fi (bezw. sein Komplement) ergibt �ich aus dem Dreieck AB D 
AB2 + AD2 - ßD2 

cos (900 - (�) = 2 . AB . AD 
Schreibt man statt AB . . . l, statt AD .. . lt, statt B D ... d . und setzt 

c11s (90° - ß) = sin ß _:__ ß, so ergibt sich 

ß= !'-±�';h !I' = (V 1• + ;,• + �)1� 1· + h'-d) '"""d('/ 1• 1 ;· - d) i 
Nun ist l lt der doppelte Flächeninhalt des Dreieckes AB D, von welchem d . ·· ' ;; 

eine Seite ist. Folglich ist 1:-= s, gleich der Lähge einer Se nkrechten, welche .;· . 
. von A auf die Diagonale B D gefällt wird. Somit wird 

� ,� + !t2-d 'i= . . .  f ' s ' 

(Bei einem Katastralplan, wo l =-= 25" und · h _:_ 20", wird· s · 41 cm). 
Führt man den Längeneingang p 1.!0d den Höheneingang q ein , so 

sich die Formeln 1) für die ric�tigge�tellten Koordinaten ..r' und y': 

. . 3) 

;' ;·t:; - ß y } . ' . . „ . . ' 4) 

II. l�ichtungsänd erun g e111e r S eit e. 
. . � 

Die Rid1tung. der Seite A P. sei . durch . den Wi nkel <p bestimmt. Aus 
. Figur . 2 ergibt .sich 

' y tg <p = -X 
., .· . . Bei der · zweimaligen affinen Umformung ändert sich :v, y und demgemäß , 

:.�. ·':,.•; .:. auch 'rp, · Um die Änderung- voi1 <p zu erhalten, mufJ man .o bige Gleichung· totalt' �<:; .- . -ditrer�nzi·eren und· c>rhält so · 
d<p xdy'-ydx 

„-- · - = --· �-
cos� <p . aJ� · 

,, > :Od.er , wenn ·mail' statt der Differenziale die Äi1derungen f5.. <p1 
C:. . , ' .::„_ ·. h, !p X -D,.y-y 6 X 

"· 
··�= . 9 .... . . . . . .  , • 

. · · •· ,. COS cp X · 
Oie:·.Änderung�n .6 it und 6.1 ergeben sic.h· aq.er aus 4): 

· ß X .:r= �' ,.- re ;;;;:: P ;iJ . .::_ ß Y } 
' . /j.y 

. 
)$ � ; = qy' . ' . . . . . . . ' 

_, '· :Setzt nian diese Werte in· 5) ei� 
·· 
so kommt 

' 
. ' „ ' „ l " .„ .... . ' , ... 
. !scp ·. qxy '"'.f:ry :+ ßy11 . 

• Y . (Y )i c9s�.'P. -, . �-· rll� : ' � = (q...:c. P)-;;-+ ß .�� = (q -P).tg fJl + ß tg� 'P :-. 
. :ff. �� . , •. ! • � • �. ' � 

uhä •soinit .. - · "':--�·., 
·� h � .. ... · ': '·Jt:. :, .. ;· "'. �·. 

. '
.
" .. _.� . , :... . ._ . . . 

. 
' ,' ' . . ' 

i .,t ' . ' '.Li tp'' . .....! (q :- p) s�o' q>'cos cp + ß sin2' �·=;;: q·" p sin' 2 cp + ß· sin� 'PI t��.„:' '>·,·. 1, f > 1 ,  ... / · •. . •  „·:::. : ::.. .1 ' • _1 '· ,... .' ;2.: 1 . 
. f . 
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Die Schlußformel enthält außer den DcfurmaLio11sclcmcntc11 p, q und (�. die 
nach 2 J und 3) berechnet werden, nur die Richtung <p, aber keine Koordi11ate11. 
Sie wird daher auch dann gelten, wenn die Seite nicht durch deu Eckpunkt A 
des Sektionsrahmens geht. 

Hat man die Richtungsänderungen zweier Seiten bestimmt, so läßt sich 
daraus die Änderung des von ihnen eingeschlossenen Winkels berechnen. Die 
Zählungsweise des Winkels cp ergibt sich durch folgende Regel : man z iehe vom 
Scheitel des Winkels eine Gerade nach rechts hin, parallel zum unteren Rand AB 
und drehe diese Gerade im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers, bis sie mit 
dem zu betrachtenden Schenkel zusammenfällt. Das Maß dieser Drehung ist der 
Wi nkel cp. 

III. L ä n g e n ä n d e r u n g ei n e r  Sei te. 

Aus Fig. 2 folgt 

A pi = 12 = x2 + y� 

Wird diese Gleichung total differenziert, so 
kommt. 

. ldl = xdx + ydy 
Man ersetzt nun die Differenziale durch die 

Änderungen 6 !, 6 x, 6Y und substituiert nach 6): A 
/ f:::i. / =jJ:t:I - ß zy + qy' 

n c 

p 

B 
Fig. 2. 

Da man die relative Änderung von /, d. i. den • Eingang • der Seite l er
... halten wi ll , so dividiert man diese Gleichung du.rch 1� und erhält nun 
t:J , ;rl y' X-JI 

' . . 
-r= P (2+ q12-ß -1, . p cos' rp + q sin2 cp - /i sin rp cos rp = 

I+cos2p l-cos2rp ß .· _P+q P-q,. ß 
.· =P 2 

+ q ·---2
- - _,_ z s 111 2tp- --

2
- + 2 cos 2rp �- 2 s111 2ip 

Bezeichnet man den Eingang der Seite l mit r, SO' ergibt sich 

.P+q . p-q {j . . 
r = -

2
- + ,_2 cos 2tp---2s1112cp . . . -. . • •  8) 

. Das. erste Glied dieser Formel ist von der Richtung der gemessenen Seite un

- abhängig und bedeutet den e mittieren • Eingang des Blattes, mit dem sich die Praxis 

häufig begnügt . Dei1kt man sich nämlich den Winkel rp von 0 bis 180° je um drp wach. · send, für jeden Wert von <p den Eingang r nach 8) berechnet und das arithmetische 
n n 

.' Mittel gezogen, so erhält man ttt, weil � cos 2rpdrp=o und � sin2rpd<p=o„ 
0 (J 

· per mittler e  Eingan g (P-tq) rles Blattes ist daher ein Mittelwert un Sinne 

. der Wahrscheinlichkeitslehre. Aus diesem Grunde ·ist das Verfahren, mit dem 
· . mittleren Eingang zu rechnen, in denjenigen Fällen berechtigt, wo andere Metho
:," 'den wegen großer U ngleichförmigkeit der Deformation illusorisch werden. 

! · Bei Benützung de.r Formel 8) läßt sich das zweite und dritte Glied mit ;;.�foein geringen Aufwand an Ziffern berechnen, so daß eine graphische Methode 

, . 
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kaum nötig erscheint. Um das Aufschlagen der Werte cos 2 rp uud siu 2 rp zu 
ersparen, kann man einen Kartontransporteur an den entsprechenden Stellen von rp 
mit den Tafelwerten von cos 2 rp, bezw. sin 2 <p (u. zw. bloß mit O·O, O· J, 0·2, . .. J ·O) 
beschreiben . Eine weitergehende Genauigkeit ist wohl unnötig , da sie von dem · 
Ungleichförmigkeitssgrad des örtlichen Papiereinganges aufgezehrt wird. 

Ein gutes Näherungsverfahren besteht darin, daß man den Längen·, Höhen-· 
und Diagonaleingang (1·1, r11, ri1) eines Quadratzolles ermittelt und dann je nach 
der Neigung der gemessenen Seite schätzungswe.ise interpoliert. Wie bei jeder, ' 
geradfo1igen Interpolation ist der zu befürchtende Fehler in erster Näherung {- des · :· 
Unterschiedes der aufeinanderfolgenden Differenzen, also {- [(r1i - ra)·- (rd - r1)J. '; 
Nun ist nach 8) 

_ , _ P L q {� . _ Yi -,f, 1,1 - 2 -1-: -�f - -z-1 1h -q. 

Folglich überschreitet der zu befür�htende Fehler im
. 

schlimmsten Falle nicht ) 
. die Grerize t (q .- p - q + {� + p) = � , ist also -

,
weil {� v iel .kleiner als der.' :'., 

mittlere Eingang -- eine sehr kleine Größe. , . �" ',, 

. Die Vorteile ·dieses Verfahrens bleiben auch- c}ai1n noch aufr�cht, , wenn 
.statt des Quadratzolles den Sektionsrahmen zugrunde Je·gt. .. · 


