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Zur Theorie des Planeinganges.
Von Prof. A. Cappillerl in Reichenberg.

Da jeder Plan, fir welchen das Papier im feuchten Zustande aufgespannt
oder bedruckt worden ist, einen Eingang erfihrt, so werden alle Figuren des
Planes ihre Form und GriBe verindern miissen; sie sind — im allgemeinen Sinne
des Wortes — Abbildungen der urspriinglichen als richtig anzunehmenden Figuren.
Bei der Verschiedenheit der Deformationen, die durch ortliche Einfliisse bedingt
werden, ist es unmdiglich, ein allgemeines Abbildungsgesetz so aufzustellen, dafl
aus einer endlichen Anzahl von Messungen die urspriingliche Gestalt des Planes
abgeleitet werden konnte. Man denke 2. B. an die Deformationen, die eintreten
miilten, wenn man das noch feuchte Papier durch ungeschicktes Streichen oder
Reiben in sich verschieben oder verdrehen wiirde. Es ist einleuchtend, dafi durch
eine. solche MiRhandlung die geraden Linien des Planes krumm werden miiliten
und es ist doch die erste Bedingunyg fiir die Brauchbarkeit eines Planes, dal alle
Geraden wieder als Gerade erscheinen. Dieses Kriterium der Brauchbarkeit gibt
ein Mittel an die' Hand, das Abbildungsgesetz niher zu bestimmen.

Wenn die Gleichung der urspriinglichen Geraden durch rechtwinklige Koor-
dinaten ' und y' ausgedriickt wurde, so erhiilt man die Gleichung der Abbildung,

indem man =1 (x,9) und ¥ =1, (x,7)

setzt, worin & und y die Koordinaten der abgeleiteten Punkte, £, und £, diejenigen
Funktionen bedeuten, welche das Abbi]ﬂungsgesetz zum Ausdruck bringen. Soll
nun die Gerade sich wieder als Gerade abbilden, so muf} die durch eine solche
Substitution erhaltene Gleichung zwischen & und y linear sein, Dies ist nur
miglich, wenn f, und £, selbst lineare Funktionen (natiirlicher Weise ohne alle
Diskontinuitit) sind. Eine derartige lineare Substitution ist aber geometrisch gleich-
bedeutend mit der Projektivitdt der Gebilde. Wir kommen se zu dem Satze:
Wenn Gerade als solche erhalten bleiben sollen, so miissen die
urspriinglichen Figuren mit ihren Abbildungen projektivisch ver-
Wandt sein. -
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Bei projektivischer Verwandtschalt wird sich ein Rechteck  (z. B. der Sek-
tionsrahmen) als Trapezoid darstellen, weshalb diese Art der Abbildung oder De-
formation eine trapezoidische genannt werden moge. Ein Kreis wird sich als
Ellipse abbilden, aber in cigenartiger, gewissermaflen nicht-symmetrischer Weise :
der Schnittpunkt der Diagonalen des umschriebenen Trapezoides, welches die
Abbildung des dem urspringlichen Kreise umschriehenen Quadrates vorstellt, gibt
die Abbildung des Kreismittelpunktes. Das st aber nicht der Mittelpunkt der
Ellipse. Die Richtungen der griiten, beziehungsweise kleinsten Deformation des
Kreisradius werden daher bei einer trapezoidischen Abbildung nicht auf cinander
senkrecht stehen.

Die trapezoidische Deformation bringt einen Umstand wit sich, der die
Brauchbarkeit des Planes in Frage stelit. Bei einer projektivischen Abbildung bleibt
zwar das Doppelverhilinis aul einem Strahle umgeiindert, aber nicht das ecinfache
Teilungsverhiltnis einer Strecke. Man erkennt dies im vorliegenden Falle auch
aus folgendem: Verbindet man den Schnittpunkt der Diagonalen des Quadratbildes
(d. i. des Trapezoides) mit den Schnittpunkten der Gegenseiten, so liefern diese
Geraden (welche den Mittellinien des Quadrates entsprechen) die Abbildungen der
Berithrungspunkte des Kreises mit dem Quadrat. Bei der Unregelmifligkeit der
Figur ist einzusehen, dal} diese Punkte nicht die Halbierungspunkte der Trapezoid-
seiten sein werden. Die Habierung bleibt also in der Abbildung nicht erhalten.
Zwei Strecken, die auf derselben Geraden mit derselben Zirkeloffnung aufgetragen
wurden, wiren also nicht als egleich grofl» zu betrachten, da eine Verjingung
nach einer Richtung hin erfolgt, wie bei einem perspektivischen Bilde. Daduich
wiirden die einfachsten Arbeiten auf einem solchen Plane so kompliziert werden,
dafl man einen Plan, der mit trapezoidischer Lelormation behaftet ist, als fiir
Messungszwecke ungeeignet betrachten milite. Glicklicherweise sind die Unter-
schiede zwischen den Lingen der Gegenseitea sehr klein (ein Bruchteil des
ohnedies kleinen Einganges), so dafl man fiiglich  davon absehen kann und die
Deformation als eine rhombische betrachten darf, we der urspriinglich recht-
eckige Sektionsrahmen sich als Rhomboid, ein Quadrat als Rhombus darstellt. in
diesem Falle verwandelt sich jeder Kreis in eine beziiglich des Mittelpunktsbildes
symmetrisch gelegene, also konzentrische Ellipse. Da es aber immer moglich ist,
eine gegebene Ellipse durch zweimalige affine Transformation in einen gegebenen
konzentrischen Kreis zu verwandeln, so folgt daraus:

Die thomboidische Deformation eines Planes 1i3t sich durch
eweimalige affine Unformung beseitigen, so dafl der Plan seine
urspriingliche Gestalt und Grofle wieder erhilt.

Diese Tatsache sei den folgenden praktischen Untersuchungen zugrunde gelegt.

I. Koordinatenénderung eines Punktes.

Das Rhomboid 45 CD stelle den Sektionsrahmen nach erfolgter Deformation

vor, das Rechteck 425 C"2D‘ den Sektionsrahmen vor der Deformation, u. zw. in

- der Weise iiber einander gelegt, wie es Fig. 1 zeigt. Um den Punkt 2 nach D' zu
brinzen, verwandelt man zuerst das Rhomboid ABCD in ein affines Rechteck ABI'D,
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wobei A0 Affinititsachse ist und €T, bezw. !

D1» die Richtung der Affinitiitsstrahlen angibt 7 I: -
e ung der Affinititsstrahlen angibt. <

Die Figur CABI" ist das charakteristische Drei- ~y o P RC

eck der Affinitit. Verzeichnet man von dem Toreooip’ : /

Planpunkte /> aus ein paralleles Dreieck, so Pl

erhidlt man den Punkt [/, welcher 72 entspricht. : ,f; g

Jetzt wird die zweite alfine Verwandlung vor- ! :.”f.v_.

genommen, indem man die Figur im horizon- i 7 '

talen Sinne proportional streckt, so dald 5 [__ /i i

nach Z“ und I" nach ¢* kommt. Dabei ist A/ /_\1 - '-""'f'x"—:?t o | L

Aflinititsachse und 525" gibt die Richtung der | f"z.'-‘,’-:-l-

Affinitiitsstrahlen an. Die Grifle der Verschic-
bung jedes Punktes ist seinem Abstande von der Affinititsachse proportional. Es be-
steht also, wenn [/ nach /°* verschoben wurde, die Proportion [/ : x' = BL': A5,
wobei die rechtwinkligen Koordinaten des urspriinglichen Punktes 7 mit x‘ und
bezeichnet werden. Fihrt man fiir die rechtwinkligen Koordinaten des Planpunktes /2
die Bezeichnungen v und 3 ein, so ergibt sich aus der Fig. 1 mittels dhnlicher
Dreicecke:;
f— P :_/1[)‘_____)/ Al
V=R TUD T Cosp AD

Hh
A jam 7D e T Y — 1 I Y
r¥=x =0QPsnpg+HI"=x—ytgp|x 35

faBit man die Glieder mit 2* zusammen, so kommt

) )
’1.4(1 “.,.]f:_)r_'.t‘—}’ tg f#

AB

ST

G -
,AD Ab
H=TE Y g B0

N

AL .
Da g ein sehr kleiner Winkel ist und ik sehr nahe an | liegt, so kann

man mit Hinweglassung von kleinen Gréfien hoherer Ordnung cos # =1 und

AB | i ¥
AL tg f = tg g = setzen und erhilt nun

4

y= T

=

Die Verhiiltnisse AB': AB, bezw. AD': AD werden durch Abmessung
und Rechnung bestimmt. Es ergebe sich

AL
= +4| g

AD =l+v]
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Die Grétien p und ¢ sind der sogenannte Lingen-, bezw. Hoheneingang des
Planes und miissen ohnedies bei jeder mafistiblichen Operation ermittelt werden.

Der Winkel 3 (bezw. sein Komplement) ergibt sich aus dem Dreieck 4570
AB - AD2 — B D2 ;
T R VAE DR

Schreibt man statt A5 .../ statt AD ... 4 statt B ... d und setat
cos (900 — f8) = sin f# . 3, so ergibt sich

s P8 _ (T d) (P F—d) _ d P~ )

cos (900 — ) =

77 T Rk 1
Nun ist /% der doppelte Flicheninhalt des Dreieckes A4 5 /), von welchem
/. . :
eine Seite ist. Folglich ist /;;-zs, gleich der Linge einer Senkrechten, welche

von A auf die Diagonale 5.0 gefillt wird. Somit wird
Yy
(;=V_l_jvf__‘{_ P e N R s L 0 B)

(Bei einem Katastralplan, wo /.:- 25" und %---20", wird s-.-41 cm).
Fiihrt man den Lingeneingang # und den Hdheneingang ¢ ein, so ergeben
sich die Formeln 1) fiir die richtiggestellten Koordinaten x' und y':

,17‘=I+?4’—/3)’} el R R B (8 S '4I)
Y=+ oy

Il. Richtungsinderung einer Seite.

Die Richtung der Seite /17> sei durch den Winkel ¢ bestimmt. Aus der
Figur 2 ergibt sich
.
T .
Bei der zweimaligen affinen Umformung dndert sich @, ¥ und demgemils
auch @. Um die Anderung von ¢ zu erhalten, mull man obige Gleichung- total
differenzieren und erhiilt so :
do rdy —ydx
| CErinine e
oder, wenn man statt der Differenziale die Anderungen A g, A, /A2 einfihrt:
AP _rAy—y A=
SRR ey Sl A B S | Y )
cos? @ x

Die Anderungen Az und Ay ergeben sich aber aus 4);
Am:m‘—m_—_pm-'—ﬁy}. e S A
Ar=y -—y=gqy |

Setzt man diese Werte in 5) ein, so kommt

AP gry ~pary 4 pys $
cos’ . :ze“ﬂj;éﬁ 7 (q-—f)-’;_—t—l—ﬂ (;) =@ -Aet+pige

und somit _

A9’=(q—f)ﬁiﬂ¢¢05¢+ﬁsin’w=g;p sin2p 4fsintgp ., . . .7)
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Die Schlubformel enthiilt auBer den Deformationselementen g, ¢ und g3, die
nach 2) und 3) berechnet werden, nur die Richtung ¢, aber keine Koordinaten.
Sie wird daher auch dann gelten, wenn die Seite nicht durch den Eckpunkt A
des Sektionsrahmens geht.

Hat man die Richtungsinderungen zweier Seiten bestimmt, so lifit sich
daraus die Anderung des von ihnen eingeschlossenen Winkels berechnen. Die
Zihlungsweise des Winkels ¢ ergibt sich durch folgende Regel: man ziehe vom
Scheitel des Winkels eine Gerade nach rechts hin, parallel zum unteren Rand A28
und drehe diese Gerade im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers, bis sie mit
dem zu betrachtenden Schenkel zusammenfillt. Das Mal dieser Drehung ist der
Winkel .

III. Langendnderung einer Seite.

Aus Fig. 2 folgt c
AP = )P = o +J’
Wird diese Gleichung total differenziert, so

kommt .
ld!=wdx—+ ydy /
Man ersetzt nun die Differenziale durch die

Anderungen A4 Ax, Ay und substituiert nach 0):
INI=p27"— By +q)

Da man die relative Anderung von /, d. i. den «Eingangs der Seite / er-
halten will, so d1v:d|ert man diese Gleichung duth /' und erhilt nun

/u-g. 2,

/ Ty
Am—*plz +9q l“ —/': ==p cos’ p+ ¢ sin® ¢ — B sin ¢ cos ¢ =
c0s 2 —cos?2 ; p—q 3
l__tf;?s__ﬁ +9 ] ..__LgLW _— g—sm 2!;1*—._-]-’-—112 -+ w’b—-,)--~‘]cos 2p— f, sin 2
Bezeichnet man den Eingang der Seite / mit », se ergibt sich
__p—{—q__p-q : ) ___ﬁ_ e,
ey | 5 Cos 2 2ssm..rp.......8)

Das erste Glied dieser Formel ist von der Richtung der gemessenen Seite un-
abhiingig und bedeutet den «mittleren» Eingang des Blattes, mit dem sich die Praxis
hitufig begniigt. Denkt man sich ndmlich den Winkel ¢ von 0 bis 180° je um &¢ wach-
send, fiir jeden Wert von ¢ den Eingang » nach 8) berechnet und das arithmetische

T g
Mittel gezogen, so erhdlt man ?_’___‘;?’ weil \ cos 2gpdp=o und 5 sin2pdp=o.
Q o

Der mittlere hmgang(‘¢| I-QT) des Blattes ist duaher ein Mittelwert im Sinne

der Wahrscheinlichkeitslehre. Aus diesem Grunde ist das Verfahren, mit dem
mittleren Eingang zu rechnen, in denjenigen Fillen berechtigt, wo andere Metho-
den wegen groBer Ungleichformigkeit der Deformation illusorisch werden.

Bei Beniitzung der Formel 8) lilt sich das zweite und dritte Glied mit
einem geringen Aufwand an Ziffern berechnen, so daf eine graphische Methede
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kaum nétig erscheint. Um das Aufschlagen der Werte cos 2¢ und sin 2¢ zu
ersparen, kann man einen Kartontransporteur an den entsprechenden Stellen von ¢
mit den Talelwerten von cos 2 ¢, bezw. sin 2¢ (u. zw. blofl mit 0:0,0-1,0°2,...1'0)
beschreiben. Eine weitergehende Genauigkeit ist wohl unnétig, da sie von dem
Ungleichférmigkeitssgrad des ortlichen Papiereinganges aufgezehrt wird.

Ein gutes Niherungsverfahren besteht darin, dafl man den Lingen-, Hohen-
und Diagonaleingang (7, r,, #) eines Quadratzolles ermittelt und dann je nach
der Neigung der gemessenen Seite schitzungsweise interpoliert. Wie bei jeder
geradlinigen Interpolation ist der zu befiirchtende Fehler in erster Nidherung } des
Unterschiedes der aufeinanderfolgenden Differenzen, also L [(r, — 7)) — (s — 71)].
Nun ist nach 8) PP a—~g ‘*_g o Q; e

Folglich iiberschreitet der zu befiirchtende Fehler im schlimmsten Falle nicht

die Grenze } (¢ —2—g-+p +p)=-g—, ist also — weil §8 viel kleiner als der

mittlere Eingang -— eine sehr kleine Grofle.
Die Vorteile dieses Verfahrens bleiben auch dann noch aufrecht, wenn man
statt des Quadratzolles den Sektionsrahmen zugrunde legt.

IV. Inhaltsinderung einer Fliche,

~Die Flicheninhalte affiner Figuren stehen in einem konstanten Verhiltnisse,
das nur von dem Abbildungsgesetz abhingig ist. Es wird darum der (relative)
. Flicheneingang einer Figur ebenso grold sein als der des Sektionsrahmens. Der
- Fliicheninhalt des deformierten Sektionsrahmens ist AB . AD cos =1k cos fi-lk;
- der Fldcheninhalt des urspriinglichen Rechteckes ist AB. AD'=/(1+2).2(1 +¢)=
=lh(l-}2-+q), wobei die Glieder hoherer Ordnung (mit f3*, bezw. pg) unter- -
. driickt wurden.*) Der absolute Flicheneingang betrigt also /4 (7 -+ g), der relative
--__Fléichenemgang (oder Flicheneingang schlechthin) # +¢. Es ergibt sich daher die
 altbekannte Regel: Bei der rhombischen Deformation ist der Flichen-
:emgang gleich der Summe aus dem Lingen- und Hoheneingange.
~ Zum Schlusse sei noch bemerkt, daf das Prinzip der Zuriickfiihrung mittels
welmnlrger affiner Umformung (womit zugleich die kinematische Seite dieser Frage
__t‘ledl_gt erscheint) .auch dann noch anwendbar ist, wenn man von der Deformation
eines "‘bﬂkannten Dreieckes ausgeht.

_Bimgo Plammeter polmschor Erfindung,
'ﬂtbmndm; ubsr das Planlmeter von Zaraba.
£ ’Vou Dr. L. Grabowski.
e

Dafmmé’gmm VO"E Q?ngloff fﬁr welbhes hier auf die ausfuhrlwhe Be-




