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Als Schlußwort sei nuch folgendes hinzugclüg;L: Jcdc11Ldls ist eine, 111 allC11 
Te.ilen exakte, j eden Zweifel und jede Unsicherheit ausschließende Uarstellu11i; 
jeder anderen, weniger vollkommenen vorzuzi hen. Weiters möchte ich abrr aüch 
wieder e=nmal einer i1Jte11siveren Pflege und Anwendung- der darstellenden Geo­
trie auf dem Gebiete der Geodäsie das \Vort reden, wie ich dies schon wiederholt 

getan habe. (Siehe des Verf. Aufs;:i_tze in der «Z. f. V„, Jg. 1 907: ·Über rein 
geometrische l\.artenprojekl-ionen •, Heft 7 und G Über Sonnenuhrk.onstruktiorn.:n» 
Heft Nr. 1 l ). 

Anmerkung der. Redaktion. Es i t keine unbeka1111te Tatsrtche, daß das 
l�aumvorstellu11gsver111öge11 der Studierenden von Hochschulen te -hnischer !\ich· 
tung· vi 'lfach andern Kenntnissen zurücksteht u11c.l. vielleicht nicht zuletzt aus dem 

Grunde, weil den Studierenden zu wenig Anregung zum gründlichen Nilchdenkcn 
über riiumliche Probleme gegeben wird. 

Der Hochschul-Lehrer soll trachleP, wo es nur möglich ist, die darstelle11dc 
Geomet1 ic in seinen Fächern anzuwenden; wir begrüßen daher die Aulsiitze des 
Kollegen Prof. J. Aclarnczik, welche er in seinem Schlußworte anführt und von 
welchen wir neben dem vorstehend publizierten noch ein 1111cleres schönes Beispiel 
über cl i e Li b e 1 1  e b .sitzen, aufs wärmste; zeigen doch diese Arbeiten, dafJ die, 
darstellende Geometrie in der GeocHLsie mit grofdcrn N1.1tze.11 Verwendung linden 
kann. D. 

Ein Näherungsverfahren 
in der Methode der kleinsten Quadrate. 

Es sei ClllC ncihe 

Von Prof. Karl Fuchs in Prcßburg. 
1. 

von linearen Gleichungen 

a1 ;1� -+ l\JI + . . . = 11 
t12 X -1- b2)' -f- • . .  = /2 

gegeben: 

• • 1 ) 

Wenn wir die wahrscheinlichsten Werte der Uni ekannt ·n :1· ·v . . . mittelst 

der Normalgleichungen uer Methode der klei11stcn Quadrate berechilen wollen, 

dann müssen wir vor allem die Normalkoeffizienten berechnen und das is;t eine 
überaus lästige Arbe it . Es soll hiernit ein Näherungsverfahren wg-egeben werden, 
das uns ganz dieselben wahrscheinlichsten Werte gibt, wie die NormalgleichLtn· 
g-en, ohne daß wir die Norma\koeffi7:ientcn zn berechnen h�ittcn. Da die Theorie 
des Verfahrens nicht leicht verständlich ist, wenn man nicht weiß, wo die S:i.che 
hinauswill, so soll zunächst das Vertahren selbst beschrieben werden, ohne alle 
Begründungen, und zwar in seiner ersten, umstlin !liehen, wenig versprechenden 
Form. Die Begriindtmr;- und zweckmäßige Umformung des Verfahrens soll später 
folgen. · 

1. Bevor wir an dir, Arbeit gehen, tran. forrnier ·n \Yir die gegebenen 
Gleichungen 1) so, daß wir jede einzelne Gleichung durch die Summe. ihrer 
Koeffizienten dividieren. In der neuen Form hezeicl111cn wir di C lcichungen so: 
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01 a· + b1Y + · · · = 11 
a2 .1 ·  + D�y + . . . = l2 . . . . •  , , . . . 2) 

Hier gilt  also beispielsw eise : 
a ;__ a1 ·--- b - . bi 

1 - a1 + b1 + . . . l - a1 + bi + . . .  
u n d  1 11 j eder G l eichung ist d ie Summe der K oeffizien ten gleich Eins : 

. . 3) 

. . 4) 
Wen n wir dan n i n  d ie  neuen Gleichungen irgendwelch e mehr oder weniger 

angen äherte Werte ;J.'0 , ;10 . . .  der Unbekan nten ei nse tze n , dann  erhal ten wir ge­
wisse mehr oder wen iger große Widersprüche ),1 , Ai . . .  : 

),1 = ll1 ::ro + bt J'o + · · · - l1 
/,2 = a2 ::ro + 02J'o + · · · - l2 · · · · · · · · 5)  

Es g i lt nu n für die angenäherten Werte 0°0 ,y0 • • •  irgen d welche gute Ver­

b esseru ngen �o ) 'f)o . . .  zu finden. Solche gute Verbesserungen kön n e n  wir aus den 
Widersprüchen ),1 '  ),2 . • .  nach folgender1 Formeln fi nden : 

� n1 A1 + a2 A2 + . . .  
o = - �+ a;+ .�-

bt :;i,1 + '62 A2 + · · · · · . · . · · · · . · 6) · 
'f)o = - 1 · 1 

. . . · . 01 1 b;1 T · · ·  

Diese Verbesseru ngen sind also- von Natur aus negativ. Wir haben n u n  
also verbesserte angenäherte Werte ;.e1 ,y1 . . . der Unl:>ekan.n ten : 

;r1 = :ro + �o J11 = Yo + 'l)o • · · 7 )  
Jetzt geh t  das Spiel ,von vorne an . Diese neuen Werte geben u ns nach . 5 )  

n eue , klein ere Widersprüch e ; · aus d i�sen neuen Widersprüchen aber könn en wir 
. 1nach 6) .n eue, klei nere Verbesserungen �1 , '1/t . . .  der Unbekan nten b erech n en u n d  

w i r  finden n o c h  bessere angenäh erte Werte x2 ,y2 • •  , .: 
:1'2 = :J'1 + �1 Jl2 =J'1 -1- 'Yl l  · 

So geht es fort, so l a�ge es der Mühe wert ist. 
� . . 

Das ist der Kern des Verfahrens ; nun folge seine Theorie. 

. ' . 8) 1 

2. 'Je der Glekhung entsprechend den ken wir u ns eine Reihe von k.01�1 -
. mu nizierencle n  P u m p e n , die m i t  Wasser gefül lt  sin d .  Jeder Ko.nstan ten ei ner 
Gleichung entspricht dabei e in � Pumpe, und, die Konstante gibt immer de11  

'Querschnitt  der betreffenden Pumpe an (Fig. t ) .  So hat die erste Pumpe der ersten 
R eihe den Querschnitt a1 u .  s. ·w .  Um Buchstaben zu sparen , werden wir j e  nach 
Bedarf von der P u m p e o1 oder vom K o l b e n  a t  oder vom · Pu mpe n r a u m  tt1 

. · : u. s. w. sprecheJl. In der Anfangsstellung oder Nullstel lung liegen sämtli che
.
Kolben :�( · ; ' d er ersten Reihe in · derselben Ebene E1 , <l ie Kolben  der zw eiten Reihe i n  einer �J(:. · . .  ._ Ebene· ß2 ·u. ·s . w. Die Kolben der letzten Kolumne sind mittelst ei ner Stange L iL,.· „ 

.
.

. 
gekuppelt und der � Kopf lQ -· dieser: Stange liegt i n  e i ner Eb�ne �Ö , · 

i� .:w • i s . „. 
� • 
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W i r  Jri.ickcn  nun d e n  K o p f  /0 u m  d i e  Strecke s = 1 nach u n te n ,  so daß 
s1i m t l iche Kol ben 11 , 12 • . .  um d i eselbe Strecke s = 1 nach u n ten rücken . D i e  
Folge w ird sein, d a ß  b.  w .  d i e  Pumpe /1 das \i\Tasservolu rnen l X /1 = 11 aus den 
ü brigen Pumpen der etsten R e i he ansaugt 1Jnd ähn l iches geschieht i n  den anderen  
I� c ihen . l n  d e r  ersten R e i h e  können si '11 nun s1im t l i che  K o l ben o „  0 1  • . •  um 
i rgendwelche S trecken a.1 , ß 1  . . •  heben ; e s  gi l t  n u r  die e ine  Bed ingung ,  cl:i.ß d i e  
'\Vasscrvolumen ,  d ie  die e inze lnen  Pumpen dadurch abgeben,  zusarn men!{e n ommen 
<las Volu men  /1 geben m üssen 1  das in ü i e  Pu mpe /1 geraten ist .  Die e rste hnnpc 
gibt das V o l u m en -:x:1 a1 ab, die zweite das Volumen ß1 (JL u .  s.  w . ,  es m q ß  also 
gel t e n  (wir veral l gemei n ern) : 

"1 Cl:1 + !\ ßi + . . . = 11 
l1 2  �:J + 0;1 ßa + . . . -:- l2 • . . . . . . . . . . 9) 

l n  d i ese Wi l l kür der Kolbenversch iebungen hringeu wir  nun au f fol gende 

Weise Gesetznüiß igkei t .  Durch j ede Pumpenkolumne l cg·e n wir e ine  (mathe -

mat ische) Stange X, Y . . . J ede Stange hat , vom Kopfe aß , uß . . . an ,  den Pu mpen 
e n tsprechend m ark ierte Punk te  oder K no t en n, , th . . . h1 , b �  . . . deren I n t erval l e  
gle ich sind den I n terval l e n  der Ebenen l:'!o, L'1 . . .  W e n n  also beispielsweise d ie 

Stange X so steht,  daß ih r  Kopf o0 i n  der Höhe :i: ii ber der Ebene .l��, l i eg-l,  
dann l iegen die  K nöpfe n, , n2 • • •  a l le i n  derselben Höhe ::i ·  über den Ebenen 
J:.� , J_,,� . . .  , d i e  w i r  die  E l o n g a t i o n  . der Stange nennen .  Wir w o l l e n  so  den 

Stangen ..(Y, Y . . .  i rgendwelche El r)llgationcn .r>0 , y0 • . . gebe n un d sie i 1 1  d ieser 
, te l lung· fixi eren ,  
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\�i i r  scli affen u ns n u n  e i n  d ynam isc hes hobl em , i ndem wir an nehmen ,  daß 
jeder Knopf 11 1 ,  a2  . . .  U1 , b2  . • . d e n  betreffenden Pum penkolben Cli ,  Ch . . .  11. , li2  . . . i n  

verti kaler Rich t u ng a n z i e h t , u .  z w .  sol l  er  j ede Flächene inhe i t  des betreffenden 
Kolbens  mi t  e iner Kraft anziehen, die  n umerisch gleich ist dem Abstand zwisc hen 
Knopf und Kolben. So wird beispielsweise der Ko lben ct, , der den Abstand 
;ro - i:t 1  vom Knopf ll 1  hat ,  per F l ächeneinhei t  m it der Kraft a ·o - a1 , im ganze n 
aber m i t  der Kraft a. ('"'o - o;1 ) n ach oben angezoge n ,  und m i t  d ieser voll e n  Kra ft 
zieht er umgekehrt den Knop f n1 nach unten . 

Da die Stange n fi x i ert ,  d ie  Kolben ab er beweglich s in d ,  werden säm tli che 
Kolben beg i nne n , unter der W irku ng dieser K räfte sich zu verschieben ;  d ie 
Kräfte werden Arb e i t  l e iste n und die  K o lben w erden sch l i e ß l i ch e ine Gleich­
gewichtsste l lung,  die Stellu ng grö ß ter Arbei t  anneh m e n .  D iese Stel lung b e­
rechnen w ir .  

Es ist  k lar , daß die  Ko l ben der ersten Pum penre i he im Sinne des hydrosta­
t is chen Gru n d gese tzes nur dann i m  Gleichgewicht se i n  kön nen , we n n  säm tl iche 
Ko lben per F lächeneinheit auf das Wasser d e n s e 1 b e n Druck ausüben . Das ist  
aber nur dann tler Fall ,  wen n sämtl iche Kolben - d e n  s e 1 b e n A bstand A1  v o m  
betreffenden K nopf h aben,  d a  jener Druck eben durch diese n  Abstand ausge­
d rückt wird .  

Diesen Abstand ),, gibt u ns nun die erste Gle ichung 9) ,  wenn wir  für  d i e  
Kolbenelongationen a1 , ß1 . . .  ihre Werte 

. .  einsetzen . W ir 

' odet : 

Nun ist 

a. = :J'o - 1'1 ß1 =J'o � ),J 
erha1 ten dann : 

Cl1 (a·o - \) + 01 (J'0 - ),. ) + · . .  = l1 
01 x + Pi )'o + . . .  - /1 � ),1 (a,, + '&1 -r- . . .  ) 

aber laut 4) die letzte Summe gle ich 1 ,  u n d  es gi l t : 
• •  „ • • •  il • • •  

• • 1 0) 

• • 1 1 )  

, . Das ist aber genau die ·erste der Gleichungen 5) und. wir haben den all­
,: :·'..gemeinen Satz : wen n  wir .den Stangen irgendwelche Elongationen :r·o ,J1o . . •  geben , 

· ·d ann stellen sich unter dem Zwange der Anziehungskräfte . die Ko lben I n  jeder 
•; ·:··Reihe in  einen gewissen Knotenabstand und diese Abstände · si nd gleich den 
; ,·:,V\'.i,dersprücb'en der betreffen den Gleichun gen . Hien:1it h aben wir ei n dynam isch es 
· ' 'J?i ld der Widersprüche bekomm.en. ' \Vir werd·en nun auch ein dynamisches Bild <ler Ve r b e s  e r u n ge n  �0 , 1)0 , . .  

. \.ffhden . Wii� 'fix ieren sämtl ich� KÖlben i n  der Stellung, die sie angenommen habe n ,  
:·�. geben aber dafür die Stangen fre1 . P'ie Stange X erlei d�t an i h re n  K n oten a1 , Ch . . .  
:": � ßurch die Ko lben · a1 a, . . . nach . unte.il die Züge a1 At,  a, J,:i . . .  
. - . : · h tdem d ie Stange den .. Zü-gen

" folgend , nach . unten rückt, leisten oie 1'räfte 
? • • �„, positive Arbei t und wenn d ie  Stange da'nt1 i n  einer neuen Elongation :r\ = ;,i·o + �o 

-<.-· zum Sti l lstan d kom m t, haben die Kräfte das Maximnru der Ai·beit gel eistet und  
:'.'' 'die · Suri1me ·a er auf di e Stang� wirkende!1 " Kräfte ist gleich Null .  Da d i e  Abstände 
·„· '-der 'Koiben und  Knoten dann l., + �o" A� + �o , . .  si nd, so laute t die Gleic hge-
t . J ' b d "  ' ;,„„ W l C. 1 ts e 1 11glrng : · 
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O ,  (),, +· �0) -� Cl2 (/,2 -!- �n) - !-- - · • = (J 
oder : 

oder : 
�o (0 1 + o, + . . .  ) = -- (a, A1 + ci. /,2 + . . .  ) 

. . 1 2) 

D as ist  aber genau d [e erste Gle ichung- 6) u n d  w i r  hi:tbc n  d e n  Satz : die  
Gleichung-en ( i )  �eb e n  d ie Stange nverschiebungen grör;l t er Arbei t .  

W e n n  w i r  s o  for t fahre n u n d  fort  u n d lorl abwech sel n c.l  ers t d i e  Stangen 
festhal te11 u n d  d ie  Ko lbe n freigebe n ,  dan n die K o l ben fes thal ten  und die Stangen 
fre ige b e n ,  dann \\' erde n  die K räfte fo rt u n d  fort  pos i t i ve A rbei t  l eis te n ,  bis das 
M axim u m  c ler A rbei t gele istet  i s t ,  also ke ine  Arbei t  m e h r  geleis tet  werden ka n n ; 
dan n k ö n n e n  w i r  Kolben u n d  Stangen gleichzei t ig fre igeben  u n d  es erfolgt d en­
noch kei n e  Bewegu n g .  

A u ch fü r  diesen Gedan ken g i b t  e s  e i n en alg·ebra ischen A usdruck. Wenn der 
l\:  l l ben n, den A bstand h vom betreffe n d en K 11 o t·e11  hat ,  dan n  zieht er d en K n oten 
mit der Kraft a, li an . Wenn a lso der K n ote n aus d em Abstand lt = lti bis  in den 
A bstand lt = o an den Kolben heran rückt, <lan n le istet d i e  Kr::i.ft hiebei die  Arbeit : 

· � Ui ltt2• . . . . . . . . . . . . . J 3) 
Diesen Ausdruck nen n en wir die A r b e i t s rn h i g k e i t der erste n  Pumpe ; 

w ir können  i h n  auch das P o t e n t i a l  der erste n Pu mpe n e n nen , den n  d i ese 
Arbe i t  miissen wir  leisten ,  um den K noten aus dem A bstand lt == o i 1 1 den Ab­
stand lt = lt1 zu b r i n g·en .  

W i r  wol l en n u n  das Potential des gan zen Pumpensystems bere c h n e n  für 
d en Fal l ,  daß wir die Stangen in irge n dwe lche n Elongat ionen festgehal ten haben 
u n d  säm t l i che Kolben in  d ie neue Gleichgewich tsste l lung g·ekommen sind.  S�i m t-

1 .i c h e  Ko l ben der ersten Pum pe n re ih e h ab e n  cfan n dense l b en K notenabstand J..1 ;  
sie geben a lso zusammen das Po ten tial : 

1 J.. 2 +  1 V: ). 2 _ _I - 1 )  2 (  _J ( + ) - 1 , 2 .f 01 , -2- o, 1 --r . . . - ·i ., Cti -r 1j . . • - i "' , 
d a  d i e  Klammer den · Wert 1 hat Wie w i r  sehe n ,  ist die Arbeitsfäh ig keit  des 
ganzen Systems dan n  geg·ebe n durch : 

{ (J.., � -f- Äz2 + . . .  ). 
I n  der  Schlußstel lung,  i n  der weder Kolben  n och Stangen sic h mehr riihren 

wol len  u nd d as M ax imum der Ar be i t  gele ist e t  ist ,  i s t  logisc;herwcise d i e  Arbei ts­

fähigkeit  e i n  M i nimu m ,  d. h .  es g i H : 
J.., �  + J..ß "  + . . . = Mi n .  . . . . . . . . . .  1 4) 

D,ts ist aber eben <lie Bedi ngu ng der Met hode der k le ins ten  Quad rat e .  · 

Unser  A n n äh eru ngsverfahren gibt  a.lso tatsäch l ich  d ie wahrscheinl ichsten Werte 

der U nbekan n te n  im Sinne  der N ormalgle ich ungen . 

3 .  N ach de m hiemit  der Kern d er Näheru ngsm ethocle d argelegt ist ,  sol l  n u n  
n.uch die  praktische Durchfü hru ng besprochen werde n .  Zuerst sol l  gesagt werden,  

daß die u nange nehme Vorarbe it ,  d ie  D i v is ion der einzel nen G l ei chu nge n durch 

die Summe der einzel nen Kocfllzie n ten , auch un terble i ben kan n .  Wen n  wir d i o  

Quersc h n i t te d e r  Pu mpen n ich t den  K oeffizienten der Glei chu ngen 2) ,  sunclern 
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den ursprünglichen Gleichungen l )  entsprechen lassen , dann fi nden folgende 
Gl e ichu ngen statt 5) ,  6) , 1 4) : 

1 _ a, x0 + b1y0 + . . . - /1 M. - a� xo + · · ·  1 5) A1 - --al + b�--f . -. -. 
--- - ai + '  • • 

i:: _ a1 J.1 + a2 A2 -j- . . . _ bt Ai + · · · 1 6) ':,O - - --- '1Jo - - ' 
G1 -+- <72 + . . . b1 + · · · 

(a, + b1 + . . .  ) ,V +  (a2 + b2 + . . .  ) ).,� + . . . = Mi n. ,  1 7) 

" ofür wir kürzer s chreiben wollen : 
K, ,r.. 2 + /� J..2 2 . . . = Min . . . . . . . . . .  1 8) 

Wir fi nden dan n ·  a,lso angenäherte Werte von der Art, als hätten wir die 

erste Gleichung K, -mal, die zweite 1� - mal . . .  angesetzt, d .  h .  als . hätten die 
ei nzelnen Gleichungen E i g e u g e w i c h t e  /G , K2 • • • , die durch die betreffe nden 
Koeffizienten immer ausgedrückt werden.  D iesem Fehler ist aber leicht abzuhelfen . 
Denn wenn beispielsweise ](, = l O ist , die erste G leichung aber nach unserem 
Urteil nur das Ge·wicht 2 hat, dann bringen wir die erste Gleichung durch ent­
sprechende Division leicht auf das . gewünschte Gewicht. So ist viel Arbei t erspart. 

4. Wenn wir in . die Gleichungen die etwa graphjsch bestimmten , ange­
näherten \Verte xo,J'o . . . eingesetzt, die en tsprech enden Widersprüche L1 , A2 . . • . 

nach 1 5) berech net u n d  daraus die Verbesserungen �0, 'Yjo • • . nach 1 6) besti m m t  

, haben, dann gil t e s ,  für die neuen Werte a·1 ,y1 • • •  der Unbekan nten die n euen 
Widersprüche zu berechnen . Diese Arbeit  verein fachen wir  uns sehr, wenn wir 

. nicht di� neuen Widersprüche selber, so nd ern nur die Z u n a h m e n 611 , 6)., · · · 

_ - der .alten \Vidersptüche berech nen. Wenn wir näml ich i n  1 S) für ;J'o , Yo . . . die , 

· neue Werte a.·o -t- �o , J'o + 'fJo, . .  : e insetzen , dann ergibt sich offenbar; : 

6J., = a. eo �bl Yjo + :.:_:_ 6 J...2 
= a2 �o t b,1Jo + . . .  . 1 9) 

a, b1 + . . . a, T b2 + . . .  
Wir kommen nun ganz in  eine Differenzen rechnung. Wir  hätten tüi.m l i ch 

aus den neuen Widersprüchen die neuen Verbesseru nge n  �1 , r11 . • •  zu berech nen , 

Da ist es w ieder zwe ckmäßiger, nur die Z u n a h m e n  6 �0, 6.1Jo . , . der al ten · 

Verb esseru ngen . �"' Y)o • • •  zu berechnen.  Wenn w ir 11äm1ich i n  l 6) · fiit: die alten 
·Widersprüche J.1 1 � • • • die [neuen Widersprüche )„, + �Ai , )., + /;;)2 . . . ein­
.setz en , danri. ergibt sich offen bar : 

6�n = - a1 6li -�a·6!ij-_: __ 
. . 6YJo = - b, 6 )., + . "  • • 20) 

ai -i- a, + . . . bi + b, + . . .  
. Jetzt ist der weitere Gang der Hechnung klar. Aus diesen Ä n der un gen der c:�·:· : Verbesserunge11 berech nen wir di� entsprcchende11 Äi�derungen der  Wid ersprüche : 

�:'./ . 6s ).i = ai 6 �o + b1 ,�'Yi�+� 62 
� = a, Äeo -I- . . .  

. 2 1 )  a1 + b2 + . . . · a, + . . . 
Atis diesen Werten berechn en wir wieder nur die Ä n d e r u n g e n der Ver-

. . .  . 22) 
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irnJ so i m m er Cort. i ':s ist  k l ar ,  d aß w i r  u n s rasch < l e rn  /. ic le 1üll 1 c ri\ .  We 1 1 1 1 \\· i r  
s o  fo l g e n d e  Elemente  berec h n e n  : 

�O ' L,�(l ' '-\ 2 �0 . •  ' D n �o r10 ,  6<10, t,. ·110 . . . 6n YJo• 23) 
b i s  wir zu versc hwi n dend kl einen Zuwächsen L:'.:\11 �0, 6 n "IJ0 . . •  k o m m en , cl a.n n 
kön n e n w i r  d ie  endg·il t igen \Verte von ;r, )1 . . . l eicht berech n e n .  

S .  D ie  Arbe i t  kann  n o ch w ese n t l ich  vere i n fach t  werden .  Es i s t  näm l i ch 
n i c h t  notwen d i g ,  d e n  Un bekan n ten  j e d es m al gerade d ie b e s t e n  Verbesse ru ng-en 
l'.u gebe n .  We n n  be isp i elsweise  die Forme l n  1 6) d i e  fo lgende n besten Verbes­
serungen  geben : 

�o = 0 ·42 1 6  't)o = o·o 1 8 5 
d a 1 1 n  kön n en wir  ruhig als Verbesseru ngen nehm en �o = 0·42 u n d  r10 = 0·02 
IL s.  w. W i r  h aben dann n u r  den e i nen Nachtei l ,  d aß wir uns e twas langsamer 
d e m  Zie l e  n ähern . Dan n brauchen wir aber auch d i e  Verb esseru ngen � .  ri . . .  nich t  
so genau z u  berechnen . l h re n ä h e r u n g s w e i s e  Besti mmung· ist aber auf sehr 
v i e l  Arten mög·l ich ; am zweckmLlßigst en  ist wohl ein ein faches H e b e  1 s y s t e m, 
das h iem i t erläutert und beschrieben w erden sol l .  

Die erste Gleichung 1 6) können wir so schreiben : 

a1 J..1 -1- a� ).2 + . . . + {a; + a� + . . .  ) �o = o . . . . . 24) 
Das hei ßt in Worten : wenn au f e inen  Hebel · ei n Gew i cht  a1 an einen 

Arm J..� ,  e i n  G ewicht a s  a n  e i n e n  Arm \ . . . wirk t ,  dan n kan n man d i esen 
Hebel ins  G le ichgewich t br inge n ,  wen n tn an e i nem Gewich te  (a1 +· rr2 • • •  ) den 
Arm �o  gibt .  Wen n  man also <las G ew i c h t  [a] s o  lange versch iebt ,  b is G leich· 
gewicht herrsch t , dann ist sei n Arm das gesuchte �o (Fig-. 2) . 
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· . .  :� C': 2 · :J  ,�1g-. - . ' :;·j 
Man kann diese n G edanken u n m i ttelbar ausführe n .  l ch habe vor Jahren mit · · :ir 

einem seh r leichten Hebel von Holz  von 2 m Länge gearbeitet . Die  Arbeit ging '1·�! 
le icht und rasch u n d  die Resul tate waren e twa au f e i n  Tausendstel , also auf drei . ,jf,J 
Stel len genau . Es ergeben s .ich d abei vie le Kunstgri ffe , deren prak tischen Wert , i�.� 
man a priori kaum ahnt. So kan n  m an e i n  Gewicht 28·6 am Arm 3 74 ersetzen · :·-�� 
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d urch e in  G ew i c h t  28 am J\ rm 374 u n d  e i n  G ew icht 6 am A rm 3 7 ·4 ; man 

brauch t also kei ne G ewich tstücke  k l e i ner als Eins.  Wer sich n icht ei ngearbei t e t  
hat, k o m m t  n a c h  d ieser d irek ten �lcthode allerd i ngs nur langsam vorw�irts. 
Dartun arb e i ten w i r  l i eber mit kurzen H ebel n u n d  lassen etwa am Arme J..1 n ich t 
unm ittel bar e i n  Gewicht  a1 wirken ,  so n dern w ir lassen dort ei n e n  Hi l fshebel  
(Fig. 2) einwirken,  den w i r mittelst ei n es Laufgewich tes vom Gewichte E i n s  den 
Druck a1 ausüben lassen .  

Der Haupthebel H ist zusammengese tzt aus ei ner R eihe  vo n Hebeln  lz 1 ,  lt2 • • •  , 
die an der l angen, t ief l i egenden A chse X (größtenteils nur pu nkt iert gezeich net) 
fest si tzen . Wir h aben dadu rch den Vortei l ,  daß j ede der Kräfte a1 , a2 . . •  an e iner 
beson deren H ebel stange w i rk t. 

· 

D i e  Hilfshebel J.<s ,  !(.. . . . haben ideell d ie Arml änge l und grei fen m i t telst 
I •  

Endgabeln in  die betreffenden Hebel 1t1 , lt, , . .  Die Hil fshebel si n d  in Fiihrungen 
verschiebbar, so daß man den Gabel n j ederzei t am Haupthebel die Achsenabsfande 

J.1 , J., . . .  geben kan n .  Das wird durch Skalen a n  den Hi lfshebel n erl e ichter t . 

Es ist angenommen,  daß säm t l iche Koeffizienten kleiner sind ,  als Eins. D i�  
. Hilfshebel von  der ideellen Länge Eins trage n en tsprechen de Ska l en sowohl a m  

positiven ,  als auch am negati ven Arm . W e n n  man also auf  dem H i l fshebe l J<i, 
das Laufgewicht E ins au f den Skalen te i l  a1 e instellt ,  dann übt  es das Drehung·s­
moment l X a1 oder a1 aus und d ie Gabel übt auf h1 den Druck rr.1 aus ; der 
Hebel /z.1 erl eidet also das Moment J..1 a1 • 

Das Verfahren ist n u n  klar. Wir stel l e n  die Gabel n an den Hebeln /1.1 ,  lt2 . • .  

auf J.., ,  J.... . . .  e i n ,  ste l len  die Laufgewichte auf den Hilfshebeln KP Ks . . .  auf a1 , a� . . .  
. ei r, ; . auf einem letzten H ilfshebe l 1(0 .stel len wir ei n  Laufgew icht auf den Skalen­

. teil [a] e i n und verschieben diesen Hi l fshebel in seiner Führung so lange, bis 
Gleichgewicht  herrsch t ; der Achsenabstand seiner Gabel ist  dan n das gesuch te �o . 

Wenn ein ige Koerfizicnten oder aber [a] ·größer sind ,  als Ein. , dann h i l ft 
m.an sich so , daß man am betreffendeq Hil fshebel n ich t ein Laufgewicht .P = l ,  
sondern ein Gewicht } =  2 oder p = 5 . . .  anwendet und ih m · e n tsprechend ei nen 
zwe imal oder fün fmal kle ineren Arm gibt.  Wenn an dersei ts die Widersprüche 

�: � · 11,. )., . . .  schon sehr klein geworden sind, dann stellt m.an dle Gabeln auf die 

·'; . ':doppelten oder für1ffachen . . . J.. ein. So gibt die Praxis eine Menge Kunstgriffe. 
Y''"'Wehn . dem gefündenen �o auch ein Fehler vo n etwa 1 0 1/0 anhaftet, so bringt das 
· ,·; durchaus keinen Fehler in die Rechnung ; wir kommen nur etwas langsamer zum Ziel. 

Wenn . wir � bestim mt haben und wol l�n  auch 'lo bestimmen,  dann b le iben 

" c- '„ d,je J.. dieselben wie 1 6) zeigt ; wir haben nur die LSrufgewichte von a1 , a2 • • •  [a] 
.;·� , auf bj , b1 . . .  [b] zu verstellen und zu äqqi librieren .  So bleiben die J. für den 

':"'- · gan ;;:e n  Turnus dieselben, nur die Laufgew ich te werden verstel lt .  Da empfiehlt 
�->:;•sich dann folgender Vorgang. Die Skalen aµf d en Hilfshebeln lassen ei'nen weißen 
'':'·',,Rand und auf diesem markiert n1an mitt�lst Bleisti.ft ; auf <lern ersten Hebel K1 
!.-.: . markiert :ma n  an b1 • • •  und schreibt zur Marke .. de n  Buchstaben ; auf dem zweiten 
(.;�Nebel K�· markiert man a, , b1 . ' • u. s. f. . Die Einstellung der Laufgewichte erfo lgt 
.,'.111 . ilc,mn unmittelbar auf. die Marken . Die Lätlfgewichte macht man am besten paral· 
·. \ lelep.ipedich , prismatisch. 

�-;,..L . 
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\\1cn n  man so a l l e  Vcrl icssc 1· u 1 1 g c 1 1  �0 , Yj„ . . .  bes t i m m t  h a t: , d a n n  1 1 i 1 1 1 m t  
m a n  vnn den V erb esse rungen n u r  e i n  nder z w e i  Ste l l e n ,  z u m  Beisp ie l  ;:o = 0 ·04, 
1)1) = O · 1 2  . . .  Nach d i esen gew ähl t e n  Verbesse runge n ,  d i e  m an s ich n otie r t ,  be­
rec h n et man nu 1 1  aber n ach 1 9) g e n a u  d ie W i Jcrspru chsänd erun g·cn /::,J... 1 ,  0,).2 . . .  
u n d  a d d i e r t  d iese l n crcm e n te zu d e n  a l ten W e r t en )„ 1 ,  ),� • • • M i t  d e n  neuen 
Werte n  J., , J.2  • • .  w ieuerho l t  man nun die Arbei l :  m �L n  ste l l t  die l l i l lsh e b el auf 
l ie  neue n J, e in  u n d  b esti m m t  nun w ied er Vcrbesscru ng-e n �1 , 1)1  . . •  Diese fal len  

jetzt  kle i n e r  aus .  D i e  eige n t l iche  l\ ech e n arbei t  besch6i n k t  sich a lso  au f die Be­
sti m m ung der l n crc m en t e  .6)„1 , [j )..1 • • .  u n d  d abei  h at m an s;in1 L l i c he Kocffiiic n t en 
m i t  e i nste l l igen , höchstens zweistel l igen Zah l e n  zu m u l t i p l i z iere n .  

· 

V1ien n  d ie  \\' i d e rsprüche J..1 ,  J.2 . . . schon gcniig·en d  kle in  geworden si n d ,  
d a 1 1 1 1  f i n d et man d ie. w ahrsc h e i n l ichsten \iVer tc ;r, y . . . d u rc h  A dd i t i o n d e r  Vcr­
besseru ng·en zu den A n fa n g·swerte n : 

:r = . 1 ·0 + �o + �1 + · · · )' = )'o + 'fJo + "fJ 1  + . , . . . . 25 )  
Hiemi t  i s t  das Verfaluc n w o h l  gen üp;e nd genau g·eze i c h n e t. 

6 .  W e n n  m an m i t <lern Hech enschieber zu  rechnen beabs i cht igt ,  d a n n  \\' Ü r d e  
i c h  rat e n , nicht  e i n e n  Rechensch ieber  m i t  z w e i  Logari tme nska l e n ,  so ndern n ur 

ein  e i n f a c h e s Lineal  m i t  Logaritmenskala  zu venv e n d e n , u n d  zwar au f fo l­
gende 'vVeise.  

Wen n wir  beispielsweise die G leichu nge n 1 5 ) ansehen,  dan n fi n d e n  wir,  
daß wir be i  der Berechnung d er vie l e n  J.. die Produkte sämtl icher Koeff i z ienten  

a „  rr2 . . . d er e rsten Ko lu m n e mit  ;:r brau chen ; ebenso die Produkte säm t l icher 
• 0 „ 

K oe ffizienten der zweite n K ol u m n e  m i t  J'o u .  s. w .  A hnl iches zeigen die G le ichun-
gen 1 6) ;  da ersche inen  Koeffiz ienten  rei h e n weise m i t  d em e inzel n e n  ). mult ip l iz iert .  

Wir ziehen nun so viel G erade, als es K o lu m n e n gibt und n eh m en d i e  
e rste Gerade vor. W i r  beze i ch ne n den Nul lpunkt ,  leg·e n daran den Null puu k t  

tl er Logaritrncnskala u n d  markieren  au f d e r  G erad en a u f  G ru n d  d e!' S ka la  d i e  

K o nstan ten a "  a� . . .  d er erste n Kolum n e .  Wenn  w i r  dann d as Logaritm e n l i ne al 
versch i eben und au f i rgende inen Vvert x ei nste l len ,  dan n kön n en w i r  auf G ru n d  

der M'arken d i e  Produkte rr 1  :J', a� .1� . . . au f der Skala unmi ttel bar ab lesen ,  u. z w .  
vie l  ge nau er, als am R echensch i eber, weil wir nicht  m i t  dem Aug·e gleichze i t ig 
au f zwei Ska4 e n  zu i n terpo l ieren h ab e n .  So tragen wir au f j eder G eraden die  
Konstanten  e in er Kolumne auf ;  auf e iner anderen R eihe von Geraden aber tragen 
w i r  die Konstan ten (d. h .  die  Logaritmen d er Konstanten) der einzelnen Reihen 
auf. Wenn wir also die W erte J.1 , ).2 • • : bestimmen wol len ,  dann st el le n wir das 
Lineal zuerst an der zweiten Geraden auf x0 ein ,  lesc 11 die Wer te a1 :c0 • • • a, .x:0 . • •  

ab und schreiben sie in  eine l� eihe.  Dann stel len wir d as Li neal an der zweiten 

Geraden auf y0 ei n , lesen d ie  Werte b1 J'o i h2 y0 ab un d notieren sie i n  e iner  

zwe�ten Heihe u .  s .  w .  \Venn wir fertig si nd , dan n sin d  schon die  Glied er,  die  
wir  zur Berechnung der einze l n e n  )., brau chen , kolumnenweise zur  Add it ion fe rtig 
geordnet .  

Der wechsel nde n Vorzeichen wegen ergeben sich noch ei nige besond ere 
Kunstgriffe . . - So geht die Arbeit sch nel ler und genaue r  als m i t  einem vol l ·  
ständigen Rechenschie her .  



i 6  --

Eine noch bequem ere und genau ere Metho d e  mi t telst  Strah l enbündel n  läßt 

sich lei der ni c ht so k urz beschreibc 1 1 .  
7 .  D i e  ganze Methode ist v o m  mathematischen Stan dpunk t i n teressant .  Es 

ist e ine gewöhnl iche Sache ,  daß e in  a l g e b r a i s c h e s  Verfahren sich auf ein 
g e o m e t r i s c h e s  Bild stütz t ; die Di fferentialrech nung stützt si ch ja bekanntl ich 
von Haus aus au f die Tangeri tenbest immung. Hier  haben wir aber ein algebrai­
sches Verfahre n ,  d as sich auf ei n m e c h a n i s c h e s , auf ein dynam isches Bild 
stützt ; die algebraische A nnäherung wird auf eine Arbeitsleistung gedeutet. . 

Ein Cl:nderer interessanter Zug l iegt in  fo l gen d em . Die Gleichungen 1 9), 20) , 
2 1 )  und 22) zeigen , daß die ganze Rechnung eine ununterbrochene  Kette von 
J\1 i t t e l  w e r t b e s t  i m  m u n g e n  ist, u .  zw. werden die Mi ttelwerte abwechselnd 
nach Koeffizienten r e i h e n  ( 1 9 , 2 1 )  und nach Koeffizienten k o l u m  n e n (20, 22) 
berechnet und in jedem Turnus werden s ä m t l i c h. e Koeffizienten verarbei tet . 

(Schluß folgt.) 

Ste l lungnahme _zu e inem im Herrenhause 
angenom m.enen 9esetzentwurfe. 

Von Prof. E .  D o l e  z a 1 i n  Wie.1. 
In der Sitzung vom 23.  Jul i 1 907 wurden im Herrenhause zwe i Gesetz­

ent würfe in dritter Lesung angenommen, welche wir mi t R ücksicht auf ihre hohe 
· Bedeutung für den ganzen Geometerstand nachstehend im vollen Wor tlaute bringe n .  

34 L .. ber mdfogtu JU ben !ltn. IJ,!rotofo1le1� be� 2l&georbuetm�oufe� . ....... XVIII. '01•ffion 1907. 
'8tfdJh•t. a>t• .(ltu:enl)aufct. 

.. <f>eref.J. 
boilt (Jetreffenb einige �bänbctungen beä @cfe�eß uom 23 . IDfai 1883, 

ffi.�@AlH. 91t. 83, ü&cr bte <ibtb�n�ijnltung beß @runbfteuct?ataftetß. 

:f :", Wlit .Buftimmu1ig bdber ,e1tt1ftt btl 9ltidjlrnteß �nbe id) ana1tot·b11e11, role foigt : 
.}:; ' � t t i t e l  l. · 

2frin�a 8 bei § 5o. fr'(: . · Wfinra 4: btl § 23, 'liinta 3 bei
. § 50 unb ' 

· , . �linta 2 bee § 54 bei @efeUte 1>om 28. !Vlai 1883, 
. „ ·st .• @.•18t. �r; 88, itbtt bir li11ibenfijJl1t1111g bet 
'· . -�runbfteu�d�tllftert, tnten in i�m gegemniittigrn 

..,. . miffunq oufltr lraf t unb �oben iu fcluttn, . wir folg t :  
,,. · · ·. . lltlnea 4 bei § 23 . . 

· . .�1� �tmeffung burdj · ben �rrmeff uu,91oeamten 
· 6tt @ m rt bteilungen �at. i•r ·.untrr&reiben ; . a) nittm te· ßdJ UUJ tine 'ataeU' �an�d.t, bmn .r;.,, . , , , ißegren�ungttinitn rntlVtbn tin �u\\brat obn 

, · ,. L. · ritt J!f.ed)ted IJ!h . dnrr �reite tlon �11·ifJpe111 
· 

·
. _: ·  . 20 W?�tttn �Uben un� bit ·Xdhtn9 nlld} llUquo• . � .  ·. · ten ir1len br� lparaeUt· borgtuommtn m_nben :f oll ; 

,,:.; l , b) 1tiem1 bo,n �er ll'S"-�fti ein in 'iehtöfi��t btt llr· r'� . ' , ' : �fdll l b
,
tl @efeQef uom . .  ; aµr grunbf>ücf}er• 

;::,: ·. : ., h'tn �1Ju!!� t10.n l.P!lrsellen geriglleter geome• 
· · · · -; tnfd)n l.pta1t . (�ttuatilml�fon) 6eige�ra4Jt niirb, 

unb · in . &tiben f'llllth da) litib :b)] l>ie .ißebin· 
. e1uJD"" br.r �o.m. a,1110Nm.h•iftt��ll1--, J11t :iit111rr· 
-11e�n,m mH bem �uft�mmiftm1;tm. bir•faa11 ;u 
trCaffenb,n · a1otfd.Jnft etfltrtt n>oiben �ttb. · 

' · . 
' .' . ' f : .„ · . ' ; 

· l8entJ11erli11berungtn, wetd)t niuf1 bief em ,8eit• 
.punrte &ur IJ!rtmeCbung gefongen, föttlltlt . nu� bann . 
nod) bei ber �teumuftei{ung . beO auf �ie �tt· 
mtlbung nlld}nfol9enbttt 34TJt•e6 C>eeUcffid)tigt . 
1uerben, · . 1. 'PtUll fld)' ber .ll.\eß�trieif)f e! l'IVf ein Mlllt� 
sarnötum . obef .„9lln3e l,paqellen -b�aie�t uni> ' bit 
3bentitllt ber · O�jePte auf @i:unb ber .reatafitnl• 
map}>rn oljne eine' �ollller�ebung· Joi1ftotiert nmben . 
fann. o8er , · , . · 

· 2. n>tnn �dJ. ber !Ueß�med)fel awar auf �efü 
uon lf3m:3�Uen 'b.��ie�t .  jebod) ein im ®inne .' bei 
§ 28, ilt(t11ta 4 . .lit. b), berfaüter �ltuationepfon 
belgebrlld)t roli'b .  · , 

· 

' 
�mnea '2 bei § M. 

<!tfd)�int 'bei a,ru11'öteiCu11om eine »,.lermcff uno 
aul bem @rttnbt entbe�rl!dJ, men ·. bereite e�n. im 
®Inne § 28, · i!U11eC1 4, lit. · b), anlQefer tlptei: 
<!5ituatiot11�Can . uortiegt, f a �nb.et auf biefe(C>�n b�r 
�artf l �mu�nbung.· ""; . · 
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Ersetzt man demnach l 3) durch 1 4) ,  so ist für die  beiden A!111ahmen im . ·�: 
.� 

. f:.:.M l n· A b  I tt des Rotationsell i1Jsoides 1 4) ist dann : ! allgemeinen -V < 1000 
. 1e p a ung · ;, 

·t , · - eine geringe ; sie wird jedoch wesentlich stärker, wenn auch ein Lattenaufstellungs- ·� 
;�;,�'.> , . fehler m� vorausgesetzt wird. · Weicht beispielswei se die Latte 

.
um �o· von de

_
r -� 

�,�_,;i :��:!�e�' w�:��:
·��:1�) L::g :: 1 :�"

�rh: ma:� 1 :::n 
I 
::':�t di

e 
\fote b) bei- ·1 . · .__,.1 

�f(/ •o da
ß für �o:'. �; == 274 1 74 _1_0• , Af.  = 274537 , 

1 0• ,  t:,,M = 363 
�;.,;'.· .. \ .. „.witd; 

· 
Q . . • . Q . . · · Q , ��<> . · Für · die folgenden Untersuchungeh wird als Fehlerfläche die durcp 1 4) ·gege­�r:�,'.��::.�' .. ;bene benützt, �ere� Glekhu!lg . �\t 1t1' .--.: .'f! in rechtw inkligen  Koordinaten 

��i,�;'S;:· . 
. ' 

A (X'. f z2) +· ß y' = K 2  • • • • • • . • ·• • • 1 7 ) 

�ft1��;:: . . : i�t, · wo A un� ·s" fUr gegebl!ne ·1;e1\'fehler a:us 1 6) zu besti�m�n sind und K deu ('«t• „ „„ '. . 

r}%�.�).: Para�eter für' die ganz� Schar bedeutet. 
f�1f�;;��>:�. ·. ;, , ·- ·„ . : ·  . 

' 
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· Ein N.iitlerungsverfahren <! 
, . . in · der Meth�d�.· �e� · klelns�en: Quadrate. · · ·�� 

Von l'<of., �··(�::�• hl P<eßhorg. 

• J� 
. . . ·,;,:· .) . · ". : , . ·\;, · ' ' C  '.·'·11( . , :: , „ . , · . . . ':tJ 

. , .. · · . � : · · · '-:: . �.·;E- i  ß � "E}"'�·� ! i e r k�:g d e r ·M e t  h„o <l <'. ;  . :1<1 
;'.·�:�,.:·, :_ 1)i.e soebe{ :beschri�b:�n� �f�thode · läßt ' si��· in· der: Richtung erweitern, daß · .'.:� ·-;. r � - 1 • 1 . I • �• r) • 1 ..:· ,! .� · ::.'Y.ir die. Ve.:b'.�s��rung�11 �� �7:-\:.' .nic�t- einzeln ,· �ondern · p a.a .r  w e i s e  berechnen.  j� 

W:ir .1ge))en ,. danach von .fo�geii4'.ea( 4ynaroische11· Vorgang · au�. \� ;�.:� ·�· ' -. ·Nachdem . . w.ir' : �ie-· .Stan·ge� 'ln: ge:wi�sen Ei'ongationen �· ; · 11o. � '- • fixiert und ��Jh 
� *äwtli'�he · I{�l?e.n freigege�eil. ha�ei\; ;, s'OÜ�� :s-ich . di� · K,�l��n·. in  . den · einzelnen .;� 

' .  ��mpenreiQen . in :·die · Abstä,nd� ��j", )•I  . _ ,.;„. ·: yon · den öetr�ffen�en . Knoten _ g'estel lL . g 
l( <�9·�n, ; · :Es? :w�r·a�, �n11i1 -tolg�n�; �. däll'i�W.ir :säÜ)iJidie · l;C-0lo�n� le.sü1atte1): tri1d · sätntlich e· · ��� 

'r6�������'.· ,ft�(g�h�p� .· WiF '\�p(l��·'.37WeE���:!{i. y edahr�l) ; · �ir_ :·g�D,eh :z w .e i' S tfLn.ge n ; 
· '._7� fa��WB,. X: ,u�:d''>l1 ' frel;, . da;fijr: .; �ab�ri1'ge;h'eq : :,w.ir� i:1r . den . be�ieff�tid.erii:. zw�i , Kolumnen, _ .''.�� 

· · · . :!$?·:·: '..fn: ·:�et ;��-�����·-,.u 'nd:·z:rt�it�·I.t: ���&m�e. 1�·���h . sa�tl}��e, K?i ���· 1 frei _, : so diiß i1u n .. . '.� 
J�' · '.Yers,clfl��ung�P. : � � ,.; �9iF :d��ilf\lii� (lF� .;S.t�n�eil· .,:eitl·e ·· n�.\1�' . Gleichgewfohtslage ·. ··� 
"'·--:·���.��� : '·��n:,�1g:��ge( �··b.�-� �:� J g� \v�f��.n·:,·, �ir . .  w'.o,lf�� . '·nun,: die Gleich�ewfohts- ·· ::�� 

•• irt:gung"n,�aufsteile�:. ' ,  _ · ·  .• , ,. c.·'.�{ .• /:,> .-/�}"'. -• . ·  • . -�·;: ·· � · ·  . ·:.:- 1 ·>· · . · ·· · ·. · . ·\�. 
::; ·: ' . );.:, ��r)�ntt�teriäe·n ·�ri�ft��;·,'���\���:��� i'c�tsi:�:g.� . · sr�d·::d-;e·'.· be.ideti sta11gen um · . .  {; 

1\li'; .pt,r�����}o�.��� . . 11�·: .p���;; ;o�,e;�::���U'���;, '.Zugl�iC,� „ s�n«t '�ie )��o.lben ät l a� . „ • . ;i:.� 
•:·j� ,�t.�tep �;���\i�t)�; ;�m. ��y�ck.en.;•·�t, j' 11�> : .. '. n.ach o�·e� ·ge.rüc�:t" µ�d · die Xolben. ;;�� ,5��;·��?.� . · . ; .'�: .d�tl' z'ye�te� ��lU.mn� ".s.\��·'. 

.
. ��:'Str:c1'�·n ·v 1  ,· v� . ·: "> . n�ch oben gerückt..' .�� 

:, - ·., �-: -."> :: J 1 
• • 

• �;· 1 
, )!- • . •  ' 
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In den e i nze l n en Pu m p e n paaren ai b1 , a;a b" . . . darf d u rch d iese K olben ­
verschiebungen das Gesam tvolumen d e s  Wassers n ich t  geändert werd e n . Das 
w i rd du rch folgende G leichu ngen ausgedrückt : 

a1 P,1 + b1 v1 = o a� �"i + b2 11, = o . . . . 26) 
Wen n man all diese Gleich un gen addiert,  dan n fi ndet man : 

(a1 ft1 -t- a� fl-2 + . . . ) + (b, v1 + bs v, + . .  ) = o . . . . 27) . 
In der neuen G leichgewichtslage müssen die Kolben a1 · und b1 gleiche Ab­

stä n d e  von den  betreffenden Kno ten haben ,  d .  h .  es muß gel ten : 

},I + � - �l·1 = J,I + 1/ -- IJ1 • • , • , • • • , , • 27) 
oder : � - 11 = ft1 - V1 

Es wird dann also allgemei n gelten : 
� - 1/ = '"· - 1'1 = i'·2 - '1'2 = . . . . 28) 

1n der · n euen Gleich gewichtslage muß die  Summe der: au f . die  Stang·e X 
wirkenden Kräfte gleich N uJI  se i n ,  d .  h .  i n  der Kolumne m üssen die Produkte  
der Qu erschn i tte und K notenabstände der e.inzcl nen Pumpen tl ie Summe Nul l  
geben. Das wird durch folgende G l ei chun g ausgedrückt : 

t71 (A.1 + � - ,ui) + a� (Ji., + -� - /.L2) + . . . = o . , , . . . 
· oder "'f!nt� . wir ordnen ; 

· · · · . 29) 

.
·
· (a1 A1 + ai.Aca + . . .  ) + � (a1 + a1 + . . .  ) = ai !"i -j- R� 1u.1 + .  . . . 30) 

. Er�ts.prech,end , finden w ir  für die Sta11ge Y d ie  Gleichgewich tsbedingu ng : 

" � ,· ' (bi 1.i -F ö, A.» + . . .  ) -t ;tr (b1 + b2 ·-f- . . .  ) = bt 111 + b. ;v» + . . .  . . 3 1 ) 
Sym bolisch · kön neu wir di� .beiden B�diugu1ige n _ so s_.chre .iben : 

Mit H ü cksich t  
Sub trakti on : 

[aJ,) --oj-„faH = a1 ,U1 :f a„ µ.a + .  . . . . . . . . .  32) 

[M.J+l�J :,„�_ b�vi+b. 'IJ, + .  _. ' . .  -� - . . . . . .  33) 
äuf Gle ich� r1g · 27:) · · finden wir hieraus. · durch Addi tion und -

[a J,] + [M .J+ [tiH + [b] 11 = o .. . . . . . . : '  . . ' .  . . 34) 
[a J,J + [M.J+ [aJ'� -- . (b] ·1r. = 2 (a1 f'·1 -+- a2 !'·, + : : .

.
. ) . . . . . 35)  

. , lh �er h�tzten Gf�iC.hu�·g. : können �rfr nun die Fakforen /Lt , 11-2 • • •  d urch 
<l1e Koeffizi enten a u n d. b .'. :ausdrücken u n d  . .  das wo l len wir für) . · · 

Aus den -Gleich��ig�reinen· ,26). und 28) · ·ne-hmei1 wir . d\t ersten Gl eidm gen � 

· . ·  a� Hi '.+ b; J'1 : ' ,, " -: o, , . · .. · � _;_ ·11 - µ, -7· V1 . 
· Durch El iminati�fr vo � :::�1· finden ,\,]r {\vir v�rallge1�ei1)�rn glekh) : 

. . -� . b; ' . . . . . . • . . . ; •. . b, . !'·1 = (� - ?/) -. --�· · : · '"* � (; -:- u) -· --- · . . . . . 36) 
. . . a* + qi , .. " . .  · : .. a, + b� . 

· ' Wenn . wir "diese. VVe�� in  ·35 y ein$.etze.n ,  ' finden wir : •.. 

· J�J,l - [b l.J.+ Ja] ;, >: [/IJ "1q<:' .z ·( · · . . a! j11" ' �I� _'._'!.!_, �r . :'.:.) (; -
. 
·t/) 37) 

. · · .- .  · ·· .  · . · . a1 + bi . a, + b1 . . • • 
„. '. .' ' . ' ' . - : ·"' .:· : : ; ·„ ' . -

' 
D�r große'. Klammerausdruck ist  ei11e Konstant� 1111 . der . beiden ersten Ko- . . · · 

l�mnen ;  '"'.e,nn \V)r: ·die • Gleic�.{tpg or'�Mn, �i�1µ1t sie folgende Form an : 
1 ·;., :„ Jt?.{J:„;)\ ·:fb �j +{� . :-·�:J � �� {o: . :+ �J -11 ·(J • • • . 38) 

, ··. ·. 
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Aus den beiden G lei chu ngeu 34) und 38) kann man n n r <l i e V erhessern n · :'.i 
. gen ; und ·11 berechnen. lJ 
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Es handelt sich nun darum, wie man die Elemente der beiden Gleichun- -_ .•. '.
.

: ... _�.:., 
.

. :.�.-� ..• '. 
gen 34) , 3 7) best!Jnmt. Am leichtesten bestimmt sin d  die Koeffizientensummen [a] . ;� 
und [b]. Die Summen (a ).] und (b J.] sind uns schon bekannt ; sie werden mit cler ··� 

.
. 
�.�.�.-. 

: \�ag� . bestimmt. Die Konstante un wird am besten graphisch bestimmt, und zwar ,„� ,.'}\uf folgende Weise . Die Gleichung ;t� � �� ff.[:::-: . · , . , x+y = c . . . . . . . . . . . . 39) ':t 
E>i . .  ist die Gleichung einer Hyperbel mit einer einzigen Konstanten c. Wir zeichnen .'� 

, 'uns nun eih ' für allemal ein System' solcher Hyperbeln für in gleichen Intervallen \11 
· · iQrtschreitende Werte von c . und schreiben zu jeder Hyperbel den entsprechenden �·� ��C�· ,.:Wert c . . Wenn wir dann 

:
auf djeser Tat_el den Punkt von den Koordinate1

,
1 at , bi -��l t.•;.:� .

. 

:..,·:,'t··;.>�ufsuchen ,  dann lesen w�r · an der entspr�chenden Hyperbel sof?�t den Zahlen- ,;;I 
f:�.::· " , w�rt des · betreffenden Glu�des -. des Polynoms nu ab. · Durch Addition der so ge, :� 
1�5,: · ;,·;: fü�den:en Werte ci 1 c, . . . · erhalten · wir die Konstante nu und wir kennen dann J� 
r.:f.f.�; .. . ·

.
:;·, · ···.

: 
#s_ 

.
d

.
en Gleic;hu�g

.
en - ain ein�achsten graphisch - die . besten Verbesserungen '.�1 

���·:;:;:; ·: � ul)d -'Y/· be�tunm.en . - · · · · · · . · ··�� ���,;r.V> < · ·Nachdem �ir so - mit dem ersten Kolumnenpaar �erfahren sind1  verfahren .Hf . . . '.;;,:,.\yir- analog mit dem· zweiten J.(olumnenpaar. u .  s. w ,  Wenn wir so alle Verbesse· .;��' 
��;C'l;; fu

.

nge

.
:n �, 1i . .  : .

,
berechnet habe�� fahren

„ 
wir . . in  alfer 'Neis� fort : \�ir 

.
halten in<� .. '� 

.:f�if.: .Gedan�en at ie Stangen fest ü-nd· - gebe.n . samthche Kolben frei ,  d .  h. wir berechnen · �:� 
';:�US . den · Werten · -�;· · ·11 • . .  die neuen Werte A,, ; Ai ; . .  Datin können wir wieder die <1' 
I��;��gen p�arwei!�� freigebe11 u. s: ,\y '.· J) iese er\�1eit(frte Metho?e förd.erf besser 1 al.s die ·,.;��� 
::;�!��iin�Hc�e

. 
,�l·�t�9Ü,� •. ue�:. : �till�_t; ��?h;: ��· ganzen _ keine _ �ne1mens.werte ander

_
e ·:;1.1 

;; ffe1e,brbelastung, . al� die :�gr�p.��sc�e). ;B�sttn,u11ung der Konst�nten 1t12:, nu . . : Wir �1 )iie.�?����� ·tik�·t.
:{i�re :�ena��n Vf

_
e..rje; d� · ja ·auch �, -� · �ur 

. 
�ng.ehäherte Werte sein .'{i , , w9lJttJ· W,e,nn. rwlr .. d!e;. J<�,I1�ta�te.1\ 111�' >  · 1r�, . . .  gleich :Nun setzen,  dann kommt"o:;;� 

;;;��rV�rfahr�n · : · aM · µ11ser, atfe:S:; \7.�rfaht�it heraus ; · · _\vir seheti. daraus, · daß an die .·;�� 
J '�n.��i.j��!�\�e�: �Kßrist�n,t' �p�: rr ·���h�f��finge A.nforclenipg_�n ; ges,�ell t werden . ).1� 
;2�t::,. , ,:, . '..· ,.. ·. -

. 
. „ . • : E: i .n,

: ih n � i
'.
�·� ; �::.�·� h. � .t u  n g  s v 'e r r:a'h.r'e ·n . )�i 

; · �,_·�$ .���c-
��u� ��-i?f >��� · tin���ep .' G�eicliu����.' ��.�-

���e� : · · · · · · ;,,� 
. . , ,, . a· · ::V iL b 11 '-'L . .. , '! ' 

. .  
,: ·, · .

. .::;: 
� . „ .  ( 

. 

1 '  ' ·�� · �;� 1 �·1 -7: !' .,._ �  ,�· ... ::;;; l . ' . ;' �. . ::. ( .. ' t: l .'"z; 
. \ , . . a :t ill : il ' 111 L· ,·' , ' . ::=' /. . ·  i . .  ',;·· '  40) ' ' .>1 �: • • • $� , , • • , . 2 ::i--:i � 1,.,,.., �;.--:-, · : , , , >! • • : „ 1 ·-· . . .• • ••• , • l • • • • e�:g „1, �t; ' ' ,� ' r  ' � I � "" • • ' ' : T .� '  ' ;. ' t : !,_ •:, ' ! � I ' 'f l " j- - „,1 �-! •' -'. o,Z,' „ < ! J;;•� �,? ::��,·���,�e�. :��i >����.s��·�i�1ie���p;����f��>�er�U��- ���fi����;. �,y '. -.  . . ' zu berechnen·. :;;� ]<��e �te. _��:e(t�l }1� - ��� �q���t������� ,�a_e! �tder�p.�ch�, · z� eihenl. 'Minimum ·J� 

� a�: �� n .  �!: ·� . �. 1; �:'�· .: . ! l' „��·: .�_ :.:\:·>:��.,,·:;:,�:�·,�;�:� �;· � ·  :· ,· � · :. : :.:1, /� ·�;·. � : . . . - - ·-��� 
„ ·.'.'.\� . · ���1 ��:��:�. : ����5��� ,'- ��Jft. �_;;��,t:F,:::\�.e9�gt:r : J1rig.9n��e��� „�·w erte ir�· , y0· 

• • • in .i·� 
: :�t��ch.������i.��:�:,.�?�� f't:���;��,;:�:4�.?�r��t��e. ::w��er:sJ?:T?�h

:
� }:i , " J-� • . . : · · .  · ·:·1� 

. <, . .  _. ._,  :; · i '  ·"" . ,.„ � � '· · a:i:;;it �;.bi�o� +": .t[;· ....:;,.. 11 =··t., ' . ; - . �· , ·  · · ' · '_ : {� .": _��S , ,·��:·< !1.� {_ 'i,� �:, "�:�: .„ �· �, ��* · " "· �'�''--:-. ·�.- „� , -· � , :·.- � ·  . , ,„ . · l ; #  1: . .' , . 1 ' ' . i(�� " · - ·A- . „ .. , ' · , · "" „.:ei, w�· # 'b<J.Yo -+-'· , . .-- l - t. . " - , 4 1 ) . "· -

�{: ;; ;�;(i'.�,i�1�i .}� ,', '#; : ' J 

. 
:;;; · : ; • : �' ' • • ' . . . . < 
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Es tau ch t die Frage au f, welches l ncrc111c1 1t  � der G röße . i ·0 wohl d ie 
Quadra tsumme der Widersprüche am stärksten herabsetzen würde. 

Durch e i n  Increment � . machen die Widerspriiche 

· 

A.1 , ;,J . . . um die Be­
träge rr1 g, a2 � . . .  und ihre neue Quad

.
ratsumme ist ; 

(A.1 + a1 W -� (4. + a, �)2 + .  , . = p,2] + 2 [a l.H + [a2H� . . . 42) 
Dieser Ausdruck ist in teressant ;  et zeigt uns, daß der Zuwachs L).,  den die 

Quadratsumm.e [J.i] durch ein In crement � erl eidet, als Fu nktio n von � durch 
eine P a r a b e l 

Ä = 2 [a A.] �  + [112] �9 
gegeben i st, die durch den Ursprung ; = o, !'::, = o geht .  I�s gibt also außer 
; = o i m m er n och ein z w e i t e s  Increme n t  � . das d ie Q uadratsumme <ler Widcr­
sprüchc nicht  ändert .  Diese� ind ifferente .� ist : 

; = - 2 [[fi
·
�]] . . . ' . . . . . . . . 43) • 1..t� 

Durch Differentiation vou 42) fi i1den  wir, tlaß die H ä l f t e  dieses i n <l if fc-

. 
r e u t e n  l n c r e m e n t e 8  da.s . g .ü n s t i g s t e  lncrement ist ,  d as d ie  Quadratsumme . 

· [l2J am ausg1ebigsten ernied rigt i das günstigste Increment ist also : . , . ·„- · ': ' i ' . • ·, - . ' • 

'; .· · - [[:;l . . 44) 
„ . " Per ·Ausdruck ist · u 11s �rohlbekannt ; er wird mi t unserer Wage best immt,  
nur ·: inüssen wir ni(:ht mit· ei riern· Gewichte , [a], sondern mh einem Gewichte [a2] 
'äqui l i briere n .  Wenn <li� Koeffi.ii

.
enten ga!1z.e Zahlen sind„  dann l iefert · u n s  di ese 

Methode offenbar weit ·:·klei9��� focret�eqt� J; . . als unsere «i�ste Methode, da der 
Divisor [a2J . wei t . größ'er • ist:,; �is . der: · l)lvil:;:ot Jal · . 

·. .. .
· 

· 
Wen n wir 'so . d;i.s' ,guh&iigit�> focre'll1eM � ange n äher( best im111 t haben , . zum . 

Beispi�l 0 ·427, , bchältkn
. wfr d�von . nur ein oder zwei ßt�Uen , z�in Beispiel 0·4

. 

oder 0 ·43 · dl e RechnUng" �1ird ' dadurch. u r�·merkl ich verlan.gsamt,  aber bedeute nd 
· erleich.�ert .  Auf G.r�fr:� d1��es, ge\,1ij;lü ten ,Wertes berechnen . }Vir die .resu l tieren den 

In creo,1en te <ler Wid.erspril�be ': < 
· ' · '.� , ,. 

- „ . 1 
:f)).1' '= Cl1 � /�A.o �ß0� · • . • • • , . , , · ·11�45) 

und addieren sie . z'1' d�n· alte� 
„
WidersprÜc��·n . . 

..• , N�chd�m:;·· �i)' cso'.. !l!o,:v:erb:�ss��t;-h.aQe�;. '. �ß;:�·Mri. wir nun t'Yf  ('rund der ri e u e n 
W1dersprüche aücb Jlo verbess�nr ; : das'· güm�tigste Intfem ent ·ij \\drd s�in : . ,  ' l . • . ' ·, • • . ·• , ,  

• • 
„ ' ' -

. ' ' ' . [� J.] 46) 
·.. ' -· ' " ,· »]. ' . -,- �[bif . . . . . . . ' ' . . . . . 

· · .Auf ·diese . Weise · kÖnrfol�
. 

wir 'da11n. „ 11'ach e inander aJie�' Ü n bekan nt�n,  iin mer 
' auf. Gtun<l d er. fe�zlv;r6e,sser.

'
te1� Widersprüche :vetbessern ' u n:a ' dan n bei ·;'l'.J wieder ' 

:,anfangen.„ · · · ' · ' ,  ··:;·· . , ·. , ·  . · : .: · 
· · . . . '. 

·. ' , · Wir ersp�fe;n !J nS·'ma11cbe Mühe, , "��1rn , wir m i t  der· W�ge gleic.h d i e  fo'cre· 
mente ��·fuf t\�ß.i' .od�t :.drei tfo&�kaante ·:·bestinimen : und nur . d .as . größte l ncrement 
ve�w�rt�n ; · ' b'e(f.r!,<nli�frr:;t�n . ·'l'tfriius> wiid'' die , v�rnachlässigte · Größe schon· ein . 

�ß;·'.�' 1,Efi�:;t�� · ·. 
. 

: .  . .

· 

. . 
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��;: > Diese Methode der Annäherung fü hrt  offenbar zu denselben wahrschein-
tR>H ·chsten Werten wie  die Normalglei chungen ; man hat ab.er den Vortei l ,  die Normal­
�tY'. .koeffizienten weder berechnen noch elimin ieren zu müssen. 
�1i·:i.> . . 2. Die beschriebene Methode fördert besser, wenn wir die Unbekannten 

S;. �::� 11 r w _e i s e  verbessern .  Wenn wir beisp ielsweise gleichzeitig a·o um ;, J'o u m  11 
�y;et�essern) dann wächst der Widerspruch l.1 um a1 ; + b1 "1 ; analoges gilt für 
:�aÜ� A.1 und die neue Quadratsumme der Widersprüche ist : 

(A, + a1 ; + b1 ·17)2 + (A, + a2 �- + b, ·ri)2 + . . . . . . . . 4 7) 
=(.A.2] + 2 [a A] ; .+ 2 [b ).] 17 + [all] ;2 + 3 [a b] ; · 17 + [b2] ·172 

' ;:'>' . . : Dieser Ausdruck zeigt u ns, daß der Zuwachs 6 der Quadratsumme [l-2] 
; �t�ff�t1ktion · von · � und ·11 durch den P a r a b e l  o i d gegeben ist : 
7:�>':-< · : . . Ll = 2 [a .A.] ; + 2 (b .A.] 1J + [a�.] ;11 + 2 [a b] ; ·11 + [bl'] ·11'4 
t�ti�: : �,i.�s� Fläche geht durch de.n Koor_din?-tenursprung ; = o, ·ri = o, 6 = o. 
�;1;�;;�ce�>·Das ' System der lncremente ; , ·11, die dieselbe Änderung 6. = konst .  von [A2] 
·;'.g,ebe·n ,  ist , durch eine E 1 1  i p s e ausgedrüc�t. �:�:;:'.;''.( ' Durch Uiffor:entiation von 44) fi nden wir, unter welchen Bedingungen die  �:,,�·���,r�tsuinme (!..�];am . aus�iebigsten herabgedrückt wird :  

· [a t.] + [a2H + [a b]11 = o . • . • • • . .  : . 48) 
'='''· '�-?· · . . · . [b J..J + [a bH + [b"'J 11 = o . • • • . . • • • . 49) �v,;;�::;;::�·;�· ·: . . �as sind .die �ormalgleicbungen für zwei Unbekannte, · und durch graphische " :· 

!���-�;\'�l!,T'l:ha.tiotr fi.
nd:en ' -wir leic.ht ' die . angenäh erten w:erte· de� günstigsten Verb esse- ' 

i�,'.,��.,;'.�!��en � un� 'Q tmd au:ch - diese. �erte . ru�den wir -am besten ab. 
�t: 1 .:::/ . �en� -�i.r Jif :�e�. Gleic�l]ngel}-:'.�8), 49) die· Konstant� [a bJ gleich Null setzen ,  

:��.im� "fallen' dle Gle'l�hungen. , Jri,it den .. Cileich�ng�n 44); ·46) fµr. Einzelverbesserunge1i · : .. ,fu��ri'; _ w i! · �ehe�r:,�::i�a��,;fdaß···wi? Ja 1J '·nicht· sehr genau · zu �ennen brauchen . 
· ''..:fr. B�i:;Einz. �lver��s$eruµget P�;bratiche_n ·wir · von deit Noririalkoeffi'zienten nur die 

'!��quemst:e'n ':�: [:a»], [ot] , '[c,2:): : ; , „ ; : hei':'·boppelverbesserunge� brauchen wir auch 
3}��� „k9.�ffii,_i.eti"ten l a bt>.[c�]> :.<, -::·: . · �-"· . . . ' . . . 
';A r J:l.i �.mi�0: .§�ri& · :cÜe · Nithefun,giv�lifalJteq· :,. ohne ·· ' -Ncmnalgleichungen gen�gen 

"t�r- 1$.i ert<·. i. ' : . ' . ' . . f; . >::'. • :,.. . . ' ' . , 

J;',:;? �r.v·:;'. ::·· . . . : . ·. _,; . .  �. , . .r,. :;,„ • .·.·. • " . . . . .. . . +·�l,: �'�\i.u.�f,iq,n : d.!9: :r-�t·ZitdJ<J;•tauzen : des 
·
Poiaris 

· : .>:�;:;;1;;.i:f�:< ., . ..,. ·- l��/f:�l.ffi\6:������,1rri,m uti.uen�. ,. , ·, ·. · ;  . · :�::; ·. �: ·1{:.t:J<!::s� ·/' • . ·  ' .vf� ��'�t · J>:;:����e��:· i{��- 1� Wien. · · · . " · , .. 

· ,, '.���q��e�z: tMt;;��du.�ti�)!:�Y:9�:;'f�. �:�H�b:e.bbacgf�it��-ri gibt -.es . eine ganz erheb· .: ,\;:��bl ��a:ei�- ���9�Y 4�rft�ß���i:tfö�:i�#d•e': �i\�e'ci� ·: ilifef: Kürzi!· 'weg�n- ·ang�meineres · . ·' esse · verärene·n ,. · · · · , ... , ... „ · , ) ·v--·" "' . .. , · · ,. ·. , < · · · · •  · · · .-�-: „ .„. �. ' .,�. , : .; : ·„ ::<. : . :, '.::·�'.;: ·:_· '. _:;" :;iS;��-;�� .-._;: _,, _ -��·" ' �":<·.� :�' : :. " : . . ' 
' Scbre1pt1. mao " 1Jl :der'"' f Qtmel>, "'· H.� ,, .. -. , • .,.. " · . · • '' r1 ,_. • 

.. . .. ".:'.>"" :i.:y ' :,�:;::J::: ·i·- ��8·;.-�:8� .··;��-t�·'.;:·};'.„ ,_ <'t-.:": ·:··>� ��. ��" \'":_:� . -, 
:•:�.- - .. .-. ,,, ,;',, ��\r · „, :.: . .  ,'.- · .' .. . '.�.:�ln,}J;;._..�-9.s. :f.::;E.c�s-� sm�t .cos .J. •· · 
· · · ,:���1��eif , ;r( pa�, /- .<ti( iJ,�lgeD1�ili�ilhiith:��·: a;a�uiU�� :·1i·�ii�ii - :� " •C • • 11 l � r1 � ·�f l ', � „ · -,, ,  , , '1 .„·.. 11 • 1t„ ' . .,.. � 1.-_p ,-1� „.L, ·-;: „ • : _ / D'• t} ;.'• "" ). ,. i„o . .  „ · · „,. ,._�, . .  ;, ·---�"·.;�' " .:;:;:;'.90°. :,..... 'il,'iT�x·r< cös f �  si'n" (�.,�·.;�) · ,... 

··· '· · .:,, ·, =�, · · 2: i,l,,�·;��{·) / -:- · .7" •. � · 


