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Als SchluBwort sei noch folgendes hinzugeiogt: Jedenladls ist eine, i allen
Teilen exakte, jeden Zweifel wvnd jede Unsicherheit ausschliefiende Darstellung
jeder anderen, weniger vollkommenen vorzuziehen. Weiters mochte ich aber auch
wieder efumal einer intensiveren Ptlege und Anwendung der darstellenden Geo-
tric aul dem Gebiete der Geodisie das Wort reden, wie ich dies schon wiederholt
getan habe, (Siehe des Verf. Aufsitze in der «Z. . Vo, Jg. 1907 : «Uber rein
geometrische Kuartenprojektionens, Heft 7 und «Uber Sonnenulrkonstruktionens,

Heft Nr. 11,

.
Anmerkung der Redaktion. lis ist keine unbekannte Tatsache, dald das
Ravmvorstellungsvermigen  der Studierenden von  Hochschulen  technischer Rich-
tung vielfach andern KNenntnissen zurtickstehl und vielleicht nicht zuletzt aus Jem
Grunde, weil den Studierenden zu wenig Anregung zum griindlichen Nachdenken
uber riunliche Probleme gegeben wird. '
Der Hochschul-Lehrer soll trachter, wo es nur maoglich ist, die darstellende
Geometiie in seinen Fichern anzuwenden; wir begriilen daher die Aulsiitze des
Kollegen Prol. ). Adameczik, welche er in seinem Schiluldworte anfiihrt und von
welchen wir neben dem vorstehend publizierten noch ein anderes schines Beispiel
iber die Libelle besitzen, auls wiirmste; zeigen doch diese Arbeiten, dafl die
darstellende Geometrie in der Geodisie mit grollem Nutzen Verwendung finden
kann. .

Ein Naherungsverfahren

in der Methode der kleinsten Quadrate.
Von Prof. Karl Fuchs in Preiburg.

[
IZs sei eine Reilie von linearen Gleichungen gegeben:
l'{l o ~| /)131 --{- - . =!1
Syl da. . =l wom's x nir wamm 1o )
Wenn wir die wahrscheinlichsten Werte der Unbekannten o r . . wmittelst

der Normalgleichungen der Methode der kleinsten Quadrate berechuen wollen,
dann missen wir vor allem dic Normalkoeffizicaten berechnen und das ist eine
tiberaus listige Arbeit. s soll hiemit ein Niherungsverfahren angegeben werden,
das uns ganz dieselben wahrscheinlichsten Werte gibt, wie die Normalgleichun-
gen, ohne dafl wir die Normalkoeffizienten zu berechnen hiitten. Da die Theorie
des Verfahrens nicht leicht verstiindhich ist, wenn man nicht weild, wo die Sache
hinauswill, so soll zuniichst das Vertahren selbst beschricben werden, ohne alle
Begriindungen, und zwar in seiner ersten, umstindlichen, wenig versprechenden
Form. Die Begrindung und zweckmiBige Umbormung des Verfahrens soll spiiter
folgren,

L. Bevor wir an die Arbeit gehen, transformieren wir die  gegebenen
Gleichungen 1) so, dafl wir jede einzelne Gleichung durch die Summe ihrer
Kaeffizienten dividieren, In der newen Form bezeichnen wir die Gleichungen so:




8 —

o by+ ... =4
a3’1'+523’“+‘...=/2 P .2)
Hier gilt also beispielsweise :
£ g h 3
f?1+&j-*-... al+b1+"’
und in jeder Gleichung ist die Summe der Koeffizienten gleich Eins:
“1""[’1‘{"--:1 ag—i—Be—I".A.zl PR T R T .4‘)
Wenn wir dann in die newen Gleichungen irgendwelche mehr oder weniger
angenitherte Werte g, 7, . .. der Unbekannten einsetzen, dann erhalten wir ge-
wisse mehr oder weniger grofic Widerspriiche 24,2, .. .:
J‘l = alil"o + BIJ’O + e [l
;\2 = QE;I"O + [)2)/0 + e Y 12 FE 5)

Es gilt nun fiir die angeniherten Werte irg, 7, ... irgend welche gute Ver-
besserungen &, v, ... zu finden. Solche gute Verbesserungen koénnen wir aus den
Widerspriichen A, 2, ... nach folgenden Formeln finden:

S L LU et

o+t ..
_*bl_)\l__}— []_2)\2_% -_-_- . . . . a . . . r{ & 6) |
YJ,O RS BJ—E_Bz‘i"-'
Diese Verbesserungen sind also- von Natur aus negativ. Wir haben nun
also verbesserte angendherte Werte »y,7, ... der Unbekannten:
£y == -<]—- g.f) W= .+. o Bl = e T 7)

Jetzt geht das Spiel von vorne an. Diese neuen Werte geben uns nach 5)
neue, kleinere Widerspriiche; aus diesen neuen Widerspriichen aber kdnnen wir

nach 6) neue, kleinere Verbesserungen £, %y - .. der Unbekannten berechnen und
wir finden noch hessere angeniherte Werte a,,7, .. .:

3y —— R o — ' 2

ry =y -+ Iy =231 - AT - 8)

So geht es fort, so lange es der Miihe wert ist.
Das ist der Kern des Verfahrens; nun folge seine Theorie.

2. Jeder Gleichung entsprechend denken wir uns cine Rethe von kom-
munizierenden Pumpen, die mit Wasser gefiillt sind. Jeder Konstanten einer
Gleichung entspricht dabei eine Pumpe, und die Konstante gibt immer den
Querschnitt der betreffenden Pumpe an (Fig. ). So hat die erste Pumpe der ersten
Reihe den Querschnitt a, u. s. w. Um Buchstaben zu sparen, werden wir je nach
Bedarf von der Pumpe a, oder vom Kolben a; oder vom Pumpenraum a,
. s. w. sprechen. In der Anfangsstellung oder Nullstellung liegen simtliche Kolben
der ersten Reihe in derselben LEbene El, die Kolben der zweiten Reihe in einer
Ebene 77 u.s. w. Die Kolben der letzten Kolumne sind mittelst einer Stange Z
gekuppelt und der Kopf 4 dieser Stange liegt in ciner Ebene 7, d
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Wir driicken nun den Kopt 4, um die Strecke s = | nuach unten, so daB
siimtliche Kolben /2,7, ... um dieselbe Strecke s = | nach unten ricken. Die

Folge wird sein, dafy b.w. die Pumpe /, das Wasservolumen 1 X 4 =/ aus den
iibrigen Pumpen der ersten Reihe ansaugt und ihnliches geschieht in den anderen
Reihen. In der ersten Reile kénnen sich nun siimtliche Kolben a,,D, . . . um
irgendwelche Strecken ., 8, ... heben; es gilt nur die cine Bedingung, dufi die
Wasservolumen, die die einzelnen Pumpen dadurch abgeben, zusammengenommen
das Volumen /; geben miissen, das i die Pumpe /, geraten ist. Dic erste ifumpe
gibt das Volumen x; a; ab, die zweite das Volumen f; b, u. s. w., es muld also
gelten (wir verallgemeinern):

0 &; —i_blﬁl -i—: 1

e e N

In diese Willkiir der Kolbenverschiebungen bringen wir nun aul lolgende

Weise GesetzmitBligkeit. Durch jede Pumpenkolumne legen wir cine (mathe-
matische) Stange .V, V. .. Jede Stange hat, vom Kople a,, b, . .. an, den Pumpen
entsprechend markierte Punkte oder Knoten o, 00 ... b, by oL deren Intervalle
gleich sind den Intervallen der Ebenen /5, 75 ... Wenn also beispielsweise die
Stange .Y so steht, daff ihr Kopf a; in der Hohe o iber der Ebene /< liegt,
dann liegen die Knipfe a,,0: ... alle in derselben Hihe o iiber den Fbenen
L, In ..o, die wir die Elongation der Stange nennen. Wir wollen so den
Stangen X V. .. irgendwelche Elongationen g, %, . .. geben und sie in dieser

Stellung fixieren,
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Wir schatfen uns nun ein dynamisches Problem, indem wir annehmen, daf§
jeder Knopl ay,qs... 0,.0,... den betreffenden Pumpenkolben ay,qz... 0,05 .. in
vertikuler Richtung anzieht, u. zw. soll er jede Flicheneinheit des betreffenden
Kolbens mit einer Kraft anziehen, die numerisch gleich ist dem Abstand zwischen
Knopf und Kolben. So wird beispielsweise der Kolben a,, der den Abstand
wo — o vom Knopf a, hat, per Flicheneinheit mit der Kraft », — a,, im ganzen
aber mit der Kraft a, (»» — a,) nach oben angezogen, und mit dieser vollen Kraft
zieht er umgekehit den Knopf a, nach unten,

Da die Stangen fixiert, dic Kolben aber beweglich sind, werden siimtliche
Kolben beginnen, unter der Wirkung dieser Kriifte sich zu verschieben; die
Krifte werden Arbeit leisten und die Kolben werden schlieBlich eine Gleich-
gewichtsstellung, die Stellung  gréiter Arbeit annehmen. Diese Stellung  be-
rechnen wir.

Esist klar, daf3 die Kolben der ersten Pumpenreihe im Sinne des hydrosta-
tischen Grundgesetzes nur dann im Gleichgewicht sein kénnen, wenn simtliche
Kolben per Fliacheneinheit auf das Wasser denselben Druck ausiben. Das ist
aber nur dann der Fall, wenn simtliche Kolben denselben Abstand A, vom
betreffenden Knopf haben, da jener Druck eben durch diesen Abstand ausge-
driickt wird.

Diesen Abstand %, gibt uns nun die erste Gleichung 9), wenn wir fir die
Kolbenclongationen a,,f8, ... ihre Werte

Oy == ¥y~ Iy 31:)/0_")‘1 3 e ISy - 10)
cinsetzen. Wir erhalten dann:
00 — 3 B, (1, — ) k... =1,

0, +0yH4. ..~ =240 4.

Nun ist aber laut 4) die Jetzte Summe gleich 1, und es gilt:

llzﬂl-’l'o“i"bn}’n"i"...-—-(’; A D R e T A e e e 1|)

Das ist aber genau die erste der Gleichungen 5) und wir haben den all-

gemeinen Satz: wenn wir den Stangen irgendwelche Etongwﬁonen a0, 70 ... geben,

damn stellen sich unter dem Zwange der Anzichungskrifte die Kolben in jeder
Reihe in einen gewissen Knotenabstand und diese Abstinde sind gleich den
Widerspriichen der betreflenden Gleichungen. Hiemit haben wir ein dynamisches
Bild der Widerspriiche bekommen.

Wir werden nun auch ein dynamisches Bild der Verbesserungen £, ..
finden. Wir fixieren siimtliche Kelben in der Stellung, die sic angenommen haben,
geben aber dafiir die Stangen frei. Die Stange X erleidet an ihren Knoten q,, qa.
durch die Kolben a,a,... nach unten die Ziige a, A, a3 ..

Indem die Stange den Ziigen folgend nach unten riickt, leisten die Kriifte
positive Arbeit und wenn die Stange dann in einer neuven Elongation w, =y - E,
zum Stillstand kommt, haben die Krifte das Maximum der Arbeit geleistet und
die Summe der auf die Stange wirkenden Kriifte ist gleich Null. Da die Abstinde
der Kolben und Knoten dann 2, -} &, A % ... sind, so lautet die Gleichge-
wichtsbedingung :

oder;



0, ()“1 [ Eo) “‘f’ 0, e "]‘ ‘:u) i ..n=0
aoder:
Lo (0 -} n, + )= (A —}— Qs 2 f=..0)
oder:
= ﬂl_}‘l i Ny :‘.2_"[' L 1/’)
SR Sy )

Dus ist aber genau die erste Gleichung 6) und wir haben den Satz: die
Gleichungen 0) gehen die Stangenverschiebungen priliter Arbeit,

Wenn wir so fortfahren und fort und lort abwechselnd erst die Stangen
festhalten und die Kolben treigeben, dann die Kolben festhalten und die Stangen
[reigeben, dann werden die Kriifte fort und fort positive Arbeit leisten, his das
Maximum der Arbeit geleistet ist, also keine Arbeit mehr geleistet werden kann;
dann kdnnen wir Kolben und Stangen gleichzeitig freigeben und es erfolgt den-
noch keine Bewegung.

Auch fiir diesen Gedanken pibt es cinen algebraischen Ausdruck. \Wenn der
Nolben a, den Abstand 2 vom betreflenden Knoten hat, dann zicht er den Knoten
mit der Kraft a, 2 an. Wenn also der Knoten aus dem Abstand 2=/ bis in den
Abstand /= an den Kolben heranriickt, dann leistet die Kraft hiebei die Arbeit:

;(‘(1/512..V......‘....]3)

Diesen Ausdruck nennen wir diec Arbeitstihigkeit der ersten Pumpe;
wir konnen ihn auch das Potential der ersten Pumpe nennen, denn diese
Arbeit miissen wir leisten, um den Knoten aus dem Abstand Z==0 in den Ab-
stand 2=/, zu bringen.

Wir wollen nun das Potential des ganzen Pumpensystems berechnen fiir
den Fall, daff wir die Stangen in irgendwelchen Elongationen festgehalten haben
und siimtliche Kolben in die neue Gleichgewichtsstellung gekommen sind. Siimt-
liche Kolben der ersten Pumpenreihe haben duann denselben Knotenabstand A
sie geben also zusammen das Potential ;

; M /{-xﬁ_}" }21‘1 ltg"l" L= .12 ;-12(('!1 "-!"- {11 “}" - ) = i )‘:..2,
da die Klammer den Wert 1 hat. Wie wir sehen, ist die Arbeitslihigkeit des
ganzen Systems dann gegeben durch:
O S )]

In der SchluBstellung, in der weder Kolben noch Stangen sich mehr riihren
wollen und das Maximum der Arbeit geleistet ist, ist logischerweise die Arbeits-
lihigkeit ein Minimum, d. h. es gilt:

L*db L' o o=Min. .. 00000 o)

Das ist uber chen die Bedingung der Mcthode der kleinsten Quadrate,
Unser Annitherungsverfihren gibt also tatsiichlich die wahrscheinlichsten Werte
der Unbekannten im Sinne der Normalgleichungen.

3. Nachdem hiemit der Kern der Nitherungsmethode dargelegt ist, soll nun
auch die praktische Durchfihrung hesprochen werden. Zuerst soll gesagt werden,
daB dic unangenehme Vorarbeit, die Division der einzelnen Gleichungen durch
die Summe der cinzelnen Koeflizienten, auch unterbleiben kann. Wenn wir die
Querschnitte der Pumpen nicht den Koeflizienten der Gleichungen 2), sondern
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den urspriinglichen  Gleichungen 1) entsprechen lassen, dann linden folgende
Gleichungen statt 5), 6), 14):

=R e o BB Ty W e i)
dx‘*‘{)t“l'—... L’Zu’]r‘...
it et = T .
Co— — (h-}'(?'-‘-‘}— ﬁo—ﬂ'—-["+".._ T W % e )
(&, by . )41 +¢m_y@+a.ghh+.“==wmq.. A7)

wollir wir kiirzer schreiben wollen :
Kol h =Bl c= Wi S s ks 18)

Wir finden dann’ also angeniiherte Werte von der Art, als hiitten wir die
erste Gleichung A -mal, die zweite & -mal ... angesetzt, d. h. als hittten die
einzelnen Gileichungen Eigengewichte A, X,. .., die durch die betreflenden
Koeffizienten immer ausgedriickt werden. Diesem Fehler ist aber leicht abzuhelfen,
Denn wenn beispielsweise A} = 10 ist, die erste Gleichung aber nach unserem
Urteil nur das Gewicht 2 hat, dann bringen wir die erste Gleichung durch ent-
sprechende Division leicht auf das gewiinschte Gewicht. So ist viel Arbeit erspart.

4. Wenn wir in die Gleichungen die etwa graphisch bestimmten, ange-
nitherten Werte 2,7 . .. eingesetzt, die entsprechenden Widerspriiche ) VI PR
nach 13) berechnet und daraus die Verbesserungen Bog e b . Hach 16) bestimmt
haben, dann gilt es, fir die neuen Werte oy, 27 ... der Unbekannten die neuen
Widerspriiche zu berechnen. Diese Arbeit vereinfachen wir uns sehr, wenn wir
nicht die ncuen Widerspriiche selber, sondern nur die Zunahmen AA, Ak. ..
der alten Widerspriiche berechnen. Wenn wir nidmlich in 15) fir @o,% ... dic
neue Werte @, -{-%, 30 %0, . .. einsetzen, dann ergibt sich offenbar:

Al‘=”{£|ro—|—z)17[o+... A} ;_ﬂ§0+[797]°+ Sy l())
m—{—[h—l’-... 5 a1 o *— !

Wir kommen nun ganz in eine Differenzenrechnung,  Wir hitten niimlich
aus den neuen Widerspriichen die neuen Verbesserungen &,v, . .. 2u berechnen.
Da ist es wieder zweckmiiBiger, nur die Zunahmen A&, A% ... der alten
Verbesserungen &, 7o . . . zu berechnen. Wenn wir pdmlich in 16) fiir die alten

Widerspriiche 4,, 4 .. . die {neuen Widerspriiche A, + Ak, 4a-+ A4 ... cin-
setzen, dann ergibt sich offenbar:

WAL ) -+
AE‘\:—HQ1+“ f.\-“’ ‘" A70—°— biA’L‘ {" : .?())
@ ...'.. 2 + 2 &1 -1—[): '{"
Jetzt ist der weitere Gang der I\echnung klar. Aus diesen Anderungen der
Verbesserungen berechnen wir die entsprechenden ..:‘;nderungel'l der Widerspriiche :

a AEO"*"&I /;\7‘a+1.- a Aﬁn—i—-.. >
o o LA BT T B0 T 00 Sl BRI o S0 0 e S
Ak PR TR Bpusra s e, 2 20)
Ats diesen Werten berechnen wir wieder nur die ;@indcr-unge n der Ver-
besserungen :




und so immer fort. s oast klar, dall wir uns rasceh dem Ziele nithern, Wenn wir
so lolgende Elemente berechnen ;

- - e 2 X . 23

e'sﬂ’ /-\g“‘ /_.\3C.’“ 0 0o /_/x“;(; 7“)1 A(Ju, /_\_;2 "0 e [Au 7JQ| . A - ! -‘3)
bis wir zu verschwindend kleinen Zuwiichsen A&, Au%, . .. kommen, dann
kinnen wir die endgiltigen Werte von , y ... leicht berechnen.

5. Die Arbeit kann noch wesentlich vereinfucht werden.  Es ist niimlich
nichit notwendig, den Unbekannten jedesmal gerade die besten Verbesserungen
zu geben. Wenn beispielsweise die Formeln 16) die folgenden besten Verbes-
serungen geben:

Eo=0+316 7‘0=00185 v
dann kénnen wir ruhig als Verbesserungen nehmen g =042 und vy, = 002
.o w. Wie haben dann nur den einen Nachteil, dafl wir uns etwas langsamer
dem Ziele nihern. Dann brauchen wir aber auch die Verbesserungen & ... nicht
so genau zu berechnen. lhre niitherungsweise Bestimmung ist aber aufl schr
viel Arten mdaglich; am zweckmiifligsten ist wohl ein cinlaches Hebelsystem,
das hiemit erliutert und beschriehen werden soll.

Die erste Gleichung 16) kinnen wir so schreiben :

Ayt e a4 )E =0 ... L 24)
Das heifit in Worten: wenn aul einen Hebel ein Gewicht @ an einen
Arm L, cin Gewicht @, an eimen Arm A ... wirkt, dann kann man diesen

Hebel ins Gleichgewicht bringen, wenn man einem Gewichte (@ -+ a, .. .) den
Arm & gibt. Wenn man also das Gewicht [#] so lange verschieht, bis Gleich-

gewicht herrscht, dann ist sein Arm das gesuchte & (Mg, 2).

X .
./'__A\“-"_"'
£ O A
Y o
R L 74
N—— -
3 }.l
4 a1
: AR
L B — i
~ i *
%
X
g, 2.

Man kann diesen Gedanken unmittelbar ausfiihren, Tch habe vor Jahren mit
einem sehr leichten Hebel von Holz von 2 m Linge gearbeitet. Die Arbeit ging
leicht und raseh und die Resultate waren etwa auf ein Tausendstel, also auf drei
Stellen genau. Es ergeben sich dabei viele Kunstgrifle, deren praktischen \Vcrl‘
man a priori kaum ahnt. So kann man ein Gewicht 28°6 am Arm 374 ersetzen
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durch ein Gewicht 28 am Arm 374 und e¢in Gewicht 6 am Arm 37'4; man
braucht also keine Gewichtsticke kleiner als Fins, Wer sich nicht cingearbeitet
hat, kommt nach dieser direkten Methode allerdings nur langsam  vorwiirts,
Darum arbeiten wir licher mit kurzen Hebeln und lassen etwa am Arme X4 nicht
unmittelbar ein Gewicht a, wirken, sondern wir lassen dort einen Hil{shebel
(Fig. 2) einwirken, den wir mittelst eines Laufgewichtes vom Gewichte Eins den
Druck «, ausiiben lassen.

Der Haupthebel /7 ist zusammengesetzt aus einer Reihe von Hebeln /4, 4, .. .,
die an der langen, tief licgenden Achse X (griitenteils nur punktiert gezeichnet)
fest sitzen. Wir haben dadurch den Vorteil, daB jede der Krifte o, «, ... an einer
besonderen Hebelstange wirkt.

Die Hillshebel A, A ... haben ideell diec Armlinge I und greifen mittelst
Endgabeln in die betreffenden Hebel /4, 74 . .. Die Hilfshebel sind in Fiihrungen
verschiebbar, so dall man den Gabeln jederzeit am Haupthebel die Achsenabstinde
A, Ay .. geben kann. Das wird durch Skalen an den Hilfshebeln erleichtert.

Es ist angenommen, dafl simtliche Koeffizienten kleiner sind, als Eins. Dig
Hilfshebel von der ideellen Linge LKins tragen entsprechende Skalen sowohl am
positiven, als auch am negativen Arm. Wenn man also aul dem Hillshebel A
das Laufgewicht Eins auf den Skalenteil @, einstellt, dann iibt es das Drehungs-
moment | X @, oder 2 aus und die Gabel iibt aul %2, den Druck a, aus; der
Hebel /7, erleidet also das Moment A a,.

Das Verfihren ist nun klar. Wir stellen die Gabeln an denHeheln 7, 2, . . .
auf A, A ... ein, stellen die Laufgewichte auf den Hillshebeln K, K. .. auf 2, as. ..
ein; auf einem letzten Hilfshebel A stellen wir ein Laufgewicht aul den Skalen-
teil [¢] ein und verschieben diesen Hilfshebel in seiner Fiihrung so lange, his
Gleichgewicht herrscht; der Achsenabstand seiner Gabel ist dann das gesuchte %.

Wenn einige Koelfizienten oder aber [a] groBer sind, als Eins, dann hilft
man sich so, daB man am betreffenden Hilfshebel nicht ein Laufgewicht p = I,
sondern ein Gewicht p =2 oder p=35... anwendet und ihm entsprechend einen
zweimal oder fiinfmal kleineren Arm gibt. Wenn anderseits die Widerspriiche
2, % . .. schon sehr klein geworden sind, dann stellt man die Gabeln auf die
doppelten oder fiinffachen ... A ein, So gibt die Praxis eine Menge Kunstgriffe.
Wenn dem gefundenen % auch ein Fehler von etwa 10/, anhaftet, so bringt das
durchaus keinen Fehler in die Rechnung ; wir kommen nur etwas langsamer zum Ziel.

Wenn wir % bestimmt haben und wollen auchx, bestimmen, dann bleiben
die A dieselben wie 16) zeigt; wir haben nur die Laufgewichte von @, e, .. 4]
auf 4,5 ... [6] zu verstellen und zu iquilibrieren. So bleiben die 4 fiir den
ganzen Turnus dieselben, nur die Laufgewichte werden verstellt. Da empfieblt
sich dann folgender Vorgang. Die Skalen auf den Hilfshebeln lassen einen weilen
Rand und aul diesem markiert man mittelst Bleistift; auf dem ersten Hebel K|
markiert man a,, & ... und schreibt zur Marke den Buchstaben; aul dem zweiten
Hebel K, markiert man 4,, 4,... u. s. f. Die Einstellung der Laufgewichte erfolgt
dann unmittelbar auf die Marken. Die Laufgewichte macht man am besten paral-
lelepipedich, prismatisch. -
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Wenn man so alle Verbesserungen &, v bestimmt hat, «dann nimmt

o - - -
man von den Verbesserungen nur cin oder zwel Stellen, zum Beispiel & == 004,
7 = 0120 Nach diesen gewiihlten Verbesserungen, die man sich notiert, be-
rechnet man nun aber nach 19) genan die Widerspruchsiinderungen A4, Ak, ...
und addiert diese lncremente zu den alten Werten 4, L . .. Mit den neuen
Werten 4, Ly ... wiederholt man nun die Arbeit: man stellt die Hillshebel aul
die neuen & ein und hestimmt nun wieder Verbesserungen &, 1, ... Diese fallen
jetzt kleiner aus. Die cigentliche Rechenarbeit beschriinkt sich also aul die Be-
stimmung der Incremente AL, AA, ... mnd daber hat man siimtliche Koetfizienten
mit einstelligen, hiochstens zweistelligen Zahlen zu multiplizieren.

Wenn die Widerspriiche 4,, 4, ... schon geniigend klein geworden sind,
dann hindet man die. wahrscheinlichsten Werte ., v . . . durch Addition der Ver-
besserungen zu den Anfangswerten:

ro=uy of- & = = .. y=un-f T }' T "r B

o
(S]]
~

Hiemit ist das Verfahren wohl geniigend genau gezeichnet.

6. Wenn man mit dem Rechenschicber zu rechnen beabsichtigt, dann wiirde
ich raten, nicht einen Rechenschieber mit zwei Logaritmenskalen, sondern nur
ein einfaches Lineal mit Logaritmenskala zu verwenden, und zwar aul fol-
gende Weise,

Wenn wir beispielsweise die Gleichungen 15) ansehen, dann finden wir,
dafy wir bei der Berechnung der vielen A die Produkte simtlicher Koeffizienten
a,,ay . .. der ersten Kolumne mit ., brauchen; chenso die Produkte siimtlicher
Koellizienten der zweiten Kolumne mit y, u. s w, Ahnliches zeigen die Gleichun-
gen 16); da erscheinen Koeffizienten reihenweise mit dem einzelnen A multipliziert.

Wir ziehen nun so viel Gerade, als e¢s Kolumnen gibt und nehmen die
erste Gerade vor. Wir bezeichnen den Nulipunkt, legen daran den Nullpunkt
der Logaritmenskala und markieren aut der Geraden auf Grund der Skala die
KNonstanten a,, a, . .. der ersten Kolumne. Wenn wir dann das Logaritmenlineal
verschieben und aul irgendeinen Wert » einstellen, dann kénnen wir auf Grund
der Marken die Produkte @, @, a, « . .. aul der Skala unmittelbar ablesen, w.zw,
viel genauer, als am Rechenschicbher, weil wir nicht mit dem Auge gleichzeitig
aufl zwei Skaden zu interpolieren haben. So tragen wir aul jeder Geraden die
Konstanten ciner Kolumne aul; auf einer anderen Reihe von Geraden aber tragen
wir dic Konstanten (d. h. die Logaritmen der Konstanten) der einzelnen Rethen

auf. Wenn wir also die Werte 4, & ... bestimmen wollen, dann stellen wir das
Lineal zuerst an der zweiten Geraden auf @, ein, lesen die Werte a o) ... a, &, ...

ab und schreiben sic in eine Reihe. Dann stellen wir das Lineal an der zweiten
Geraden auf 5, ein, lesen die Werte & ,, 6,7, ab und notieren sie in einer
zweiten Reihe v s, w. Wenn wir flertig sind, dann sind schon die Glieder, die
wir zur Berechnung der einzelnen A brauchen, kolumnenweise zur Addition fertig
geordnet,

Der wechselnden Varzeichen wepen ergehen sich noch einige besondere
Kunstgriffe. — So geht dic Arbeit schneller und genaver als mit einem voll-
stindigen Rechenschieber.
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Eine noch bequemere und genauere Methode mittelst Strahlenbiindeln JiBt
sich leider nicht so kurz beschreiben.

7. Die ganze Methode ist vom mathematischen Standpunkt interessant. Is
ist einc gewdchnliche Sache, dal ein algebraisches Verfahren sich aul ein
geometrisches Bild stitzt; die Differentiairechnung stiitzt sich ja bekanntlich
von Haus aus auf die Tangentenbestimmung. Hier haben wir aber ein algebrai-
sches Verfahren, das sich auf ecin mechanisches, aul ein dynamisches Bild
stiitzt; die algebraische Anniiherung wird auf eine Arbeitsleistung gedeutet.

Ein anderer interessanter Zug liegt in folgendem. Die Gleichungen 19), 20),
21) und 22) zeigen, daB die ganze Rechnung ecine ununterbrochene Kette von
Mittelwertbestimmungen ist, u. zw. werden dic Mittelwerte abwechselnd
nach Koeffizientenreihen (19, 21) und nach Koeffizientenkolumnen (20, 22)

berechnet und in jedem Turnus werden simtliche Koeffizienten verarbeitet.
(Schluf} folgt.)

Stellungnahme zu einem im Herrenhause
angenommenen Gesetzentwurfe.
Von Prof. E. DoleZal in Wiea

In der Sitzung vom 23. Juli 1907 wurden im Herrenhause zwei Gesetz-
entwiirfe in dritter Lesung angenommen, welche wir mit Riicksicht auf ihre hohe
Bedeutung fir den ganzen Geometerstand nachstehend im vollen Wortlaute bringen.

341 ber Beilagen ju den ften. Protolollen bes Adgeorduetenfaujes. — XVILL Siffion 1907.
Befchiug ded Hevvenhanges.
Gefet

bont . ... betreffend einige Ubdndberungen bded Gefeped vom 23. Mai 1883, -
R:@.-Bl. Ne. 83, tiber bie Evibenzhaltung ded Grunbditenertatafters.

Mit Buftimmung beider Hinfer bed Reid)8rates finde id) ampuordiuen, ivie folgt :

Actitel 1.

. Winea ¢ des § 23, Alinea 3 ded § 6O nnd
Alinea 2 bed § 54 ded Gefetses vom 28. Mai 1683,
9.@.-BI. Nr. 88, itber die Evidenjhaltung ded
- Gvunbiteuertatafters, treten in ihrer gegenmiirtigen

#affung aufier Rraft und Gaben ju lauten, wie folgt:

Alinea 4 des § 23.

Die Bemeffung durd) den BVernteffungsbeamten |
g Hoh eXiupeiesime | Jventitdt ber Objefte auf Grund der SNatafiral-

bet Guvunbdtetlungen Hat ju untecbleiben:

a) wenn e8 fi) um eine Parzelle handelt, deven
Begrenzungdlinien entweder ein Qiuabrat obder
ein Hedted mit einer Breite von bichitens
20 Metern bilben und die Teilung nady aliquo-
ten Zeilen bder Parzelle vorgenommen roerden Joll ;

b) wenut bon ter Partei ein in Gemufheit des Ar-
titelé I des Gefeles vom ... jur grunbdbitfer-
liden Teilung von Parzellen geeigneter geomes
trijdyer Plan (Situationsplon) beigebradyt wird,
und in beiden Fillen (a) und b)] vie Vedin-
gungen dev vom Finanyminifiecium im Ginver-
ttehmen mit dbem Juftiyminiftevium bdieofake ju
eclaffenven Borfdyrift evfitlt worden find,

Alinea 3 bed § BO.

Befilverdnderungen, welde nad) diefem Heit-
punfte jur Anmeldung gelangen, oumen nuyv dbamu
nod) bei ber Steuevaufteifung. ves auf Sie Un-
mefbung  nddiftfolgenderr  Jahred  Deriidfidytigt
terbdett,

1. wenn fid) dev Befitwedifel auf ein ganjed
Befigtum ober ganze Paviellen begieht und - die

mappen ofne eine Lolalerhebung fonftatiert 1werden
farn, ober

2. wenn fi) ver Befitwedel goar auf Teile
von Paviellen bejieht. jedod) ein tm Sinne’ bes
§ 28, Nlinea 4. lit.”b), verfofiter Siluationsplan
beigebradyt wivd,

Ulinea 2 bed § b4.

Eefdjeint bet Grundteilungen eine Bermeffung
aud bem Grunbe entbehriid), weil Dbereitd ein im
Sinne § 28, Alinea 4, lit. b), ausgefertigter
Situationsplan vovliegt, fo findet anf diefelben bev
Tacif I Amwendung.



IRy o8

Ersctzt man demnach 13) durch 14), so ist fiir die beiden Annahmen im
i el 21y tt des Rotationsellipsoides 14) ist dann
allgememen—M = 1000 Die Abplattung !

eine geringe; sie wird jedoch wesentlich stirker, wenn auch ein Lattenaufstellungs-
fehler m, vorausgesetzt wird. Weicht beispielsweise die Latte um :30‘ vou devr
richtigen, der vertikalen Lage ab, so erhdlt man, wenn sonst die Werte &) bei-
behalten werden aus 16)

A = 45881010, B = 101696.10"",
so daf fir « = 10°

8 ' 8 8, AM
“‘0__‘}1{ = 274174, 10__1_11 = 274537, .}LA__. == 363
wird. 0 0

Fiir die folgenden Untersuchungen wird als Fehlerfiiche die durch 14) gege-
bene beniitzt, deren Gleichung mit M = K in rechtwinkligen Koordinaten
bl s AT TR S V)

ist, wo A und B fnr gegebene Teilfehler aus 16) zu bestiinme,n sind und K den
Parameter fiir die ganze Schar bedeutet.

Ein Naherungsverfahren
in der Methode der kleinsten Quadrate.

Von Prof, Karl Fuchs in PreShurg,

(SchiuB).
IL.
Eine Erweiterung der Methode.

Dic soeben beschriebene Methode 148t sich in derRichtung erweitern, daf
‘wir die Verbesserungen §, ... nicht einzeln, sondern paarweise berechnen.

- Wir gehen danach von folgendem dynamischen Vorgang aus.

Nachdem wir die Stangen in gewissen Elongationen &, 1, ... fixiert und
samtliche Kolben freigegeben haben, sollen sich die Kolben in den einzelnen
Pumpenreihen in die Abstinde 4;, 4; . .. von den betreflenden Knoten gestellt

~ haben, Es wiirde nun folgen, da@ wir simtliche Kolben festhalten und simtliche
- Stangen frei geben. Wir wollen aber anders verfahren; wir geben zwei Stangen,
etwa X und V frei, dafiir aber.geben wir in den betreflenden: zwei Kolumnen,
. also in der ersten und zweiten Kolumne, auch simtliche Kolben frei, so daf nun
..~ die Verschiebungen &, 7y, durch die die Stangen eine neue Gleichgewichtslage

. erhalten, von éinander abhingig werden. Wir wollen nun die Gleichgewichts-
- bedingungen aufstellen.

In der eintretenden neuen Gleichgewichtslage sind die beiden Stangen um
. die Strecken & und 7, nach;oben geriickt. Zugleich sind die Kolben oy, ay . . .
_ der ersten Kolumne um Strecken u,, gy ... nach oben geriickt und die Kolben
by, by ... der zweiten Kolumne sind um Strecken »,, », . .. nach oben erlickt:
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I den einzelnen Pumpenpaaren @, &y, ay 2, ... darf durch diese Kolben-
verschiebungen das Gesamtvolumen des Wassers nicht geindert werden, Das
wird durch folgende Gleichungen ausgedriickt:
ap-bv,=o oty ~ by v, =0
Wenn man all diese Gleichungen addiert, dann findet man:
(wyAapa4. . )+ hew, v, +.. ) =0 , . .. . .27
In der neuen Gleichgewichtslage miissen die Kolben e, und 4, gleiche Ab-
stinde von den betreflenden Knoten haben, d. h. es mufl gelten:

26)

)"l “'i’“‘ \g & ‘“q = ;\q '+‘ u -— 27)
oder: E — =l —
Es wird dann also allgemein gelten:
E— =y —r =y — 1, = 28)

In der neuen Gleichgewichtslage mufl die Summe der, auf die Stange .Y
wirkenden Kriifte gleich Null sein, d. h. in der Kolumne missen die Produkte
der Querschnitte und Knotenabstiinde der einzelnen Pumpen die Summe Null
geben. Das wird durch folgende Gleichung ausgedriickt:

PR Ray iy T R T SR
oder wenn wir erdnen: '
(@h fagdy .. )V Ela,fat. . )=amt-ame ... . . 30)

E"‘tSPI'eChend,ﬁudcn wir fiir die Stange V die Gleichgewichtsbedingung :

Gt budy )b 0l b Y= bbb 31)
Symbolisch kinnen wir die beiden Bedingungen so schreiben:

(@] ()€ = a4 mpt .. . . 32)

(62} + [ =y, bvat-. .. . & . . 33)

Mit Riicksicht auf Gleichung 27) finden wir hieraus durch Addition und
Subtraktion
[(l)-]—f-[b/l]+[cr]£+[l’]li=0- AT F st W & En T 34)
[@2)4-[64) -+ [a)E — [bly =2 (e, s+ a,p,+ .. ) . . . . .35)
: ‘]u der letzten Gleichung konnen wir nun die Faktoren g, wa ... durch
die Koeffizienten « und 6 ausdriicken und das wollen wir tun.
Aus den Gleichungsreihen 26) und 28) nehmen wir die ersten Gleichufigen:
iy by, =0 E— = u—
Durch Elimination von finden wir (wir verallgemeiniern gleich):

1 by
el e R Bl P S SN

(h bt / (’] é’ ¢ )
[a2] — [62]) + [a)E — [&] y = 2 (a;j}:— * P T ) (§-—u) . . 37)
Der groflie Klammerausdruck ist eine Konstante »a der beiden ersten Ko-

lumnen; wenn wir die Gleichupg ordnen, nimmt sie folgende Form an:
a-—0

[a ]'-—-[&l]-I—.[ﬂ.%";]g‘l‘[b‘ﬂ':‘g]*f:() AP e ]
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Aus den beiden Gleichungen 34) und 38) kann man nur die Verbesserun-
gen & und » berechnen. . o

%s handelt sich nun darum, wie man die Elemente der beiden Gleichun-
gen 34), 37) bestimmt. Am leichtesten bestimmt sind die Koefﬁzielucnsumm-en [a]
und (6], Die Summen [#2) und [62] sind uns schon bekannt; sie T\’crden mit der
Wage bestimmt. Die Konstante s, wird am besten graphisch bestimmt, und zwar
auf folgende Weise. Die Gleichung

' N R e T
x-y _
ist die Gleichung einer Hyperbel mit einer einzigen Konstanten ¢. Wir zeichnen
~uns nun ein fiir allemal ein System solcher Hyperbeln fiir in gleichen Intervallen
tortschreitende Werte von ¢ und schreiben zu jeder Hyperbel den entsprechenden !
Wert . Wenn wir dann auf dieser Tafel den Punkt von den Koordinaten ay,
aufsuchen, dann lesen wir an der entsprechenden Hyperbel sofort den Zahlen-
wert des betreffenden Gliedes des Polynoms y, ab. "Durch Addition der so ge-
fandenen Werte ¢, ¢s . . . erhalten wir die Konstante #. und wir kennen dann
aus den Gleichungen — am einfachsten graphisch — die besten Verbesserungen
& und 5 bestimmen. :

Nachdem wir so- mit dem ersten Kolumnenpaar verfahren sind, verfahren
wir analog mit dem zweiten Kolumnenpaar u. s. w. Wenn wir so alle Verbesse-
rungen £ y ... berechnet haben, fahren wir in alfer Weise fort: wir halten in
Gedanken alle Stangen fest und geben simtliche Kolben frei, d. h. wir berechnen
aus den Werten &, 5... die neuen Werte 4,, 4 ... Dann konnen wir wieder die
Stangen paarweise freigeben u. s. w. Dicse erweiterte Methode fordert besser, als die
urspriingliche Methode und bringt doch im ganzen keine nennenswerte andere

- Mehrbelastung, als die (graphische) Bestimmung der Konstanten ns, msi ... Wir
brauchen nicht ihre genauen Werte, da ja auch § » nur angeniherte Werte sein
wollen. Wenn wir die Konstant n ma, #s ... gleich Null setzen, dann kommt
das Verfahren auf unser altes Verfahren heraus; wir sehen daraus, dal an die
Genavigkeit der Konstanten » sehr geringe Anforderungen gestellt werden.

_ Ein dhnliches Niherungsverfahren.
L. Es sei eine Reihe von linearen Gleichungen gegeben :
by o= A

ﬁa&?—l—él}'—!‘c,,::g 5 ST e ey U= R S -40)

~ und es gelte die wahrscheinlichsten Werte der Unbekannten o, y~. .. zu herechnen,

d. b. die Werte, die die Quadratsumme der Widerspriiche zu einem Minimum
‘machen. ; :

Wir setzen zuniichst mehr oder weniger angeniherte Werte o,

: ; Yo ... in
- Gleichungen ein und erhalten dann gewisse Widerspriiche 4, 4, .
: ; ayay by 4 . . e h=4 T
p) ‘ ;z,mg—l—b,,yo—}-...-——/,=lg L S  41)
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Es taucht die Frage auf, welches Increment & der Grofle .+ wohl die
Quadratsumme der Widerspriiche am stirksten herabsetzen wiirde.

Durch ein Increment £ machen die Widerspriiche 4, 2 ... um dic Be-
truge @ &, ay& ... und ihre neue Quadratsumme ist:

(;-l +(11 \E.:)2 'I‘ (/Lx —,—ﬂg ﬁ)’—-l-. s . == [).2] + 2[(?)»]& + [ﬂz] bt'_! S T 4‘2)

Dieser Ausdruck ist interessant; er zeigt uns, daB der Zuwachs A, den die
Quadratsumme [##*] durch ein Increment & erleidet, als Funktion von & durch
eine Parabel

A =2[al)l§ 4 [o)E

gegeben ist, die durch den Ursprung §=0, A =0 geht. Es gibt also auller
E==o immer noch cin zweites Increment & das die Quadratsumme der Wider-
spriche nicht #dndert. Dieses indifferente g ist:

[a2] .
Plle
f=—2 71 it s S 43)

Durch Differentiation von 42) linden wir, daBl die Hilfte dieses indi fe-
renten Incrementes das giinstigste Increment ist, das die Quadratsumme
[A?] am ausgiebigsten erniedrigt; das giinstigste Increment ist also:

[a 4]

t=—h . 44)

Der Ausdruck ist uns wohlbekannt; er wird mit unserer Wage bestimmt,
Nur itissen wir nicht mit einem Gewichte [¢], sondern mit einem Gewichte (2]
dquilibrieren. Wenn die Koeffizienten ganze Zahlen sind, dann liefert uns diese
M_eth(’de offenbar weit kleinere Incremente § als unsere erste Methode, da der
Divisor (2] weit groBer ist, als der Divisor [a).

Wenn wir so das giinstigste Increment & angeniihert bestimmt haben, zum
Beispiel 0-427, behalten wir davon nur ein oder zwei 3tellen, zum Beispiel 04
oder 0-43: (je Rechnung wird dadurch unmerklich verlangsamt, aber bedeutend
erleichtert. Auf Grund dieses gewiiilten Wertes berechnen wir die resultierenden
Incremente der Widerspriiche :

TR R S
und addieren sie zu den alten Widerspriichen.

Nachdem wir so #, verbessert haben, kénnen wir nun auf Grund der neuen
Widerspriiche auch o verbessern; das giinstigste Increment % wird sein:

s el P4
= [M].‘l-fi)

’é&,ﬁ' S )

Auf diese Weise kénnen wir dann nach einander allel Unbekannten, immer
aul Grund der letstverbesserten Widerspriiche verbessern und dann bei « wieder

anfangen. ‘

Wir ersparen uns manche Miihe, wenn wir mit der Wage gleich die Incre-
mente fiir 2wei oder drei Unbekannte bestimmen und nur das grofite Increment
verwerten; beim nichsten Turnus® wird die vernachlissigte GréRe schon ein

gréfleres Increment zeigen,
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Diese Mcthode der Anniherung fiihrt offenbar zu densclben wahrschein-

lichsten Werten wie die Normalgleichungen ; man hat aber den Vorteil, die Normal-
- koeffizienten weder berechnen noch eliminieren zu miissen.

2. Die beschriebene Methode fordert besser, wenn wir die Unbekannten
paarweise verhessern. Wenn wir beispielsweise gleichzeitig », um & yo um y
verbessern, dann wichst der Widerspruch 2, um ai§ -+ & y; analoges gilt fiir

- alle 4 und die neue Quadratsumme der Widerspriiche ist:

(ot @ E+ b+ (b ab b4 .. . ... L 4])
= (19 2(0 & -+ 2[62] y + (0¥ 3+ 2 [ 81§+ (2]
Dieser Ausdruck zeigt uns, daB der Zuwachs /A der Quadratsumme (7]
“als Funktion von & und y durch den Parabeloid gegeben ist:

A =2[ad]E+2{62] n-{-[a?) 8 + 2[ab] £y (6] 0*
~ ~und diese Flache geht durch den Koordinatenursprung §==0, y =0, /\ =o.
: Das System der Incremente £, #, die dieselbe Anderung A = konst. von [4?]
“geben, ist durch eine Ellipse ausgedriickt.
> ~ Durch Differentiation von 44) finden wir, unter welchen Bedingungen die
. Quadratsumme [A%*):am ausgiebigsten herabgedriickt wird
@A+ [a®)t+[ablyp=0 . . . . . . . . . .48)
(6A) F[ad)t+[Plg=0 . . . . . . . . .. 49)
Das sind die Normalgleichungen fiir zwei Unbekannte, und durch graphische
Elimination finden wir leicht die angeniherten Werte der giinstigsten Verbesse-
rungen £ und y und auch diese Werte runden wir am besten ab.
Wenn wir in den Gleichungen 48), 49) die Konstante [a 8] gleich Null setzen,
: dann fallen die Gleichungen mit den Gleichungen 44); 46) fiir Einzelverbesserungen
~ zusammen ; wir sehen daraus, daB wir [24] nicht sehr genau zu kennen brauchen.
e . Bei szelverbesserungen brauchen wir von den Normalkoeffizienten nur die
i alletbequemsten ("], (6], [¢?] .. .; bei Doppelverbesserungen brauchen wir auch
- noch die Koeffizienten [a 6], [cd]

Hiemit sind die Né.heruugsverl'ahren ohne Normalgleichungen geniigen
. charakterisiert.

Reduktion der Zenitdistanzen des Polaris
fdr Polh8henbestimmungen.

Von Prof. Dr. Norbert Herz in Wien.

o Methoden zur Reduktion von Polarisbeoba
B tiche Zahl; dennoch diirfte die fol
. Interesse verdienen.

Schreibt man in der Formel

COS 2 == s§in ¢cosp—|—cosqasmp cos ?
A welcher 2, rp, 2, ¢ die allgemein {ibliche Bedeutung haben,
_ 3==90°--—«p+x, cosa—-sur(tp—-x)

chtungen gibt es eine ganz erheb-
gende Methode ihrer' Kiirze wegen allgemeineres
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