
Paper-ID: VGI 190728

Das Eigengewicht der Bestimmungsgleichungen

Karl Fuchs 1

1 Preßburg
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ihrem Abschlusse entgegengingen. In den Anfang seiner Laufbahn ragen jedoch die 
großen geodätischen Aufgaben, welche österreichis'che Techniker für die Länder 
der ungarischen Krone gelöst. Die dieser Zeit folgende Epoche der Reambulierung 
der österreichischen Katastervermessung war arm an geodätischen Problemen 
höherer Art. l\f angels entsprechender Aufgaben sank auch das Triangulierungs­
und Kalkulbureau jäh von seiner erst erreichten Höhe. 

Brochs unverg�ingliches Verdienst ist es nun, dieses_ Institut zu neuem Leben 
erweckt zu haben. Dern Zuge der Zeit folgend, welche an Stelle der graphischen·­
Vermessung die den höheren Anforderungen entwickelteren Kuiturlebens Reclr;ung 

· tragende numerische Aufnahmsmethode setzte, hat derselbe der Polygonalvermes­
sung in Österreich durch die Verfassung der Instruktion für· Theodolitvermessungen 
die Wege geebnet und dieselbe dank der Einsicht und Förderung der maß.geben­
den Faktoren des k. k. Finanzministeriums zu segensreicher Entfaltung gebracht. 

Diese Tat allein sichert Broch einen ehrenvollen Platz in der Geschichte 
des österreichischen Vermessungswesens. 

Wi e n, im Juni 1907. Ernst Engel, 
.l<. k Inspektor 

im k. k. Trhn�ulierun�· nrld Kalkullmrcau, 

Dozent o.n der k. k. Hochschule für ßodcnkultnr 

in Wien. 

Das Eigengewicht der Bestimmu ngsgleich un·gen. 
Von Prof. Karl Fuchs in  Preßburg. 

Der .Kern des vorliegenden Aufsatz�s ergibt sich aus folgendem Zahle;1 -
beispiele. Es seien drei lineare Bestimmungsgleichungen mit zwei Unbekannten 
gegeben: +x+i-

.
10. y . 1 -x+ 11 _- = 10, o . x +  1 .y=o . . .  l )  

• V 3 . . , 
Geometrisch sind das die ·Gleichungen d�eier Geraden, die ein gleichseÜiges 

Dreieck umfassen. Auf Grund der vollkommenen
-

Symmetri.e erwart�n wir. als 
wahrscheinlichste Werte der Unbekannten die Koordinaten des -Dreiecksmittel-- �-=-"-�r.c;;i 

, punktes: 

x = o, 10 y= V3 
. . . 2) 

Die Normalgleichungen der Methode der kleinsten Quadrate" geben uns aber 
andere wahrscheinlichste Werte: 

x=o, . . 

. . ' 
: .· 3) 

Es kommt .mithin den beiden ersten Gleichungen des Syste'mes l) scheinbar 
ein größe r es Ge\\ i ch t  zu, als der dritten Gleichung. 

Wir wollen nun jede Gleichung l)" durch die a lgeb ra isch e  Hypote-.' 
n u se h ihrer ·Koeffizienten dividieren. Di� algebraische Hypotenuse h irgend­
w�Icher Koeffizienten a b  . . . ist definiert durch: 

h2= a';l + b2 + ... .
· 4) . 
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d. h. ihr Quadrat ist die Quadratsumme der h(leffizic11ten. !Jic Hypotenusen unserer 
drei Gleichu1�gen l) sind also: 

2 h1=-, -, 2 
hi = f(' . . . . . . . S) 

y3 
Nach Division durch diese Hypotenusen erhalten die drei Gle ichungen 1) · · 

die Formen: 

+ x �3. + �-= sV3, o.x + l.y=o . 6) 
Wenn wir jetzt. die Normalgleichungen anwenden, dann erhalten w ir auch 

richtig die erwarteten Wurzeln 2); die drei Gleichungen sind als o augenschein­
lic h  nach der Division durch die Hypotenusen auf gleich e s  Gew i c ht gebracht 
w orden. Im vorliegenden Aufsatze soll in der Tat allgemein bewie�;en werden: 

D ie ge gebenen Bestim m u n gsg l e ichung e n  w erd e n  auf gle i ches 
G ewicht g e b ra cht, wenn m a n  jed e  e i n z e ln e  �lei.c hu n g  d u rch d i e  
al g e b ra is c he Hypo t en u se ihr e r  Koeff izi e nte n d ividie rt. 

Als Folgerung wird sich dann ergeben: 
Das Ei g e n g ew i cht ei ner B esti mmu ngs g l e ic hu ng ist d u rc h  

di e Q uad ra t s u m me ihre r Ko eff izi e nte n b estimmt. 
1. Es sei eine Reihe von Bestimmungsglei�hungen G1, G:! .. . gegeben: 

:: � t �: � t : : : :: } . . . . . . . 7) 
Die wahrscheinlichsten \\ erte xi' y1 . . .  der Unbekannten, die die Normal­

gleichungen der Methode der kleinsten Quadrate verspre c he n, sind von der 
Art, daß die kleinsten Ergänzungen ).i).2 • • .  der Ab s o 1utg1 i e (le r 11, l:! . · · 

die Gleichungen G1, Gi . . . befriedigen. (Erste Definition.) 
Die kleinsten Ergänzungen 1..1, ),!. . . . sind bekanntlich die Ergä1�zungen, die 

die kleinste Hypotenuse /'O geben ; es muß als o gelten: 

. )'02 = ),12 + l.22 + . . .  = � (ax + by + . . .  -1)2 = :i\Iin . . . .  8} 

Die Minimumbedingungen .dieser Gleichung sind bekanntlich eben die N_or­
nialgleicJmngen . 

. Die wahrscheinlichsten Werte xP Y!! . . • der Unbekannten, die wir 
mehr oder \veniger Recht - e rw arten, sind von anderer Art: 

, . Die kleinsten Ergänzungen 
�117lt··· �z,7J2··· . . . . . . 9) 

. ,der Un.bekan nten x,y . . . sollen die einzelnen Gleichungen G1, Gt . . . . befrie-
digen. (Zweite Definition.) 

Wir wollen den \Veg suc hen, w ie man aus. den gegebenen Gfeichungen 
G1; G2 • : • die wahrscheinlichsten ·werte im Sinne der zwe i t e n  Definition be-· 
rechnen kann. 

2. Wenn man in die ,Gle.ichu.ng G1 irge.n<lwelc he Werte x0, y� . ... einsetzt,· 
danri kann die Gleichu

.
ng durch. beliebige Ergänzungen �1, 711 befri�di g� 

werden: · 

'• 

. . ' 
. JO) 
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Diese Ergänzungen �i, r;1 ... können wir beliebig g r o  13 wählen, .da wir sie 
bis auf e i n e· beliebig wählen können; wir können sie aber nicht alle gleich­
zeitig beliebig k l e i n annehmen. Wir wollen nun die k l e i n s t e n  Ergänzungen 
�i, YJ1 . . .  berechnen, d. h. jene Ergänzungen, welche die kleinste Hypotenuse p1 
geben : 

· 

p1' = �,' + ri12 + . . .  :c= Min . . . . . . . . . .  11) 
Wenn wir den Ergänzungen �•,"f/i . . . irgendwelche Inkremente ;;�1, 2'1)1 • • •  

geben wollen, ohne die Gleichheit l 0) ·zu stören, dann müssen diese Inkremente 
die Bed ingung erfüllen : 

a, c �1 + bi cr;1 + . . . = o 
. 

. : . . . . . . 12) "· 

Wenn die Ergänzungen �,, '1)1 . . . die kleinsten sein, also die Beding,µng Tl) 
erfüllen sollen, dann dürfen keine statthaften Inkremente <�1, <'1)1 . • : .Jen Wert 
von Pi· verkleinern können, was nur dann der Fall ist, wenn die Inkremente den 
Wert von pi überhaupt nicht ändern können; das ist aber der Fall, '�enn sie die 
folgende Bedingung erfüllen: 

�1 c �i -t-- '1)1 c r11 + . . . = o . . . " . . . 13) 
Die beiden Gleichungen 12), 1.3) können nur dann gleichzeitig erfüllt ":erden, 

wenn die Koeffizienten der Inkremente proportional sind : . 

. . �I = '1)b, = • • • = q = � �„ + �·' + • • • :· • • • • • 14) • ai 1 . a12 + b12 + ... . 
. Der letzte Bruch ist aus den erste Br1;1c en auf folgende Art <\bgeleitet: 

\\ ir quadrieren die ersten Brüche _und bringen· sie . so auf den W crt q2; dann 
addieren wir sowohl die Zähler als a�ch' die: Nenner und erhalten so '�·ieder 
einen Bruch vom Werte q>!; w enn wir ,dann die·\\'urzel ziehen,· dann finden. wir 
den letzten Bruch, der somit wieder den Wert q hat.' Der letzte Bruch besteht 
aus zwei algebraischen Hypotenusen: . ' 

• p1 = V�12-f-71,:+ . . -. h1 = Va,'-f-b12+... 1's) 

Die Gleichung 14) zerfällt somit iri folgende Teilgleichungen: 

Dabei gilt: 
(�)· !+ (7/1 f + . .. = 1. 

pi Pt I . 

. . . 

a, , . , ( ·), (b)2 - -· 
. 

h, + hi + . 
„

. 
= l 

" • 16) 

. 17), 18) 

Wenn G, die Gleichung einer Ebene .'Ei wäre,· dano wären 'x0,,y0 • • • die 
1 

Koordinaten eines außerhalb der. Ebene gelegen,en .Punktes p,>; p, ·wäre der 
Normala�stand des Punktes p0 von 'der Ebene E,; die Gleichunge� 16), würde11 
dann sagen, daß dieses Lot' pi dieselben Stellwinkel h�t, wie ·das vom _Koordi=­
natenursprung auf die Ebene ·E, ' gefällte Lpr;. die Glei.chung .i 8) wäre das, Grund­
gesetz aller Stellwinkel. 

l Wir haben die Absicht, die klei,nsteq Ergänzungen �,, 711 . . . zu berechnen. 
Um sie aus den Gleichungen .16) berechnen zu können, · müssen . wir · erst den / .. . 
Wert , von p1 bestimmen. Wir . �etzen ;iµ Q((m Zweck :in 1 0) di� Werte von -�1,711 . . . 1 ,  ! 

'\ 1 „ ' , -. ' ' ) 
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aus 16) ein und <liviuieren <lie Gleichung durch h1. Mit Rücksicht auf 18) finden 
wir dann: 

a1 x0 + b1 y0 + ... - 1, 
- P1 = ----- · 

-

hl 
. . . . . . . . 19) 

Jetzt können wir aus den Gleichungen 16) die kleinsten Ergänzungen �1, 1)1 . · · . 

berechnen. Entsprechendes gilt auch für die übrigen Gleichungen G:.!, G� ... 
Wir suchen ursprünglich die wahrscheinlichsten Werte x�, y2 • . .  der Unbe­

kannten im Sinn e  der zweiten Definition, d. h. die kleinsten Ergänzungen 9) der 
U n b e k a n n t e n  Xz, y2 • • •  sollen ctie Gleichungen G11 G2 .. . b efriedigen. Da genügt 

es offenbar, die algebraische Hypotenuse der p zu einem �Iinimum zu machen:· 

po2 
= p11 + p22 + . . . =Min. . . .  : . . . .  20) 

da ja jedes einzelne p seinerseits die. Ergänzungen �. 1J . . . der betreffenden 

Gleichung G zu einem l'\linimum macht. Es muß also laut 20) und 19) gelten: 

2-'1 ( a ·
+

b ·+ _!_)2-1\11' 21) po - ...... -h . X h . ) ... -
h 

- 111. • • • • , 

Wenn wir die
.
se Gleichung 21) mit 8) vergleichen, dann finden wir: 

W e n n  w i r  je n e  w a h r s c h e i n l i c h st e n  We r t e X2, y2 • • •  s u c h e n, d i e 

d i e  g e g eb e n e n  G leichungen G1,G2 ... m it d e n  kl e i n s t e n  E r g1in z u n­
g e n �' r1 • • • b e fr i e d i g e n, d a n n  m ü s s e n  w i r  vo r An w e n d u ng d e r  
No r m a l g 1 e i c h  u n g e n j e d e e i n  z e 1 n e G 1 e i c h  u n g G d u r c h  d ie a 1 g eb r a i­
s c h e Hyp o t e n u s e h i h r e r  Ko effi z i e n ten d ivid i e r e n. 

Das ist unser erstes Resultat. Die je durch ihre Koeffizientenhypotenuse h 
dividierten Gleichu ngen G1, G: . . . wollen wir die r e d u z i e r t  e·n Gleichunge n  
nennen und mit @1, ®'i . . . bezeichnen. 

3. Wen n  wir jede der reduzierten Gleichungen @,, @, . . .  mit ihrer Hypo­
tenuse h wieder multiplizieren, dan n  erhalten wir die ursprünglichen Gleichungen 
G11 G, . . .  wieder zurück. Mit Bezug auf 8) können wir also schreiben: ( a b l ) · 

). = h h . 
X + -II . y + . , . - h / 

. . ; . • . • 22) . 

und Gleichung 8) selbst nimmt die l''orm an: 

� 2 ,, 1 s { a + b + 1 ) l\I' 141 = � i , h. y h . y . . . - h = ' m. ... 23) 

Wenn ,wir diese Gleichu ng 23) mit 21) vergleichen, dan n  erkennen wir: 
Wenn wir die Normalgleichungen un mittelbar auf die. g ege b e n e n  Gl�ichun­

gen G1, G, ... . anwenden, dann·erhalten wir wahrscheinlichste Werte x0, y0 . . •  VQn 
der Art, als hätten wir jede reduzierte Gleichung @ nicht e i n  malt sondern 
h2 mal angeschrieben, d. h. als h ätten wir jeder reduzierten Gleichung ein G e­
w i c h  t gleich der Quadratsumme h2 ihrer Koeffizienten zugeschrieben; und das 

· stimmt mit unserer Erfahrung am einleitenden Zahlenbeispiel überein. 
· 

Wenn wir die Normalgleichungen aber !aut 21) auf die r e d  u z i e r  t e n 
Gleichungen @1, @, . . . anwenden, dann

· 
erhalten wir wahrscheinlichste Werte 

x ,, y, . . . mit kleinsten befriedigenden Erg�nzungen �, 'YJ • • •  , und zwar \Verte von 
de r Art; wie wir si� von GJeichungen g 1 e iche n· Gewichtes· envarten. 
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· Auf G rund dieser zwei Bemerkungen haben wir also die Sätze : 
Wenn wir unter den wahrscheinlichsten \Verten der Unbekannten x, y . . .  

solche Werte verstehen , d ie  die gegebenen Gleichungen Gi , Gs . . .  mit den klein­
sten Ergänzungen �. YI .  • • befriedigen, dan� haben die gegebenen Gleichungen 
schon von Haus aus u n g 1 e i c h e  s Gewicht. Jede Gleichung Gi , Gs . . .  hat ein 
E i g e n g e w i c h t  gleich der Quadratsumme h2  ihrer Koeffizienten und d.ie 
Gleichungen G1 , G1 . . .  werden auf g l e i c h e s  Gewicht gebracht, indem man jede 
einzelne Gleichung durch der algebraischen Hypotenuse h ihrer · Koeffizienten 
dividiert. 

Das aber sollte bewiesen werden. 

Theoretisc h e  und h istorische . Betrachtungen . 

über ·d i e  Ausg leich ung sr.echnu ng. 
Von Oberingenieur S. Wel l isch. 

(Fortsetzung). 

Eine an dere Erklärung wäre folgende : 
Dividiert · man alle Gewichte durch ihr arithmetisches Mittel 

ltl = k n ' 
_ ,  

. 
was j a  zulässig ist, da die Gewichte nur Verhältniszahlen sind, so erhält man 
die neuen , auf eine andere Einheit bezogenen ·Gewichte : 

Pl P2 , Pn 
gl = -k- g, = -k- gn = -k-

weJche die Eigenschaft haben, daß dcr�n arithmetisches Mittel gleich . der Einheit 
· ist, denn man hat : 

und [g ]  = n . 
· n 

Bildet man das mittlere 
metischen Mittel, nämlich . 

n 
Fehlerquadrat nach dem a l l g e m e i n e �  arith-

ll (p E E] 

so kann man 
. 

m • . = �, 
h iefür auch setzen : 

[g E E) (g E E ) m ' - -- -- = --
• - (g]  . n . 

Damit erscheint der mittlere Fehler der Gewichtseinheit bei Zugrundelegu'!_g 
einer ganz bestimmten Gewichtseinheit mit de� allgemeinen. arithmethischen · , 
Mittel in Einklang gebracht. Eine nähere 

.
Beziehung zwischen m und m. erhält 

man, wenn im Nenner für (p ] ::;:: o- k  subst\tuiert ·�ir�, und zwar : 
1 (p E E] . .  m' · 

m ' - - --- = -• 
.7 · k n k 


