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Von S. We lli s c h. 

L Über das arithmetische Mittel. 
Wenn für die Bestimmung einer unbekannten Größe mehrere von einander 

unabhängig und unmittelbar erhaltene Beobachtungsergebnisse von g·leicher Ge­

nauigkeit vorliegen, so wird als zweckmäßigster Wert der Unbekannten das 
einf a c h e  a r it h m e t i s c h e  M i t t e l  aus allen Beobachtungen angenommen. Sind 
die Beobachtungen von ungleicher Genauigkeit, so tritt an die Stelle des ein­

fachen das zu s am m en g e s e t z t e  oder a l l g em e i n e  ari t h m e t i s c h e  M i t t e l, 

welches Fe c hn e r  zum Unterschiede von dem s in g u läre n  :\litte! das s u m m a­

r i s c h e  l\Ii ttel nennt. 

Das einfache arithmetische Mittel ist die durch die Anzahl der Beobachtungen 

geteilte Summe aller Beobachtungen; es ist in einer Reihe von direkten Beob­

achtungen derjenige Mittelwert, welcher angibt, wie groß eine jede Beobachtung 

sein müßte, wenn alle gleich wären und dennoch dieselbe Summe ergäben, \\'ie 

die ursprünglichen Beobachtungen. Das allgemeine arithmetische Mittel ist die 

durch die Summe der Gewichte dividierte Summe der mit den betreffenden 

Gewichten multiplizierten Beobachtungen. l�eus c h l e  nennt die im Zii.hler stehen-
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selbst ohne einen Beweis zugegeben und daher als Grundsatz angcnommetl 
werden kann. 

Henke (1868) betrachtet sie als einen· Satz, �der Hingst als Prinzip an­
erkannt sei und der dem prakti schen Gefühl als das einzig mögliche Auskunfts­
mittel ernchein t « .  

· Geisenhe im·er (1879) nennt ihn ein altes Verfrthrcn, » Welches ein gewisser 
mathematischer In stinkt jeden Praktiker anwenden liißt«. 

Oppolzer (1880) stellt ihn gleichsam als Axiom ohne Beweis hin, �da 
derselbe so viel Wahrscheinlichkeit für sich in Anspruch nimmt, daß man die 
Annahme als evident anzunehmen sich erlauben ka1111 «. 

Herr-Tinter (1887) erklären ihn )so sehr in der Natur der Sache ße· 
gründet, daß man ihn seit jeher als unbedingt giltig- angenommen hat.:. 

Ein strenger Beweis für die Regel des arithmetischen Mittels als des wahr­
scheinlichsten oder vorteilhaftesten Wertes einer wiederholt gemessenen Gr'iße 
läßt sich aber nicht führen; es lassen sich nur plaus ib le Gründe ang-eben, welche 
für die Wahl dieses Mittelwertes sprechen . Gauss (1809) behandelt daher das 
arithmetische Mittel wie ein Axioo1, indem er es ohne Beweisführung zwischen 
allen beobachteten Werten, »Wenn auch nicht mit absoluter Strenge, so doch 
wenigstens sehr nahe (1 als den wahrscheinlichsten Wert bezeichnet und zur Be­
gründung seiner Fehlertheorie mit der Rechtfertigung heranzieht, •daß es immer 
da6 sicherste ist, an diesem festzuhalten«. Er spricht auch vom arithmetischen 
Mittel als von einer. landläufigen H egel, deren Vortrefflichkeit allgemein als gut 
anerkannt ist. Sie galt eben seit jeher, wie in Czuber (1891) zu lesen steht, 
»als unanfechtbare Eingebung des Verstandes•, warum sollte da nicht auch eiu 
Gauss ohne weitere Beweisführung davon Gebrauch machen? 

Mit B_ezug auf die Methode der kleinsten Quadrate macht daher Gauss ( 1809) 
d.ie Aussage,. daß dieses Prinzip überall mit demselben Rechte g lten muß, mit 
welchem das a·rith1netische Mittel zwischen mehreren beobach teten W rten der· 
selben Größ� als wahrscheinlichster Wert -angenomJUen wird, und auch Hanse n 
(1867) stellt an die Grenze der streng beweisbaren Aussprüche den Satz hin: 
�Mit demselben Rechte, mit welchem man im einfachen Falle das arithmetische 
Mittel aus d.en Beobachtungen als den wahrscheinlichsten Wert der einzelnen 
U1�bekannte11 ans i�ht, muß man im allgemeinen Falle d iejenigen Werte der Un­
bekannten ais die wahrscheinlichsten Werte derselben bctraclne

-
n, durch welche 

be�irkt \\rird, daß. di� Summe der mit ihren bezüglichen Gewichten multipliiierten 
Quadrate der übrigbleibenden Feh ler ein Minimum wird.« 

11. Über die BegrUnc,tung der Methode der kleinsten Quadr1J.te. 
; Gauss hat, abgesehen von der bloß auf »Prinzipien der Zwcckmlißigkeitc 
basierten aegründungsart, zwei Versuche unternommen, die Methode der kleinsten 
Quadrate durch Anknüpfung an die Wahrscheinlichkeitsrechnung zu deduzieren, 
und zwar in seinen Werk�n : »Theoria motus corporum coelestium, 1809« und 
•Tbcoria · cöinbination is observationum erroribus minimis obnoxiae, 1821 • .  

Die er.ste Be g rün d u n g gibt Gauss mit Benützung des arithmetischen 



�Htte.ls, an welchem. festzuhalten er bezeichnet, da zwischen, 
m�·rre1re11· un,1pittelbar erlangten Beobachtut1gen da� arithmetische Mittel i.l�n 
\valirsch.e1nJ!chsten Wert lieferf ·„Es ·sehie�i i'hm · am fratüdichsten, :die: Funktjdr, · 
�re.lc.he'·die .w·ah;rscheinlichkeit. der Fehl·er c;larstellt, so anzunehmen, daß für den 

. einfachsten Fall die Regel des �rithmetischen Mittels daraus
. hervorgehe: Er fand 

so·;-�auf µmge,kehrtem- Wege; d.aß das Gesetz ,·für. di�- Wuhrsclreinlicbkeif eines 
· B.eo-b:achtu:rngsfehlers v, oder kürzer das Fehlerge$etz, dutch die Exponcntial'" 

fu�ktion. , 
'.> 

� „ . ' 
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ist demnach die Wahrscheinlichkeit dafür, daß der Fehler z"·ischen den endlichen 
Gr.enzen a und b liege. Das zwischen denselben Grenzen genommen' lntegral 

.\· v. cp(v)dv 
ist dann das Mittel aller möglichen l•ehler, nämlich die Summe sfüntlicher Fehler 
dividiert durch ihre Anzahl, und es ist 

m2= .�· v2. cp(v)dv 
der mittlere Wert aller Fehlerquadrate. Die Größe 111, die Gauss a111 �;ecignelstcn 
erscheint, als Genauigkeitsnrnß für Beobac htungen zu dienen, wird der mittlere 
l'ehler der Beobachtungen genannt. Indem Gauss diejenige Bestimmung der Un­
bekannten als die plau�ibclste und sicherste rklärt, welche mit dem kleinsten 
mittleren Fehler behaftet bleibt, gelangt er - unab h :ingig von der ;1,uerst gelehrten 
Anknüpfungsart - zu dem Satze: 

}Das plaut>i be l st e Wertsystem der Unbekannten isl da"ijenige, 
bei welchem die kleinsten mittleren Fehler zu befürchten sind.« 

Die erste auf wahrscheinlichkeitst heoretisc h en Gruncllag-en g-es!cllte Hc­
griindung stützt sich auf <las hypothetische Fehlergesetz, das aber, wie Ln.p 1 a cc 
gezeigt hat, nur für eine unendlich große Anz;d1l von Beobachtungen streng· 
Giltigkeit besitzt. •Jst jedoch die Anzahl der Beobachlunge11 eine m:d.\ige1 so bleibt, 
nach den eigenen Worten von Gauss, »die Fr:tge unentschieden, so d:tß bei 
Verwerfung unseres hypothetischen Gesetzes Jie �lcthode der kleinsten Quadrate 
nur deshalb vor anderen empfohlen zu werden verdiente, weil sie zur Verein­

fachung der Rechnungen am besten geeignet isk ') - •Die Methode der kleinsten 
Quadrate hat dann nicht mehr den l�ang eines von der Wahrscheinlichkeits­

rechnung gebotenen Gesetzes, sondern empfie hlt sich nur Jurch die Einfachheit 
der damit ·verkniipften Operationen.«2) - 1>Mit diesem Gesetze steht aber und 
.fällt di'e Bedeutung der Resultate als der wahrs c h einlichsten Werte der tlll­
bekannten Ele�en te. « 8) 

Aus dies.em Grunde hat Gauss einerseits die aus der zweiten ßegriindung 
ab.o-cleiteten Resultate nicht mehr die wahrscheinlich. tcn, sondern die plausibelsten 
genannt, anderseits hat er Llie aus dem mi ttle ren zu bcfü!'chtentlcn Fe hler gcg · -

�ene Anknüpfungsart an die Wahrs ·heinlichkeitsrechnung, die er nach seiner 
Überzeugung als die ausschließl.ich und einzig zulässige bezeichnetc4), der U,ltcren 
V·orgezogen, also namentlich darum, weil die zweite BegrLindung„ sobald einmal der 
Begriff des mittlereri Felllers als feststehend_angenomrnen wird, von, dein F hlergesetze 
und von der Anzahl der Beobachtungen unabhängig crschciut. Ab r auch der 
Begriff des ti1ittleren Fehlers ist durchaus nicht frei von j •der Willkür; denn 
Gauss gibt zu seiner Bestimmung in clen »Götting-ischen gülchrte11 i\nzeigen« 
vom 26. Februar 1821 folgendes an: »Man lege jedem Fehler ein von seiner 

1) G 11 u s s : Tl1eorla comh. Art. 17. 
11. G n 1 ss: Göttingische gelehrte Anzeigen, 1821, Febru11r 26. 
'l C z 11 b er: Theorie der Beobachtungsfehler, S. 239. 
4) Gauss: Brief :tn Schumacher vom 25. Nov, 1844, 

1 
' 
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' - � - - . �- . . ,,, : · ,' :·:>_Gtöße abbätjgeudes 1'fomcnt bei, ' inultip Jiz:iete · du$ <Moment , jedes. -'möglichet1 · 

. '·i•�eltfor$")ß\:i <}essen. Wahrsc;heinlichkeih uif.id · addier� . die' Produkte: d-er ·.Fehler) 
_ 'd�-s�en;Mon:i,e;Ri-- diesem A,ggr,egar' gleic�:- ist, ·wird ·als .mittlerer betrachtet werden· 

• - ' 1·n}üsse'rt:- AJiein, welche· Funktion �er Größe �des Fehfors ·.wir für- dessen Moment 
: · \�äl'iJen-� wÖUen, bleibVwieder ·unserer . .:-w,inieür-/ -überfä.ssen„ \venn flur der Wert .. 
". 

·
-ci-erselben, hurner positive ist und für- gi9ß�re Fehler · größet als für ltleitiere.« 
�G- a, u s·s ·hat nun. dü� .ejnfachste Fmi-k�i'on �ie�er-·Art gew::thlt, nämli_dh das: Quadrat. ' . 
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oder mit Beziehung auf 2): 
d� (vt) . _E__ + ?� (v2) . _ _g_ + !rp t'a) . --��- = 0 

c x rp(v1) ? x  rp(v2) C' x cp(vll) 
Kürzt man durch die konstante Größe �2, so kann man auch setzen : 

��(1) ) ·- . 2.l_ + cq; (v22__. <iv2 + _ _!__rp (va) __ . !.Y-L. = 0 • • • •  3) 
J · <f' V l ex c v2• cp(vz) ex cv6• rp(va) 2x 

Behufs Best:irn mung der einzelnen Glieder dieser Gleichung betrachte ma.n 
den einfachsten Fall der wiederholten direkt en Beob· chtung einer einzigen Un­

. bekannten entsprechend dem Gleichungssysteme: 

x - 11 = v1 Gewicht Pt 
X - 12 = V2 " P11 

Woraus als wahrscheinlic hster Wert der Unbekannten <las allgemeine arith­
�etische l\littel hervorgehen soll. Es vereinfacht sich dann die Gleichung 3), da 
m diesem Falle sämtliche Differentialquotienten der Widersprüche nach der Un­
bekannten : 

. 4) 

„ 
Soll nun diese Gleichung 4) mit dem Satze ''0111 arithmetischen Mittel 

1.1bercinstimmen, für den -die Bedingung besteht, daß alle mit den Gewichten 
tnultiplizjerten Widersprüche untereinar;der sich aufheben, d. h. 

(pv J = P1 v1 + P<1 V2 + PH V11 = o, • • . • • . . • 5) 
�o tnilssen die rn.it einem unbesti.mmten Faktor k multiplizierten Glieder von 4) 
H.lentisch sein mit den korrespondierenden G.liedern von 5)1 ;:i.Jso: 

C' cp(vi) �cp(v2) '1cp(vu) . ?y· -;,,-( --) = kp1 v1 
�-��·(·---)- = k P:! v2 -:1· - ·---( )' = k p3 v8 

1 • T V 1 c V 2 • Cf V� c V !J , Cf! Va 
Setzt man nun diese Werte in 3), so erhält. man:, 

cv ri v2 Zva 
kp V -=:...;!- +kp., V ----- -j·- kp, V -;:-'...- = 0 

1 1 ?x . � g c X u g <'X 
oder nach Kiirztmg durch k und bei analoger Bc_handlung der übrigen Un­
bekan_nten y, z: [ 2v ] [ �v l [ 2v l pv -,.,- = o pv ·-:;-- = o pv--7� = o . .  6) 

oX 1.. Y . 3 z . 
Bildet man jetzt die partiell en Differentialquotienten der Widersprüche nach 

alleq Unbekannten aus den Fehlerg.leichungen 1), 1üimlich: 
av av 3v 

-=a -=b ··--=c 

. ax ay az 1 
und su bst't · · · 

· · . , 1 u1ert sie 111 6), 
so resultieren die Bedingungsgleichungen: 

[pav] = o [pbv] = o [pcy] = o, 

· -
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. 
· welche, so wie das ärithmetische Mi.ttel iril einfachsten li':alle> d'ie pn1k:tisch wahr­
. scheinlichsten Werte im allgemeinen FaÜe hervorbringen. Sie stellen nicht� 

andere� dar , als die. eH'twickelte Minimumsbedingung der 'Methode der kleinsten 
. Qu�dra�e: [p vv] = 1I1in., nämlich die gleich Null gesetzt�Jl .partiellen Differential-

. · . · .' qtfotienten · des Ausdruckes,. welcher zu: einem lVliniminn "''�rerdeo so!L 
' Substituiert inan in die drei ·1etzte11 Bedingu11gsgleichungen die aus den 

Fehlergleichungen bestimmten Widersprüche, so ergeben sich sofort die Norm��I· 
g1eicl��ngen: 

· · 

[paaj x + [pa b) }:-+ [paoJ z::;;: [pa;l) 
[p ab] x + (p b b) y + (p b c J z = [p b I] 
[p a c] x + [P. b c] y + [p c c] ,z -= [p cl] 

Es kann .daher das Ausglefchungsprinzip ohne Bezugnahme auf
· die Summe 

d�f Fehletqt\adrate oder des ais Pu�ktion dieser Summe det\'nierten: mittleren 
Feh1ers 'atfoh wie lolgt ausgesprochen werden : · ' · '. :· · 

j·., ,;, · 1 · ·Das 'gfaubwiirdi'gste Wertsyste.m cter-.Unbeka.n'.nteh i'st ; d.asj'enige , für 
\Vel�hes die Summen der mit. den Koeffizieoteu einer je:den Unbekannten 
multiplizierten Produkte aus de1( Gewicht.Zri · und qetl Widersprüchen. für 
jecle Un.bekan_nte gleich .Null 'ist.� . ,. · · 

. . E� ist ctamit auch ein.e einf�ch� .:ünd:. ·a;ükd�.ei_ne. Üeduktion des Prinzips. 
'<'. „. �" . 'ct�r ·k,,eiosten Quadratsumme selbst erbracJit, . utid. i\\:ar i'n ei11e.r Form, wie. sie 

., •. • . ' ' .� . .t ' • · ' 1 • 

� • · · "'. ' · .. i alS, Eiofülfrung. in die meÜ10disch'e Ausgleichungsrechnu1lg für den ersten Unter-
. 1 r"ic�t \Vobi am g�·eignetsten :_ erscheinen dilffte„ da sie. ·ledlglich den �ioes förm· 

iiciieh ßewei�·er·nkht: ers( bedÜrfende�1 "Satz�'. d:es ai·itJi1netiSchen Mittels ·ohne . 
- · \Jeitere · Einschräi1kungert ''.o'<ler Vorauss�tzungeri zu Gni;1Je �legt, . 

,.. \'Veirn daher P-i i.Z e'f t·i ' (T 892) "di:e · Gauss1sche ;Begrürn:lung, da sie der 
. 

! ;�wls$ensdlia.ftif� beli Kritik · ukht r.echt' stand zu , halten: vennitg, :. im 'Hochschul-. . . . . ' \ .„ <, . -· l ·: „„�o!�rr�c-�te niabt' nieh'fl angewendet·wi?s'�n"· m:öch.��1,_; sd , glau�.e )c,h,. daf.1 hi :der. 
· . liier voi;gef�.hrfon Deduktion ein e:lnfadieier Ersatz erbliGkJ wejclen könnte. 

· · 

tF..<l1tsetzung _1olgt.) 

i n  Polen. 
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Form un<l Ausstattung derselben von Seite <ler Dru,�kerei die größte Sorgfalt 
verwendet werden. 

Wenn uns eine ausgiebige Unterstützung der Kollegen in allen Teilen un� . 
seres Vaterlandes zuteil wird, hoffen wir nicht nur in der Lage zu sein, den viel- · 

Seitigsten Wünschen unserer Leser entsprechen zu können, sondern auch unsere ' 
Zeitschrift auf eine Stufe der Vollkommenheit zu bringen, in der sie der Wissen­
schaft zu Frommen, dem Praktiker zu Nutzen und unserem Vaterlande zu Ehren · 
wirken kann. 

Wie n, im April 1907. 

Ladislaus v. Klatecki, 
k. k. Oliergcomctcr r. Klasse. 

und Eduard Dolezal, , 
o. ö. Professor 

an der k. k, techoiGchen Hochschule In Wien', 

Theoretische und historische Betrachtungen ,. 
über die Ausgleichungsrechnung. 

Von S .  Wellisch. 
(Fortsetzung). 

III. Über das Minimumsprinzl . 
Wenn zur Bestimmung m_ehrerer Unbek.annten über�äh.Iige Beo'bachturigen 

angestellt wurden, so daß infolge der ihnen anhaftenden unvermeidlichen Beob­
achtungsfehler in den Gleichungt:;n, welc.he. die th7o_retische Beziehung �wis�he·n 
den zu ermittelnden und den beobachteten Gröf3en ··zum Ausdrucke bringen, 
Widersprüche auftreten, so ist es die ·erste Aufgabe der Ausgl�ichungsrechnung, ' 
dasjenige Wertsystem der Unbekannten zu erpiitteln, welches .den -4rsprünglicheri 
Beobachtungen am besten sich anschmiegt, ·also . solche .Resultate abz�leiten, die 
von der Einwirkung der Messungsfehler noch äm meist�n verschont bleiben. . 

Das Prinzip, nach welchem die Meth�de der kleins'ten Quadra�e die.se Auf­
gabe löst, und welches riach Le g end re' (1805) kurz ·darin 'hesteht, >die �umme . 
. der Quadrate der Fehler zu einem Minimum zu machen«, kann in_ aller Aiisfüh�·-·-� 
lichkeit wie folgt ausgesprochen · 'v�nlen: Das wahrscheinlichste W-ertsystem für. : . 
die Unbekannten, für deren Bestimmung überschüssige Beobachtungen vorliegen,'·'·· • 

'

: 
ist dasjenige, bei welchem die Quadrate der Unterschiede zw.isclien den„ wirklich,: • 

beobachteten und den ausgeglichenen ·W ertefi d�r als Funktiön_ der' Un�ekannten: . · .' 

.auftretenden Beobachtungsgrößen die kfoinste Summe erge�en. Dieser Sa� gil( : . ' 
aber nur dann strenge, wenn bei allen Beobachtungen. der glei�he Grad: von · 

· - : 
Genauigkeit vorausgesetzt werden darf, · andernfalls sind diese. QtiadraJe · v<:>rers( ,'- t 
noch mit den Gewichten der Beobachtungen zu multiplizieren. D,er Wortlaut, cfie · · 

Summe der Quadrate der -Differenzen zwische� deri beoöac�tete·n und_ b�rec�-- · -. . 

neten Größen ZU einem .Minimum zu machen, rührt vo'n µau§s (1809) her„. Er . 
kleidet aber auch das Prinzip der kleinsten Quadratsum�e� spä!�r · '(I 826) iri". ' ' „ 

folgende Worte: •Die Summe der mit den beziehentliche'n' Gewichten" der Beob-" 
achtungen multiplizierten. Quadrate von Verbes �rungen, . �. rch. welche man . die " 

- • • ' 1 ' 
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Beobachtungen mit den Bedingungsgleichungen in Übereinstimmung zu bringen 
vermag, wird ein Mjnimum, wenn man die plausibelsten Verbesserungen an­
wendet.> 

G e r l i n g  ( 1843) stellt die Aufgabe der Ausgleichung in nachstehender 
Weise: >Für das System der wirklich beobachteten Größen ist ein anderes System · 

von Größen zu substituieren, welche die beiden Eigenschaften haben, daß 1. alle 
Widersprüche wegfallen, die sich in den Beobachtungen oder deren Folgerungen 
finden; und daß 2. d ie Unterschiede zwischen den beobachteten und substituierten 

· .  eine möglichst kleine Quadratsumme geben.< Aber auch er kleidet das Aus­
gleichungsprinzip in die \V orte, >daß die Summe der Quadrate ,der Verbesserungen 
so klein als möglich werde. c 

La p l a c e  (1812), Lit t r o w  (18�2), En c k e  (1834) und die meisten ihrer 
Nachfolger bringen wie Le g e n d  r e die Summe der Quadrate der nach der Aus­
gleichung >Üb r i g b l eib e n d e n  Fehl e r« auf ein Kleinstes, während V o g l e r 
(1883), Ko p p e  (1885) und wenige andere, an G a u s s  sich haltend, die als Aus­
gleichung anzubringenden , V e r b e s s er u n g e n  c zu einer kleinstmöglichen 
Quadratsumme werden lassen. Hiezu führen wir eine Bemerkung G er li n g  s an, 
,daß es wohl ganz gleichgiltig sei, ob von Feh l e r n  oder von V e r b e s s eru n g en 
die Rede ist, daß aber das erste nun einmal allgemein üblich sei, obwohl die 
Fehler als solche gegen unseren Willen, unbewußt und regellos von außen uns 
aufgedrungen werden und uns deshalb immer selbst unbekannt bleiben, so daß 
wir nur die genäherte Voraussetzung machen können, sie seien unseren Ver� 
besserungen an Größe gleich und nur durch das Zeichen davon verschieden.« 

Helmert  (18721 spricht sich daher passender dahin aus, daß die Summe 
der Quadrate der >k l e i n e n  G r öße n< (Fehler, Verbesserungen), welche gleiCh 
genauen Beobachtungswerten zuzufügen sind, um ihre Widersprüche zu heben, 
zu einem Minimum gemacht wird, und Ha r k  s e � ( l 905) nennt, um jeder Wahl 
enthoben zu sein, diese Unterschiede die •Fe h 1 e r  v e r  b e sse r u n g e n«, während 
W e i t  b r e c h t  ( 1906) für die kleinen Größen, die· nötig sind, um jeden Beob­
achtungswert zum wahrscheinlichen zu ergänzen, die Bezeichnung , Zu s c h 1 ä g e c 

gebraucht. 
, Jo r da n  ( 1877) erklärt dasjenige System der Unbekannten als das beste, welches 
in· den Bedingungsgleichungen für die Unbekannten solche , W i d e  r s  p r ü c h ec 
erzeugt, deren Quadratsumme ein Minimum ist. 

K o 11 ( 1893) geht von dem Grundsatze aus, die gesuchten Größen als ein­
heitliches Erge�nis aus sämtlichen vorliegenden Bestimmungen derart zu gew'innen, 
daß jedes Beobachtungsergebnis seinem Gewichte entsprechend berücksic�tigt 
wird und ··daß ·die Quadratsumme der auf die Gewichtseinheit zurückgeführten 
•w a h r s ch e i n l i ch s t e n  Be ob a c h t u n g sfe h l e r< ein Minimum wird. 

„ 

. 
B a·µs c h i n ge r  (1900) d.ezidiert: •Die Unbeka�nten sind so zu bestimmen, 

daß die ·summe der Quadrate der· • ü b r i gb 1 e i b e  n d� n W i d e r s  p rüc h ec ein 
Miriimum werde. c 

· · 

•·. Gzu b �r (1903) 'drückt' sich dahin aus, daß unter allen Wertsystemen der 
unbekannten �lemente dasjenige das mit dem kleinsten Fehlerrisiko verbundene, · 
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also das vortei lhafteste sei, für welches die Summe der Qu adrate der den Beob­
a�htungen zugeschriebenen •s c h e i n b a r e n  F e h l efc ein Minimu m ist. 

Die ausführlichste Definition des Minimumsp rinzip s bleibt die von G a u s s, 
die begreiflichste gab H e  1 m e r t, J o r <l a n  drückt sich· 'am allgemeinsten aus und 
Bauschi n g e r  am einfachsten ; K o 11 nahm die . meiste Rücksicht auf den 
Geodäten, C zu b er aber sp richt am ausdrucksvollsten die S p rache des Mathe-
matikers. 

· 

• 

L a  m b e r  t ( 1765) bestimmt die ausgeglichenen Werte s o, 1daß sie zwischen 
allen Obse rvationen d a s wa h re Mitt el h"alt en.c -Le g endre (1805)gibt 
die Auflösungen derart, daß sie zwischen den übrigbleibenden Fehlern e i n  a 11,:;-

. g e m e s s e n es G l e i c h g e w i c h t herstellen und daß sie gewissermaßen zu dein 
Mittelpunkt führen, um welchen sich die Beobachtungswerte 'd erart scharen ; daß sie 
•.m ö g 1 i c h  s t we ni g von i�m a b  'r �i c h  e n. • - Gerlin g ( 1843) verlangt von 
d en ausgeg l ichenen Werten, daß sie der unerreichbaren Wahrheit > m ö g l i c h·s t 
g e n ä h e r t e seien, was auch Wi t t s t ein (-1849) fordert. - He·n k e  (1868)' 
nennt daher das Problem der Au sgleichungsrechnu ng eine •A ufgabe des ·m ö g. l"i°c h s t 
n a h e L i  e g e n s c. Aber man bezeichnet sie auch als eine Aufgabe · des ·, ·mög­
lichst Anpassens c oder 1des kleinsten Zwanges• und. gebraucht auch die A us­

drücke 1möglichst gu t ge�ügen«, •möglichst eng anschließen « , > möglichst genau 
erfüllen c, >möglichst gle i chmäßig entsp rechen c, etc: _ 

• 
Diejenigen Werte, welch� der Methode der kleinsten· Quadrate ent�p rechen , 1 

nennt Ga u s s  im Jahre 1809 die >wahrscheinlichsten« 1 im Jahre 182 l die 
•plau sibelsten c und im Jahre 1823 1die 'sich�rstenc. - Während unter anderen 
H a g e n die ursp rüngliche· �ezeichnungsw�ise beibehält , ents��eidet sich .He l mert 

. für die zweite und T c  h e b y c h e f für die . dritte: - Fr i e s  ·nennt si� die -
>mittleren•, F r e e d e n  . die >richtigsten«, Rüd i g e r  die _1ausgezeichneten<1 
G o  o s s· die. , brauchbarsten•, V o gler 'die 1günstigsteri c 1 Stein h a u s er die 
11 he�ten c ,  Cz u b e r  die ,

·v orteilhaftesten « u nd Bqrn's die •annehmbarstenc„ Zu� 
weilen findet man sie auch als die >zweckmäßigsten«, die, > nächstl iegende,0� 1 ·_ 
die , folgerichtigsten c oder die »Zuverlässigsten• bezeichnet. Die Taxierung1 als 
�glaubwürdigste « Werte kommt in  Ca n t o r's Schrifte!t vqr. ·(Die'-Methode er-.---r'-r'"'"" 
kleinsten Produkte liefert ihrem Sinne nach die >natürlichsten.� Werte .) 

• 
. ' ' � 

Vo_n den Begründern der methodischen Ausgleichung$rechnu�g,:....C! au s s und � · � � 
L e g e n d r e, stammt auch ihr Name. Gau ss sagt-1826:.Das'Anbringen der V.e�-. .  

besserungen an den Beobachtungen_ werden wir d ie· •Ausgleichung der Beo�- .. :· -. 
achtungen « nennen. Fries ( l 842) hat daher für die der, methodiscnen Ausgleic�ung -. 1 

zu Grunde liegenden Rechnungen die Bezeichnung , ausglek�ende. Rechnungen.• · '.' 
angewendet und Ge r lin g (1843) hat die Benennung 1Ausgleichuitgsrechnung • •Z1:11Jl ,. 

ersten Male in den. Titel seines Werkes aufgenommen. Er' gäb hiefür auc�, eine, . . , . 
Begründung, die er. in der Analogie des arithmetischen ·. M�ttels. �it eineni: Satze . , 
der Statik ·erblickte ; denn, da im Sc�werpunkt �ines · matetjellen :.pu·nktsystems · :; 

. ' 
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die. Summe der Punkt!rcwic htc vcrcini(l"t a1wc n o m mcn werden kann, so �laubt e er 
� "' "' ' 

hierin den
. 

Ursprung tler l�edewendungen »Beobachtungen ins Gleichgewicht . 
s.etzen < oder l> Beobachtungen ausgleichen« sehen zu dürfen. - Die kürzere 
Bezeichnung »Ausgleichsrechnung« statt >Ausgleichungsrechnung« ist als eine 
Verstümmelung des ursprünglichen Wortes anzusehen. 

Für die von Leg e n d  r e ( 1806) herrührende Bezeichnungsweise » 'i\lethode 
der kleinsten Quadrate«, welche auch Gau ss beibehält, gebraucht Pau c k e r  (1819) 
zum ersten Male den Titel: »Jlethode der kleinsten Quadratsumme«, der auch 
in G e h l e  r's physik. \� örterbuch (1825) Aufnahme fand.' Darauf versuchte 
H ü 1 s s  e ( 1841) diese als die sachgemäßere Bezeichnung einzubürgern, welche 
auch F r i es und Di e n  g e r  anwandten und - von Meye r als die richtigere 
befürwortet - auch von V o g 1 e r  gebraucht wird. Hiezu bemerkt aber Jo rdan: 
»Der Name Methode der kleinsten Quadrate ist nun seit nahe 100 Jahren so fest 
eingewurzelt, daß es verkehrt wäre, obgleich dieser N�me nicht ganz bezeichnend 
ist, 'daran rütteln zu wollen.c 

·Es sind aber beide Bezeichnungsweisen g l e i c h b e r e c h t i g t. Denn dasselbe 
Ausgleichungsverfahren, welches die k l e i nst e Q u a d r a t s u m m e  der übrigbleiben­
de11 Widersprüche erzeugt, erteilt auch den unbekannten Elementen die größten 
Gewichte oder die k l e i n s t e n  Q u a d r a t e  der mittleren Fehler. 

\ 

Wird daher das arithmetische l\littel zur Begründung der methodischen 
Ausgleichungsrechnung benützt (erste Gauss'sche Begründung), so ist die Be­
zeichnung »Methode der kleinsten Quadratsummen« die sachgem1ißere, wird aber 
der Jllittlere Fehler hiezu gewählt (zweite Gauss'sche Begründung), so ist die 
Benennung >Methode der kleinsten Quadrate« bczeichne.nder. li.n Sinne der 
dritten Begründung könnte man der Ausgleichungsrechnung zutreffender den 
Namen der 1l\lethode der kleinsten Summen« beilegen, welche Bezeichnung dann 
ganz allgemeine Bedeutung hätte . 

. .. IV. Über die charakteristischen Fehler der Beobachtungen. 
Die zweite Aufgabe der Ausgleichungsrechnung nach der Methode der 

kleinsten Summen besteht in der Genauigkeitsbestimmung der Beobachtungen 
und der daraus abgeleiteten Funktionen nach den zwischen den Beobachtungen 
und. den dafür ·berechneten Werten übrigbleibenden Unterschieden durch Ermitt­
lung der denselb�n nach der Ausgleichung mutmaßlich zukommenden numerisch 
meßbaren Abweichungen von der Wahrheit. Die wahre Abweichung von der 
Wahrheit oder der w'ahr e  Fehler � einer Beobachtungsgröße kann der Natur 
der Sache nach niemals ermittelt werden, \Vohl aber der zweckmäßigste Wert 

_jenes Fehlers, der z. B. .einer wiederholt gemessenen Größ.e vermutlich innewohnt . 

Dieser Fe�lerwert ist aber nicht das Mittel aller mit dem absoluten Betrage, 
d. h. ohne Rücksicht auf das Vorzeichen - genommenen sch.einbaren Beo bach­
tungsfehler v, welchen man den d u rc hs c h n i t t l i c h e n F e h l e r  t nennt, auch 
nicht der sogen�nnte wah r s c h e i nli che F e hl e r  r, sondern der m i t tl er e  
Fehl e r  m. Hie bei ist zu beachten , daß in der älteren französischen Literatur 
der wahrscheinliche und auch· der durchschnittliche Fehler .mit dem Namen 
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• I' erreur moyenne c be legt word�n ist (Laplace) und daß auch in Deutschland 
der durchschnitt liche Fehler zuweilen den Namen >Mittel der Fehler « erhalten hat. ' 

Nach der von Gau s s  als Grundsatz hin.gestel lten befinition ist das Quadrat 
des mittleren Fehlers einer einzelnen Beobachtung_ oder das arithmetische Mittel der wahren Fehlerquadrate für unendlich viele g leichwertige Fälle durch das von 
e = - eo bis e = + eo ausgedehnte Integral 

s e1 • <f1 ( E) • d E 
. 

dargestellt. Substituiert man hier das Gauss'sche Fehlergesetz, so wird 
+ CC) 

t h r l! - h1a1
d 1 � = 1/Tt J e e e =2Jil 

· 

- CC) 
Der hiedurch bestimmte Wert des mittleren Fehlers 

1 0·70711 . 
µ= 

hff
= h 

drückt den mittleren Betrag a l ler mögliche� Fehler aus, die in einer sehr große� 
Anzahl von Beobachtungen überhaupt a�ftreten können. Wir wol len ihn den 
theo r e t i s c he n  m i t t l e r e n  F e hl e r  nennen, ztim Unterschiede von dem e mpi­
r i s c he n m i t t le ren F e h l e r, we lcher bestimmt ·ist durch �die Formel · 

m = yrc. eL =V·fvv]. 
n , n-1 

Analog stel len wir fest den t h e o r e t isch e n d urcl).s c h n i t tli c h e n  F e h l e r · 
. + CC) o.. - � � I I -h'e1d _ __ 1 _ _:_o·56419 v - _ E e e - 11 _ - h - vTt · .  hy1t 

-= 
!!lld den em piri sche n d ti r c hs c,hn it t l ich e n  F e h l e r  

t=(lc.j]= (jv] 
n 1/n (n-1) 

Der t h e o  r e t  i s c h e w a hr s c h e i n  l ich e F e h  1 � r, ist 
Ausdruck 

mit n = 0·4?694. r" h ' 

h p 
. 

_1 - �s -h
' •· d h )� 

2 
- ,, --

e ( e 
f 1t . 

0 

der e mpir i s c h e wa h r s·ch e i n l i c h e  Fehler  r ist der ·zentrale Fehler der qach 
ihrer Größe geordneten Fehl.er.· . _ < 

Je. gr9ßer die Anzahl der Beobachtungen. iSt, �mso�e.hr werden sich' die , 
�mpirischen Fehler de� theoretischen Fehlern nähern. Diese sind also die· Grenz-...,.._,_ 
werte, welchen si�h die empirisch �rlangten · Näherungswerte mit· de� steigenden 
Anzahl der Beobachtungen nähern. Re u. s c h l e gebraucht �ah�r fdr. die Unter­
scheidung der theoretischen on4. empirischen' Fehler die Namen ·mittlerel' 
Ee h l e r  a p r i o r i uhd mi t tl ere r  F e h ler a p.o' s � e r i o· r i. Die. bekannten 

·· Beziehunge� 
'· 



h = 0·70711 
µ 

& = 0·79788 µ 

13+ -

0·56419 o·+769+ 
--- - ---�� p 

2 ��� it= --{P 

p = 0·67449 µ 

bestehen strenge auch nur zwischen den dem Gauss'schen Fehlergesetze genügenden 
the�retischen Fehlergrößen; sie finden zwischen den empirischen Fehlergrößen, 
aber mit um so größerer Annäherung statt, je besser die Beobachtungsfehler das 
Gauss'sche. Gesetz:befolgen und je größer deren Anzahl ist (Vergl. Sim o n  y, I 905). 

Der von Ga u s s  (1821) festgestellte Begriff des m i t t l e r e n  F e h l e r s  
wird von ihm als der geeignetste und zweckmäßigste. Maßstab zur .l\lessung der 
Unsicherheit der Beobachtungen bezeichnet und als die Quadratwurzel aus der 
durch die Fehleranzahl geteilten Summe der wahren Fehlerquadrate definiert, 

nämlich 

m = v ��1 11 
Ha u b e r  (1830) stellt zu Anfang seines Aufsatzes über die ·Theorie der 

mittleren \Verte « (S. 27) den Satz auf: , ?llultipliziert man jeden möglichen Wert · 

von x in seine Wahrscheinlichkeit, so heißt die. Summe dieser Produkte der 
m i tt l e r e  W e r t von x. c 

Li tt r o w (1832) schreibt daher in seiner !Wahrscheinlichkeitsrechnung« 
(S . .  64). »Der mittlere zu befürchtende Fehler, den man bei der Bestimmung des 
arithmetischen :Mittels bega11gen haben mag, ist die Summe der Produkte jedes 
Fehlers der einzelnen Beobachtungen in seine Wahrscheinlichkeitc und erhält, 

'.! 
hiefür, indem er das Gewicht des arithmetischen �littels mit P = � 

[
n_

] 
ansetzt, 

- vv 
den Wert M = --1- = V [v v) , den auch Galloway· (1839) noch 2 y-;r- . 21tni: 
anführt. Danach lautet sem Ausdruck für den mittleren Fehler einer einzelnen 
Beoba_chtung : 

m= V [vvJ·. 
, 2 7t n 

E n c k e (1834) definiert den mittleren Fehler wie Gauss und erklärt ihi1 
näher als denjenigen Fehler, >welcher, wenn er bei allen Beobachtungen ohne 
Unterschied angenommen würde, dieselbe ·Summe der · Quadrate der Fehler geben 
würde; wie die wirklich stattfindende kleinste Summe c, fügt abe.- sp�iter noch 
J:iinzu � >Um möglichst nahe den · reinen mittleren Fehler 'der Beob<ichtungen zu 
erhalten, muß man bei einer unbekannten Größe die Summe der Fehlerquadrate 
so ansehen, als gehöre sie nicht zu n, sondern zu (n-1) Fehlern .' Er setzt also 

' . 
m = V [vv]. 

n - 1  

. .. . .. He:Imert .(1872). bemerkt , daß .m. sich gerade so berechn�t , als wären, 
il-1 wahre Fehler mit der Quadratsumme [ v v] gegeben. 
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\V c ins t e i "i1 ( 1886) gibt folgendes an: • Der mittlere Fehler ist gleich �er 
Quadratwurzel aus dem mittleren Fehlerquadrate. Er bezeichnet zugleich ·d en 
Fehler, der bei der Sonderart der b_etreffenden l\'Iessungsmethode die größte 
Wahrscheinlichkeit besitzt, die er überhaupt zu erreichen vermag, für keine andere 
Messungsmethode eine größere Wahrscheinlichkeit aufweist, als für die, für 
welche er berechnet ist. Ferner ist er üerjenige Fehler, der in einer unbegrenzten 
Messungsreihe allen Messungen zusammengenommen mit derselben Wahrschein­
lichkeit zugesprochen werden kann, wie das System der faktisch vorgefallenen 
Fehler.• Er findet für ihn den Ausdruck : 

1 

wo e die Einheit darstellt, in der die Fehl�r gerade ausgedrückt werderi, und 
Wo die \Vahrscheinlichkeit bedeutet, mit welcher man einen Fehler von der Größe 
= o, also den günstigsten Fehler envarten kann. . 

. 
. 

Ca p p i  11 e r  i ( 1907) erklärt den mittleren Fehler kurz. als die Quadrat­
wurzel aus der Summe der Hoffnungswerte aller Fehlerquadrate. 

Wir resumieren: Unter dem empirischen mittleren Fehler versteht· man die 
Quadratwurzel aus dem auf eine der überschüssigen Beobachtungen entfallend�n 
Anteil der auf die überschüssigen Beobachtungen gleichmäßig verteilten Summe der 
Quadrate aller scheinbaren Fehler. 

• 
� 

Der " a h r s c h e i n  1 i c h  s t e F e h  1 e r  "einer Beobachtungsgattung, welche • 

Benennung B e s s e l  (1815) zum ersten Male gebraucht, wird von G a u s s'(1816) 
in die Wissenschaft eingeführt und in folgender Weise . bestimm.t: Man ordne 
die sämtlichen Beobachtungsfehler. (absolut· genommen) nach ihrer Größe, so ist' 
der mittelste, wenn ihre Zahl ungerade ist, oder das ·arithmetische 'Mittel der 
z�vei mittelsten bei gerader Anzahl der wahrscheinliche Beobachtungsfehler:. Später 
definiert er· ihn als denjenigen Fehler, über· welch_en hinaus alle möglichen Fehler 
zusammen noch eben so viele Wahrscheinlichkeit ·haben, wie alle diesseits 
liegenden zusamm�n. 

. 
. . 

Li t t r ow (1831) sagt in Baumgartners Zeitschrift, er isCderjenige Fehler, 
dessen Wahrscheinlichkeit der Wahrscheinlichkeit des Gegepteiles gleich ist, d.' h. 
1von dem· es gleich wahrscheinlich ist, daß man ihn öegange , mlerdaß-::m�a·=-n-:-7.;.-. 
ihn auch nicht begangen ·habe. Da· al�o für d!es�n Fehler beide Wahrsc_heinlich-. 
keiten gleich sind und da die Summe beider _immer gleich der Ein�eit ist, so 
ist .die \Vahrscheinlichkeit dieses Fehlers gle�.ch 1/2,. oder man kann . 1 gen- 1 
wetten, daß der Fehler des Resultats nicht ·größer sei,. als der walirschein-
liche. c 

r 
' -. ' • 

• 

E n c k e ( 1834) drückt sich wie .folgt aus: •Es ist der· Fehler, unter w'elchem .. -"_·· '""""" 
�sich ebensoviele kleinere Fe.hJ�r der Zahl .nach befinden, als .grö�ere .üb�r ihm·,· 
,so daß es ebensoviele Fälle gibt, in. welchen di� ·Fehler kleiner - als der' wahr­
scheinliche Fehler sind, als solche, i� welchen �ie größer sind. .Ma.n\ ((ann, d·�s�. 
wegen bei einer isolierten Beobachtung Eins gegen Eins' wette11, daß der Fehler· 

derselben nicht größer als der �ahrscheinli�he sei,· -�enn für ·.?ie , Gattung, zu 
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welcher die Beobachtung gehört, der Wert des wahrscheinlichen Fehlers bekannt 
sein sollte.« 

H a g e n  (! 837) und .Mo r g a n  (1 838) bezeichnen den wahrscheinlichen 
Fehler als diejenige Fehlergrenze, von der es ebensogut wahrscheinlich ist, daß 
sie überschritten, als daß sie nicht erreicht wird. 

R e  u s c h 1 e ( 1 849) gibt folgendes a·n: , Der wahrscheinliche Fehler r halbiert 
das Feld der Wahrscheinlichkeit auf der .Seite der positiven wie der negativen 
Fehler, so daß ein Fehler innerhalb der Grenzen ± r gleich wahrscheinlich ist 
mit einem außerhalb ders�lben. « 

W i t t  s t e i n  ( 1 849) versteht darunter einen Fehlerwert von solcher Be­
schaffenheit, >daß die Wahrscheinlichkeit, daß dieser Wert, absolut genommen, 
nicht überschritten werde, genau den Wert {- erhält, d. h. gleich derjenigen 
Wahrscheinlichkeit wird, daß dieser Wert wirklich überschritten werde.« 

S a w i t s c h  ( 1857) bestimmt: »Der wahrscheinliche Fehler ist derjenige, 
bei welchem man mit gleichem Rechte ebensoviele kleinere denn größere Fehler 
als den erwähnten erwarten kann, wobei man nur den numerischen Wert der 
Fehler, nicht aber ihre positive oder negative Bedeutung in Betracht zieht.« 

Hel m e r t ( 1872) bezeichnet ihn als diejenige Grenze, die so bestimmt 
ist, daß die Wahrscheinlichkeit des Vorkommens eines Fehlers innerhalb dies�r 
Grenze ebensogroß ist, als die ·wahrscheinlichkeit des Vorkommens �ußerhalb 
dieser Grenze. 

C z u  b e r  ( 1 899) nennt ihn diejenige Fehlergrenze, für deren Unterschreitung 
wie Überschreitung je die 'iVahrsch_einlichkeit 1/2 besteht. 

Wir resumieren: Der empirische wahrscheinliche Fehler ist .die Fehlergrenze, 
welche die Anzahl der nach ihrer absoluten Größe geordneten Fehler einer hin­
länglich großen Beobachtungsrei�e so in zwei Hälften teilt, daß alle größeren 
und alle kleineren Fehler in gleicher Anzahl vorkommen. Er kann daher au�h, 
um einen Ausdruck F e  c h n e r's zu gebrauchen, als der z e n t r a) e ·Fe h 1 e r  der 
vorliegende• Fehlerreihe definiert werden. 

Di e n  g e r  ha� den wahrscheinlichen Fehler, da er ihm viel natürlicher er­
schien, dem mittleren Fehler vorgezogen; G a u s s  selbst aber wünschte seit der 
Ei.nfühiung des von der Wahrscheinlichkeitsbetrachtung völlig unabhängigen mitt­
leren Fehlers den wahrscheinlichen Fehler, als von Hypothe�e abhängig, gänzlich 
verbannt. Ha n s e  n . und He n k e  sehen ihn als entbehrlich an und auch · 

Bausching e r  drückt den Wunsch aus, daß man von dem Gebrauch des wahr-
. scheinlich_en .Fehlers endlich abkäme, worin wir .ihm nur beistimmen können. 

· V. Über den mittler�n Fehler �der Gewichtselnbelt. 
Liegen für die ·Ermittlung der w a h r en Größe x0 die unmittelbar erhal­

tenen, gleich genauen Beobachtungen 11 12 13 • • •  10 vor, so ist der w a·h r­
scheinl ichste  Wert x der Unbekannten gegeben durch das 'einfache arithmetische 
Mittel aus allen B�obachtungen: 

[ 1] X=- -· 
n 
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Haben die einzelnen Beobachtungen verschiedene Gewichte p1 p2 Pa ... Pni so 
ist der wahrscheinlichste Wert x bestimmt durc}! das allgemeine arithmetische 
Mittel: 

[ p l] X = - --• ( p] 
Bezeichnet man die wahren Beobachtungsfeh ler wie �isher mit s1 s2 s3 • • •  1E0 
und die sc h einbaren Feh ler mit v1 v2 v3 . • . v0, so hat. man die bekannten 
Beziehungen: Ej = V1 + f; 

E2 = V:i + � 
E0 = Yn + � 

wo � = x0 - x den w a h r e n  Fehler des arithmetischen Mittels bedeutet. 
Bei gleichwertigen Beobach tungen hat man für das Quadrat des mittleren 

. Fehlers einer Beobachtung: · 

m2=. (es] 
n 

Haben die Beobachtungen verschi;dene Gewichte, .so ist das Quadrat des mittleren 
Fehlers einer Beobachtung vom Gewichte 1 ,  oder des sogenannten >mittleren 
Fehlers der Gewichtseinheit«: : 

m 2 = • ( p E !"]' 
n 

Betrachtet man die beiden Werte für x und die beiden Werte für m1, so 
leuchtet es sofort nicht ein, warum bei un_gleichen Gewichten das mittlere Fehler· 
quadrat nicht ebenso wie der Mittelwert der ·Unbekannten . als das allgemeine 
arithmetische Mittel gebildet wird*), wo doch bei gleichen Gewichten sow9hl das 
mittlere Fehlerquadrat, als auch der '.Mittelwert der Unbekannten als einfache� 

. \ .· artthmetisches Mittel hervorgehen. Wenn also bei x im Nenner einmal n, das 
anderemal ( p J auftritt, warum kommt bei m2 im Nenner immer nur n vor? -

. Die Erklärung hiefür ist folgende:. 
_ 

Im ersten Falle bedeutet der .Mittelwert 'm2 ·jene� Fehlerqua�rat, welches 
angibt, wie groß .ein jedes der n wahren. Fehlerquadrate-s 2 sz!--e32 • •  �-e0 sein 
müßte, wenn alle gleich wären und dennoch dieselbe Summe ergäben, wie die . 
wahren Fehlerquadrate selbst. Im zweiten

. 
Falle stellen ab�r el .E2 E3 • • •  En die 

Wahren Fehler der n Beobachtungen mit den GewichteQ Pt-P� Pa . . . p„ dar, 
-somit sind - entsprechend dem Satze, daß sich die Gewichte umgekehrt wi'e 
. die Quadrate der mittleren oder wahren Fehler. verhalten - EL VP1 ell VP� ... enfu . ' ' 
die wahren .Fehler der auf die Gewichtseinheit ·bezogeneq Beobachtungen und es ·�.,.......= 
ist jetzt der Mittelwert m� derjenige, ,\relch�r angibt, wie ·groß jedes· 'Quadrat 
der n Gewichtseinheitsfehler s�in inüßte, 'wenn,alle·gleich w.ären und .dann dieselbe 
Summe gäben, wie zuvor. lfortsetz u n g•.folgt:)' 

*). Wie dies irrtümliche�eise in B a u e r n feind's •f!:lemerite der 
'.-

' 6 Aufl, 1879, (II. Bd. s. 17, 18 u .  23) geschieht. 
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· Auf G rund dieser zwei Bemerkungen haben wir also die Sätze : 
Wenn wir unter den wahrscheinlichsten \Verten der Unbekannten x, y . . .  

solche Werte verstehen , d ie  die gegebenen Gleichungen Gi , Gs . . .  mit den klein­
sten Ergänzungen �. YI .  • • befriedigen, dan� haben die gegebenen Gleichungen 
schon von Haus aus u n g 1 e i c h e  s Gewicht. Jede Gleichung Gi , Gs . . .  hat ein 
E i g e n g e w i c h t  gleich der Quadratsumme h2  ihrer Koeffizienten und d.ie 
Gleichungen G1 , G1 . . .  werden auf g l e i c h e s  Gewicht gebracht, indem man jede 
einzelne Gleichung durch der algebraischen Hypotenuse h ihrer · Koeffizienten 
dividiert. 

Das aber sollte bewiesen werden. 

Theoretisc h e  und h istorische . Betrachtungen . 

über ·d i e  Ausg leich ung sr.echnu ng. 
Von Oberingenieur S. Wel l isch. 

(Fortsetzung). 

Eine an dere Erklärung wäre folgende : 
Dividiert · man alle Gewichte durch ihr arithmetisches Mittel 

ltl = k n ' 
_ ,  

. 
was j a  zulässig ist, da die Gewichte nur Verhältniszahlen sind, so erhält man 
die neuen , auf eine andere Einheit bezogenen ·Gewichte : 

Pl P2 , Pn 
gl = -k- g, = -k- gn = -k-

weJche die Eigenschaft haben, daß dcr�n arithmetisches Mittel gleich . der Einheit 
· ist, denn man hat : 

und [g ]  = n . 
· n 

Bildet man das mittlere 
metischen Mittel, nämlich . 

n 
Fehlerquadrat nach dem a l l g e m e i n e �  arith-

ll (p E E] 

so kann man 
. 

m • . = �, 
h iefür auch setzen : 

[g E E) (g E E ) m ' - -- -- = --
• - (g]  . n . 

Damit erscheint der mittlere Fehler der Gewichtseinheit bei Zugrundelegu'!_g 
einer ganz bestimmten Gewichtseinheit mit de� allgemeinen. arithmethischen · , 
Mittel in Einklang gebracht. Eine nähere 

.
Beziehung zwischen m und m. erhält 

man, wenn im Nenner für (p ] ::;:: o- k  subst\tuiert ·�ir�, und zwar : 
1 (p E E] . .  m' · 

m ' - - --- = -• 
.7 · k n k 
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m = m,,,\'"k = m. \f [ p ] 
n 

Um den mi t tleren Fehler der G ewich tse inhe i t  durch eine Formel auszu ­
drücken , welche n icht  die unbekan nten  wahren Fehl er, sondern die berechen­
baren scheinbaren Feh ler  enthält,  b i lde m an die Produkte p E E aus den 
G le i ch ungen E = v + � und addiere sie ,  so folgt u nter Berücksichtigung, dafJ 
für das ari thmetische Mittel [ p v ]  = o sein muf3 : 

( p E E ]  = [ p V V ] + [ p gi_. 
Setzt m an hierin für � den m i ttleren Fehler des arithmetischen l\l i tteb 

m 
M = , -

V [ r J 
und für [ p  E E ]  = n m2, so erg ibt sich 

n m2 = [ p v v ] + m2 
und hieraus : 

m = V (p v v ] _ 
n - 1 

und :\ I  = \f _Jr�vJ _ 

[ p ] (n - 1 )  
m m · 

Setzt man aber für � den Wert i\[ = y [ p ] = y-i-
u n d  für [ p E E ]  = [ p ]  !11/, so resul tiert : 

[ p ] m.2 = [ p v v ] + 
n�:,2 

[p] 
und hieraus : 

m = ·y � p v v ] = \/[p v �J . n 
* [ p ] - k  [ p ]  n - 1  und �l = V _ [ p v v] 

[ p ]  (n - 1 )  

oder unter Ein führung der reduzierten Ge\\'ichte 

m =V [ g v v ]  _ = -\/ [ g v v]  
• [g] - 1 n - 1 

u n d  
1 / [g v v] i'\I = \ 

n (n - 1 )  
Obgleich die mittle_ren Fehler der Gewichtseinheit m und m .  von e inander 

verschieden sind,  bleiben die mittleren Fehler der e inzelnen Beobachtungen und 
des arithmetischen Mittels dieselben,  ob sie aus m oder m. berechnet werden. 
Am einfachsten erfolgt jedoch deren Berechnung mit' Benützung der von G au s.s 
aufgestellten Formel für den Gewichtseinheitsfehler. · 

VI. Über den maximalen mittleren Fehler. 

Ist L der wahrscheinlichste Wert der beobachteten Größen 11 12 1:1 . . .  10, so 
ergibt sich der mittlere- Fehler einer einzelnen Beobachtung aus der ·B eziehung : 

- . m ll - [(L - 1)2] - [v2J 
-

[E2] 
- n - 1  - n - l - n 

und der' mittlere Fehler des arithmetischen Mittels aus der Formel : . 

. M! = [(L -: 1)2] 
n (n - 1 ) ' 

1 • • 



So wie fur den i\li tteh\1ert aüs einer Reihe von Beobachtuligs g r ö ß e n  ein 
m i ttlerer Fehler angegeben werden kann,  ebenso läßt sich für den mitt leren Wert 
aus einer Reihe von Beobachtungs fe h l e r n ,  \vie überhaupt für jede auf Grund 
von Beobachtungsdaten abgeleitete Größe, ein mittlerer Fehler nach �en Recreln . b 
der Fehlertheorie berechnen .  

Um den  mi ttleren zu  befürchtenden Fehler m1 in  der Bestimmung des mitt­
leren Fehlers m zu erhalten, wird ein analoger · Vorgang -ei1 1geschlagen , wie bei 
der Ermi ttlung des mittleren Fehlers M des arithmetisch�n Mittels . .  Da m·1 das 
arithmetische Mittel al ler e: ist, so wie L das ari thmetische Mittel aller 1, so ist 

. das Quadrat des mittleren Fehlers von m' dargestel l t  durch die Formel : 
[(m2- e2rJ M1 2 = 

n (n - 1 )  . 
Entwickelt man die Quadratsumme im Zähler, so erhält man 

M12 = n m4 - 2 m2 (E�J + (E4] m-l ( l -· 2 (e�� + J:l) 
n (n - 1 )  - n - 1  · n m� n m4 . 

oder mit Rücksicht auf d ie Relation m2= [e2] : . n 
M 2 = � - ( [e•] _ _ . 1 ) . 1 n - l n m4 . 

Wird nun der Durchschnittswert der vierten Potenzen der wahren Fehler . . . 
unter der Voraussetzung gebildet, daß sämtliche E · al le · mögl iche.n Werte mit  
Rücksich t auf ihre Wahrscheinli keit  durchlaufen, so hat .man nach .· der En t­

�-
" k l G ( 1 8?3) f'" 2 --' 1 · rnc , ung ' on a u s  s - ur m --:-- 2 h2 · 

soh in 

[e4] 3 -- - -- - 3 m4 
n - 4 h4 -. ' 

M l! = 2 m"-
und i\'11 = m l! V 2 1 . 

1 n - 1  n -

M1 m1 = __,___ = 
2 m V2 (n - 1) ' 

' 
die sogenannte B e s s e l 'sche Formel , für den- mittleren' Fehler m1 
Fehlers m gebrauchen. S i m o n  y ( 1 905) hat hjefür die genauere ·Formel 

: v s n - 9 · m1 - • 4 ( n - l )  � '  
für die mittleren Grenzen von _m den Wert 

. ' ( „ V 8 n -,9 · . ) 
. m 1 . ± '4 (n -

. 
l )  
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erhalten unJ daran die Bemerkung geknüpft ,  daß die Berechnung von m für 
m > 1 und n < 20 i n  Anbetracht des hohen prozentuellen Betrages des jeweiligen 
mittleren Feh lers von m nur eine mathematische Schätzung, nicht aber eine 
exakte Bestimmung von m ermöglicht . 

Der m ittlere Fehler mi von m ist aber als Funktion all er Beobachtungen 
selbst wieder mit  einem mittleren Fehler m2 behaftet, der sich nach dem Fehler­
fortpflanzungsgesetze wie folgt berechnet. Der mittlere Fehler mx einer Bestim­
mung x überträgt sich auf eine hieraus durch Multipl ikation mit  einer konstanten 
Zahl a abge l e itete Größe a x durch Multiplikation des Fehlers m i t  derselben 
Konstan ten ; es ist also der mi ttlere Fehler m„ des Produktes ax bestimmt durch . 

Analog wird für 
- V s n - 9  

x = m ,  mx = m1 ,  a = 4 (n - l )  
und mu = m2 

V 8 n - 9 = m ( V 8 n -· 9 )2 m2 = m1 4 (n - l ) 4 (n - l )  · 

Ebenso entsteht der mittlere Fehler m:1 des mittleren Fehlers m2 : 

_ ( Y  s n - 9· ) 3 m3 - m 4 (n - l )  
und allgemein der mittlere Fehler m, von m,_1 : 

(f 8 n - 9 )r m, = m . 4 (n - 1 )  

erhalten : 

Es resul tiert sonach für den mittleren Fehler einer einzelnen Beobachtung. 
die unendliche Reihe : 

m0 = ± m ± m1 ± m2 ± m3 ± . . .  ± m o;, · 

Die ungünstigste Kombination aller dieser Fehlerbeträge tritt offenbar unter 
der Annahme durchaus gleicher Vorleichen ein und man ·erhält so durch Addition 
das .Maximum : { V 8 n - 9 ( V 8 n - 9 )2 ( V 8 n - 9 )3 } IDl = ± m  1 +  

4 (n - l )  + 4 (n - l )  � 4 (n - l )  + · · · . 
· Der Ausdruck in der Paranthese ist eine geometrische Reihe 1ft�t dem Quo_

­
f8 n - 9 tienten ex = 4 (n _ 1 ) ; dessen Summe gibt für unendlich viele Glieder den 

1 , Wert -- und damit wird : 1 - cx 
IDl = ± 

4 (n - l ) m .  
_ 

4 (n - l ) - V � n -·9 
Uie Fehlergröße IDl kann als m a x i m a l e r  m i t t l e r e r  F e h l e r  bezeichnet 

werden, denn . sie gibt im Sinne der Wahrscbeinlichkeitstheorie angenähert jenen 
Fehlbetrag an, init dem eine Beobaclitung von bestimmter Gattung im ungünstig­
sten Falle behaftet , sein kann. Er nähert sich- um �o mehr · dem theoretischen 
mittleren Fehler, j e· mehr die Anzahl der Beob�chtungen wächst ,und" erreicht . 
für n = eo sein Minimum m =,µ, d.  h. bei einer unendlichen Anzahl von Beob-

. .  . . 
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, < ach.tungen ist der m ittlere Fehler einer einzelnen Beobachtung zugleich sein 
wahrer Wert, ebenso wie das arithmetische Mittel einer unendlichen Anzahl von ., 
Beobachtungsgrößen deren wahren Wert darstellt. 

Der maximale mittlere Fehler, dessen, Verhältnis zum empirischen mittl�ren 
· Fehler, der Einheit sich nähernd, m i t  der wachsenden Anzahl der Beobachtungen 
in:mer abnimmt, ist aber nicht zu verwechseln mit dem in einer vorliegenden 
Beobachtungsreihe zu erwartenden M a x i m a l  f � h 1 e r, dessen Verhältnis zum 
mittleren Fehler mit der steigenden Anzahl der Beobachtungen zunimmt. (Vergl. 
C z  u b e r , Theorie der Beobachtungsfehler, Art. 87) . 

Man fi ndet für den maximalen mittleren Fehler IDl und den .Maxirnalfehler M 
folgende Verhältniszahlen : ..,; 

n IDl :  m M : m  
5 l • 5 3 4  J • 2 8 1 

1 0  ' l · 3 0 6 ' J ·642 

20 l '  1 9 3 J •960 

30 I · 1 5  l 2 · 1 2 1  

4 0  l • 1 2 8  2 · 24 1 

5 0  l · l I 4 2 · 3
'
2 6  

1 00 J · 0 7 7  2 · 5 7 5  

VII. Über die Ausscheidung von 'seobacht�ngen. 
Das einfache 'arithrnetische · }litte ist im Sinne der Wahr�cheinlichkeits­

theorie nur dann der \vahrscheinlic_hste Wert der beobachteten Größen, wenn 
die zur Mittelbildung verwendeten Be_gbach,tungsresultate von gleicher Genauig­
keit sind.  Sobald aber das arithmetische Mittel als der wahrscheinlichste Wert . � � „ 

angesprochen wird, sind alle mit- ih� nicht übereinsti�rnenden Beobachtungen 
nach dem gewöhnlichen Sprachgebrauche -als weniger w�hrs�heinli.ch zu .bezeich­

nen, und zwar " äre dem.entsprechend eine Beobachtung umsoweniget genau zu 
nennen, je weiter sie \'."Oll dem arithmetischen Mittel entfernt ist oder je grö_ßer 
ihr scheinbarer Fehler ausfäl lt. Werden aber von diesem Gesichtspunk:te aus den' 
einzelnen Beobachtungen ve�schiedene Genau�gkeiten beigemessen. so 'väre ·.der 
wahrscheinl ichste l\'Üttelwert nicht m ehr nach deni• e i n fa c h e n, sondern nacli dem 

• •<1 • • 

a 1 1 g e m e i n e n  arithmetischen Mittel zu bildef!1 obgleich die urs rün lithe ß."1----;;;;--
�bachtungen ausdrücklich von gleicher Zuveriässigkeit vorausgesetzt . wurden und. 
sohin keine Gewichtsunterscheidungen getroffen werden dürften . . Dem darin ent-

. haltenen Sophismus läßt sich nur dadurch beikommen, daß das arithmische Mittel 
überhaupt nicht als der wahrhaft wahrscheinlichste Wert, sondern bloß als ein . ,  
approximativer Mittelwert erklärt wird, wobei das Vorhandensein · der mehr oder 
minder großen Abweichungen vom Mittel lediglich de.m reinen Zufall anzurec�·-

• � f ----n e n sei. 
Alle Versuche eine Verbesserung des . . arith�etischen Mittel� durch Eihfüh- . ) � • r 

rung sophistischer Gewichte unte� Beibehaltung al ler ursprünglich gleichwertigen 
Beobachtungen. herbeizuführe�, kön nen da.her . die beab�ichtigte Wirkung mir ver­
fehlen .  ·mezu gehört das Verfahren von S v a n b e rg  ( 1 82 1 ), won�ch den ursprüng­
lich gleichgewichtig angenommenen Größen nac4träglich Gewiehte beigelegt 
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\\• cnlcn, we lche Jen rez iproken Werten der schci 1 1barc11 Fehl er oder deren Quä-
drate proport ional zu setzen s ind . Ähn l iche Betrachtungen haben auch .M o  r g a n  
( l 847) u nd G 1 a i s h e r  ( 1873) angestellt ,  indem auch sie den Beobachtungen durch 
Zuertei lung fikt iver Gewichte einen um so geringeren Einfluß auf die M ittelbil­
dung einr äumen,  je we iter sie von dem einfachen arithmetischen i\littel abstehen . 

. Derartige Bestrebu ngen, au f diesem \\ ege eine Verschärfung der R esultate 

zu erreichen, führen schließlich dah i n ,  den vom arithmetischen Mittel beträchtlich 
abweichenden Beobach tungen die An tei lnahme an der �l i t telbildung überhaupt 

· zu en tz iehen .  
H ä l t  m a n  sich d i e  Defi n i tion von l\l u n c k e vor Augen , wonach das arith­

met ische Mittel mi t  Ausschluß der von dem �fitte! selbst am weitesten abweichen­
den B eobachtungen als das der absoluten Wahrheit  am m eisten genährt anzu.­
sehen sei ,  so kann man geneigt sein ,  vor der definitiven l\fütelb ildung alle Be-

1 • 

obach tungen , deren Abwei chungen von dem vorHiufigen arithmetischen �l ittel 1m 
positiven wie im negat iven Sin ne eine gewisse G renze überschreiten, gänzlich zu 

verwerfe n .  Untersuchungen nach dieser Richtung hin wurden auc h  angestellt  von 
B e n j a m i n  P e i r c e  ( 1 8 5 2) ,  G o u l d ( 1854) , A i r y ( 1 8 5 6) ,  W i n l o c k  ( 1 856) ,  
C h a u v e n e t ( l 868),  S t o n e ( l 876) ,  J o r d a n ( l 8 7 7), . H e l m e r t ( l 8 7·7 ) ,  B e r t r a n d  
( 1 888), C z u b e r ( I S9 1) u n d  V o g e l e r  ( 1 907).  

Während manche Ausgleicher aus prinzipiel len Gründen gegen die Aus­
schl ießung einzeln e r, durch bloße Vergleichung m i t  den übrige;->. Beobachtu ngen 
als zweifelhaft zu haltender Beobachtungen sich ausgesprochen habe n ,  fi nden 
an.dere h iew selbst dann e ine gewisse Berechtigung, wenn nicht gerade unge­
wöhnl iche Ursachen einen fragl ich en Widerspruch herbeigeführt haben soll ten . 

. 
H a g e n  ( 1 8 3 7 )  te i l t  h ierin folgende Ai1sicht :  « Die Täuschung, d ie m an 

durch Verschweigen von l\lessungen begeht ,  läßt sich eben so wenig · en tschul �  

µigen ,  a l s  wenn m a n  Mes.sungen fälschen o d e r  fi ngieren wollte.  - Hat man 

w ä h r e n d <l e r  B e o  b a c h t u n g von der großen Unsicherheit  einzelner Messun­

gen sich überzeugt,  so kann man diese unberücksichtigt l assen ; letzteres darf 
aber nicht  deshalb geschehen ,  weil man s p �i t e r  be11_1erkt, daß sie von den übrigen 
bedeutend abweichen, _ (man n immt nämlich ein u nend lich kle ines Gewicht  an) . > 

B e s  s e 1 und B a  e y e r ( 1 838)  geben folgende Erklärung ab : « Wi r  haben 
jede gemachte Beobachtung, und zwar alle m i t  gleichem Gewichte,  zu dem R e­
sultate sti mmen lassen, ohne das etwaige Zusammentreffen u ngünstiger Umstände 
mit  der ·stärkeren Abweichung einer 13eobachtung als einen Grund zu· ihrer Aus­
schl ießung � gelten zu lassen .  Wir h aben geglaubt , nur d 1lfch die feste Beobach· 
tung dieser Regel Willkür aus u nseren Resultaten . entfernen zu können • .  

G e r  1 i n  g ( 1 843) drückt sich • über d i e  Bed�utung der angestel l ten Beob­
achtungen recht drast isch aus, indem er sagt : «Jeäe Beobachtung, die · nicht 
einen entschiedenen protokollarischen Verdach tsgr�nd gegen sich hat,  .habe ich 
als einen Zeugen für di e  Wahrheit zu betrachten, und ebensowenig, wie ich den 
Zeugen torquieren darf, bis er sagt , ' was ieh gesagt haben will, ebensowenig 
darf ich auch ohn e  \Veiteres sein Zeugnis verwerten , weil dasselbe von den 
übrigen be�eutend al:iweicht > .  
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F a y e  ( 1 888) erblickt in der Verwerfung ; einzelner· Beobachtungen · eine 
schwere Unzukömmlichkeit, da es dem Rechner in vielen Fälle n leicht wäre, auf 
diesem Wege aus den Beobachtungen das ihm am uesten zusagende Resultat . zu 
ziehen, um dadurch eine vorgefaßte Meinung zu stützen. Di� ·beste Regel sei 
daher die, nur solche Beobachtungen auszuscqeiden, welche sich als zweifelhaft 
kennzeichnen in dem Augenblicke, wo sie gemacht werden und vor jeder Rechnung. 

B e r t r a n d  (1888) ist der Meinung, <daß die Unterdrückung der als schlecht 
· bezeichneten Beobachtungen die Zuverlässigkeit der Resultate um so me.hr ei;höher 

wird, je mehr Beobachtungen beseitigt worden sind • ,  oder mit anderen W9rten, 
, · je  rigoroser man hiebei zu Werke geht. : 

• Es unterliegt keinem Zweifel > ,  sagt C z u  h e r  ( 1 _89 1 ), c daß die Ausschel-
. dung solcher Beobachtungen, deren Abweichung vom arithmetischen Mittel . dem 
absoluten Betrage nach eine gewisse Grenze iiber�chreitet und die verm utlich �der 
höchst wahrscheinlich minder gut sind, die Genauigkeit des' Resultates erhöhen . 
müßte, und zwar in um so höherem Grade, je  enger man · jene Grenze zöge> .  

Wählt man als Grenze den .Maximalfehler, so wächst .dieselbe mit der An- · 
zahl der Beobachtungen .  Der maximale mittlere Fehler· hi�gegen· zieht die. Gren_ze 
umso enger, je mehr Beobachtungen ausgeführt sind. Im nachstehende� werden · 

wir den maximalen mi ttleren Fehler zur Verbess�rung_ der Endresultate · verwen­
den, nachdem aus der vorliegenden Beobachtungsrei.ß.e_;die abnorm widersprecl!en­
den Beobac.htungen auf Grund des M�x'imalfehlers z�r Ausscheidung gelangt sind: 

Als Beispiel benützen wir eine von C l a r k e  ( 1 888) au'fgestellte Reih_e . von . 
40 mikroskopischen Bestimmungen der Lage eines . Teilstriches . auf eineni Maß-

· stabe, die auch C z u b e r  a. a. o·.- S. 1 95 anführt Die · mit gleicher Genauigkeit . , ,... 1 
angestellten Beobachtungen i n  Einheiten von O·OOO 001 Yard, = 0·9 1 Mikrqns , 
und deren scheinbare Fehler sind : · ' 

·-

V 1 V il --- -
3 •68  · +0·2s 2 ·8 1 -+ -1'  � 2 
3 · 1 1  +0 ·82 4 •65. - 0·72 
4 " 76 -0·83 3 •2 7  +0·66 

1 2 ·75  + 1 · 1 8  4 •08 -0 · 1 5 
1 4 • 1 5  - 0·22 4 ·5·1 -o·5s 

5 ·os - :- 1 ' 1 5  4 •43 _._ o·so 
2 •95 +0·9s 3 ·43 +o·5o 
6 •3 5 - 2·42 3 '26 ! +0·6,7 
3 •78  +0· 1 s  2 •48 + t :45 
·4 ·49  -0·56 4 •84 -0·9 1 

,� 
, 

V 

5 ·4g · -· l · ss  
3 ' 76 +0· 1 7  
4 '59 , -' 0 "66 
2 '64 + 1··29 
2'98 . +0 ·95 
4 ·2 1 · - 0 ·28 
·5 ·23 - ,:1 "30 
4 ',45 -o·s2 • 

3 • 9 5  :i-7" 0·.02 
2 '66 ' '+ 1 ·27  

-II 
3 ·28 
3 • 78 
· 3 ·22 
3:.98 -
3 • 9 1 
5 ·2 1 
4:43 . 
.2 ·28 . .  
4 ·  1 0  

' 4 · } 8 

+o·6S . 
+0· 1 5  
+o · 7 1' -
�o� I-
+o

.
·02 I. -l ·28 ' 1 

- o · s ·o · ' . 
. + 1.�5 

- 0· 1 7  
...:.. 0 ·25 

.
Das einfache arithmetische . Mitt�l . ist . . ·. ·. .' „ · '.-L =, 3·9�, 

' � ' - . � 

. ' . • • • „ "\1/ 32·5268 . ' < • •  

Der mittlere Fehle.r ·  �in!.!r ßeobachtt,1.1,1
.
g m = V · 39 .= �·� p, " -. · , 

Der Maximalfehler M = 2·.24 1 m . . .
. · . · . ' � .. ' . .  : . ! . 

' · �·05 . . 
. Diesem' 

zu(ol�e fällt nur e�ne. ei.nzige der 40_ Beo�a�htung�n, .' n�inli
.
cfi 'le ' �· �s

·" 

·:mit dem scheinbaren Fehler· - 2·42, als wi9,�r.;_prechen� UQ� zwe,felhaft,. · -�e� .. . : : . � 

:Ausscheidung anheim. Verfährt man ·mit den übrigen 39 Bt?oqachtung�n . wi�·. mit  
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der ursprünglichen , vollzähligen Reihe, so ergibt sich als neues arithmetisches Mittel 
3 : 8 7  und •entsprechend dem sekundären Maximalfehler von � ·232 . 0·835 = l :86 

- zeigt sich keine Beobachtung mehr als zweifelhaft. 
. Die Anwendung des maximalen mittleren Fehlers auf die 39 nicht mehr 
. zweifelhaften Beobachtungen verlangt zunächst die Ausscheidung von. weiter�� 
1 1  Beob�chtungen , deren scheinbare Fehler den maximalen mittleren Fehler von 
IDl = t · J 30 . 0 ·835 = 0·94 überschreiten. Die übrigble ibenden 28 Beobachtung'm 
geberi das dritte arithmetische Mittel zu 3 ·9 1  mit dem mittlere� Fehler ein'er . 
Einzelbeobachtung von 0·545. Durch sukzessive Fortsetzung dieses Ausscheidungs­

prozesses erhält man folgende Ergebnisse : 

n = 3 9  L =  3 · 8 7 IDl = 1 · 1 3 0 . o · 8 3 5  = 0 · 9 4  

2s 3 · 9 1  1 · 1 5 7 . o · 5 4 5 = 0 · 6 3  

1 9  4 "0 3  1 " 1 99 . 0 • 3 5 6 = 0 ' 4 3  

1 5 , 4 ·0
'
6 1 " 2 3 2 . 0 • 2 5 4 = 0· 3 1 

1 1  3 · 9 9  1 ' 2 8 6 . 0 • 1 6 7  = 0·22 

9 3 · 9 9  t · 3 3 0  . o ·  I 4 9  = 0·20 

1 4 ·o s  1 · 400 . 0 · 1 0 4 = 0 · 1 5  

Es verbleibt schließlich eine Reihe von bloß 7 Beobachtungen, nämlich : 
l = 4• 1 8  V = - 0 · 1 3  

4 • 1 5  - 0 · 1 0 

4 · 1 0  - 0 ·0 5 

4 "0 8  - 0 · 0 3  

3 • 9 8  +0 · 0 1  

3 •9 5  +0 · 1 0  

3 · 9 1 +0 · 1 4 . 

deren arithmetisches Mittel 4·05 einen maximalen mittleren Fehler von O· J 5 
' erzeugt, der bereits größer ist, als die zurückbleibenden Abweichungen v, so daß 

von jenen . 7 Beobachtungen keine mehr unterdrückt werden kann . 

c Wäre es möglich , •  bt!merkt C z u b e r  in der „Theorie der Beob." ,  S .  206 , 
cunter den Beobacht�ngen die genauesten ,  dies Wort im gewöhnlichen Sprach· 
gebrauch genommen, nämlich die mit dem kl�insten Fehler behafteten · herauszu­
finden, so würden diese ein viel genaueres Resultat li�fern , als das arithmetische 
Mittel aus allen Beobachtungen es darstellt . , 

·Im Sinne dieses Ausspruches hat es den Anschein, als ob dem letzten · 
arithQJetischen Mittel aus den 7 bevorzugten Werten ein größeres Vertrauen . 
entgegengebracht werden dürfte, als dem ersten, 'aus den ursprünglichen 40 Werten 
gezogenen Mittel . und in der Tat weist das Schlußergebnis, das .von 3·93 auf 

·4·05 
gestiegen ist, eine mittlere Unsicherheit auf, die den dritten ·Teil der ursprüng: . 
liehen beträgt, denn es ist der mittlere Fehler einer , Beobachtung von 0·9 1 3  auf '- . · 

O· I 04 · und d·er mittlere Fehler des arithmetischen Mittels von O· l 44 auf. 0·039 
herabgemindert worden. 

Wir wollen au.eh noch von einem mehr praktischen· Standpunkte aus unter.­
suchen, welcher Wert der Wahrheit besser zu entsprechen scheint < Ordnet man 
· die Ergebnisse, wiederholter Messungen der Größe nach, so ist . der wahrschein­

l ichs�e · Wert derjenige, welcher ·am häufigsten vorkommt ; denn diesen
. 
würde 

·man beim blinden Hin�ingreifen ·häufiger fassen, als irgend einen anderen Wer:t. 

, · J  
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Werden derartige Grundbegriffe beim weiteren · A usbau einer Wissenschaft nicht 
strenge festgehalten, so wird • ,  wie der Astronom K 1 o o c k ( 1 893) d iesem Aus­

. spruche hinzufügt, • alles folgende verworren und . trügerisch ·ausfallen > . 
Nun haben von den 40 Beobachtungen an der SteHe der Einer 

8 Beobac�tungen die ,Ziffer . 2 · 
1 3  ) » > 3 
1 4  
4 

)) 4 
s 
6 

Daher ist an der Stelle der Einer die Ziffer 4 wahrscheinlicher als die Ziffer 3 .  
An Stelle der Zehntel ist auf dem bloßen Anblick 0 die ' wahrscheinlichste Ziffer, 
denn es heben sich die je dreimal vorkommende ·werte '3·9 un d  4: l gegenseitig 
auf, so daß die Zahl 4·0 siebenmal in Rechnung gestel lt erscheint. Es vermag 
d-eher der Wert 4·05 mehr Vertrauen z.u erwecken als 3 ·93. 

VIII. Über das Gena�igkeitsmaß. . 
Auf Grund der mathematischen Definit ion der theoretischen · charakteristi­

s,chen Fehler  und entsprechend der G a u  ß'schen Gleichung : . 
-}=V� 

sollte sich für den ,fahrscheinlichen Fehler derselbe nulJlerische Wert ergeben, 
ob er aus der Gleichung _ 

� 

p --0.47694 f2µ . . 0·67449 µ 
oder aus· der Gleichung 

P = 0·47694 -V 1t & =  o·845 3s .{). 
berechnet wird. Desgleichen sol l te das Maß der· Genauigkeit aus den 
Formeln 

h =
_!_ = 0·707 1 1  
v 2·µ · µ _ 

h = 
_1. _· . .  o„564 1 9  

'r:c&. & 
eindeutig und widerspruchsfrei · hervorgehen. Da aber die den G a u s  �·sehen 
Definitionen zu Grunde gelegten idealen Voraussetzungen nur in den seltensten 
Fällen zutreffen und daher nicht · die . theoretischen, - sondern die empirischen 
Fehler in Rechnung gestel l t  werden können, -so \vird f!lan sowohl · für 'u&h : 
für h ltn allgeme�nen je zwei verschiedene W'er er a en, nämlich 

r1 = 0·67449 m Ti ...:..:."0·8453� f . · ·'$, 

0·70i l 1 h _, 9·564 1 9  
hi = m ll -:7' t 

und auch das Verhältnis � wird seinem th���e[i
.�c

'
h�n W ��t� V 7t2- �it �m

. 
�� ge-

t . . 
· ringerer Annäherung entspr�chen, j e  weniger gut . die : Beo�achtung�feh'lcr'. d� 
.G a u s s'sche Gesetz befolgen; so daß ·die G a 'U ss'sche · Gleichu�g, '�ie C or n u , 
U 876) schon betont hat, gleichsam als Prüfstei'n für die �nwendbatkeit -�es Gauss- . 
sehen Fehlergesetzes auf . Beobachtun·gsreihen ver\ven�et ,werden kann .. 
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S i m o n y ( 1 90.)) hat nun in seinem klassischen Werke « Über die Anwend­
barkeit der Fehlerwahrscheinlichkeits- und Ausgleichungsrechnung auf Ertrags· 
bestimmungen • ,  (Zeitschrift f. d. landw irtsch .  Versuchswesen in Österreich 1 905 , 
S. 87- 1 .1 26) die sich gestellte Aufgabe gelöst, die empirischen Fehler m und t 
derart zu verändern, daß sie bei möglichst engem Anschluß an die Rohwerte m, t 
mi t  der G a u s s 'schen Relation 

im Einklang gebracht werden. Dies wird erreicht, indem die Summe der Quadrate 
der Unterschiede der neuen Werte m„ t"' von den Rohwerten m, t durch pa.S- . 
sende Wahl von r zu einem Minimum gemacht wird. Setzt man also 

� 1- 2 s = (m - m"')2 + (t - t·r = (m - t* v� )  + (t - t·r� =  min .  

und differentiert man S nach t"' ,  so wird : 

somi t  

das gibt für 

-� dS 
= - m � 1t + t • 1t - t + t• = 0 2 dt• 2 2 

t"' ( � + 1 )  = m- Y �- + t 

t* = m )'2; + 2 t 
2 +  1t 

m* = t* �1t = m 1t + t y21t 
2 2 + 1t  . ' 

1t = 3· 1 4 1 59265 : 
m•  = 0·6 1 1 0 1 55 m + 0·4875 1 98 t 

t' = 0·4875 1 �8 m + 0·3889846 t. 
Diese Fehlergrößen werden nach S i m o n y  die N o r m a l w e r t e der mitt­

leren und durchschnittlichen Fehler genannt.  Sie zeichnen sich vor den Rohwerten 
dadurch aus, daß sie für r und h e i n d e u t i g e Resultate liefern , nämlich 

r• = 0 ·67449 m • = 0·84535 t• 
h* = 0·707 1 1  

-
0·564 1 9  

m• t•  
Die Benützung- der normalen mitt�eren Fehler ist jedoch nur dann praktisch 

zulässig , wenn die Bed ingung erfüll t  ist : . 

m* ( l '- cx) <  1 m 1  < m* ( I + �). 
worin ex durch die S i m o n y'sche Formel ' · 

)'s n - 9  CX = -:---
4 (n - 1 )  

definiert erscheint, d .  h .  wenn m i n n e r  h a 1 b der mittleren Grenzen von m •  zu 
·liegen kommt. Im Gegenfalle sind vor�rst so viele der abnorm größt�n oder 
kleinsten Werte der betreffenden Beobachtungsreihe auszuscheiden,  bis diese 

. Grenzbedingung erfüllt ist. : 
Dividier� man m• , !•, r• durch ' {D,- so ergeben sich die Normalw�rte der 

mittleren , durchschnittlichen und wahrscheinlichen Fehler der Mittelwerte : 
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m• · t• r• M· = ± -=- T• = ± - R· = ± --
V n Vn Y n ' 

und es resultiert als N o r m a l w e r t  d e s  G e n a u i g k e i t s m a ß e s des arithmeti­
schen Mittels die eindeutige Bestimmung : 

• 1 · f2n 
H = .M•V2 = 

2 m • · 

Im Beispiele des vorigen Kapitels ist für n = 40 : 
[vv] = 32·5268 [ l v l J = 29·26 

m =  0·9 1 3  t = 0· 74 1 r1 = 0·6 1 6  r1 = 0·626 
m • =  0·9 1 9  t• = 0· 733 r• = 0·62 1 (0 :620) 

h• = 0· 769 H• = 4·866. 
Die Erfüllung der Grenzbedingung "für o: = 0· 1 28 

m •  ( l  - o:) = 0·8 1 1  < 0·9 1 3 <  l ·027 = m• ( I + o:) 
läßt keine der 40 Beobachtungen als a b n o r m  zweifelhaft erscheinen. 

(Fortsetzung folgt). 

und Prüfung einer st�reophotogram­
metrischen Aufnahme . . 

Von Eduard D o l e z a l, o. ö. Professor an der· k. k� technischen Hochschule in Wien.· 

(Fortsetzung) . . �· . .  
111. Elnßuß ein.er Plattenverschwenkung. auf die H�rlzontal-ParalJaxe · 

uncJ die Baumkoordinaten. 
Eine prinzipielle Forderung der Stereophotogrammetrie i�t, daß die in  den 

beiden Basispu�kten erhaltenen Bilder sich in einer Ebe.ne · befi'nden. · Hat ' aber'. 
die eine Bildebene eine Verschwenkurig erfahren , . so ist es nun von Inte�esse, 
den Einfluß dieser Verschwenkung auf die Horizontal-Parallaxe und- die Raum-
koordinaten selbst kennen zu -lernen. 

· _, . . . 

1 .  Ä n d e r  u n g d e ; H o' r i z o n t a 1 - P a r a  1 i a x e e i n e � .' P u  n k t e s  d u r c li e i n e 
Ä n d e r u n g  d e r  L a g e  d e r· p a r a l l e l e n  P l a t t e n  (Bilder). 

• ' 1 .l 
Angenommen, das Bild in der Station S2 sei · um deri Winkel cp verschwenkt 

(Fig. 4) ; die Trasse der Bildebene T2' T1' �chließt mif_d.er__th.eoretisch- richt·ige_n·�'-----= 
Lage der Trasse T2 T1 den Winkel cp, den Versc�wenkuQgswinkel, · ein . . 

Es seien : ' -
Q2p2 = ao die wahre Horizontal-Parallax:e, 

·Q1' p2' = a die effektiv gemessene Parallaxe, · 

S2 Q� = s;-ci2' = f · die Bildd,istanz und_· . 
· . o: der Horizontalwinkel des ' Strahles 81.P mit der� BiJddisfänz in · S2 � so erge-

ben sich aus den rechnvinkeligen. Dreiecken p2..!J2 s�·- und Pa' Q3• S,' ,un!ilittelh�r : 
die Gleibhungen : 

. - . 

ao == f tg o: - · } 1 
• 

a =/tg (�. =J=. cp), ' -. ' 
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IX. Üb�r das Ge$lch t. 
Seit Ga u s s  den mittleren Fehler m als das geeignetste Maß bezeichnet 

hat, um cdie Unsicherheit von Beobachtungen allg�mein zu definieren und zu 
messen�, sind auch die damit zusammenhängenden Begriffe «Genauigkeit h> ,und 
«Gewicht p• als Präzisionsmaße gebraucht worden. 

Lap l a ce (18 14) hat im Essai philosophique (nach der von Tö n n i e s  1818 
besorgten deutschen Übersetzung) folge�de Erklärung gegeben: . cpie Wahr­
scheinlichkeit der Irrtümer, welche jedes. Element noch befürchten läßt, ist der 
Zahl proportional, deren hyperbolischer Logarithme die Einheit ist, wenn nämlich' 
diese Zahl auf eine dem im Minimum genommenen Quadrate des Irrtums gleiche 
Potenz erhoben und mit einem beständigen Koeffizienten multipliziert wird, der 
als der Model der Wahrscheinlichkeit ·der Irrtümer betrachtet werden kann :

_
w�ei�l,_..:..�-=--:--w wenn der Irrtum derselbe bleibt, seine Wahrscheinlich�i mi �line ligke1t ab- · 

nimmt, indem jener wächst, so daß das erhaltene Element umsomehr nach der 
Seite der Wahrheit hin, wenn ich so sagen kann, wiegt, je :größer der Model 
ist. Daher werde ich diesen Model das.G e w i c h t  des Elementes- oder Resultats 
nennen•. - Die von S ch n u s e  ( 1 ·841) veranstaltete deutsche Ausgabe des Werkes: 
Recherches sur la Probabilite von P o i s s o n  (1.837-), das sich eng an Laplace· 
anschließt, gibt die Definition in ebenso schwtllstig�r Weise. .. 

Wir wollen nun beqbachten, welche Entwicklung die Definition 'des Be­
griffes cGewichh seither genommen hat1 -und wie' sich . allm�hlig durch Umfor­
mung, Verbesserung und Ausfeilung .ihr �usba.u vollzogen hat. 

Nach der von G a u s s  ·( 1 819) aufgestellten ·Definition v:ersteht man unter 
der mathematischen Genauigk.eit einer Beobachtung , jene ·Größe, . welche dem 
mittleren Fehler umgekehrt proportional ist, \vährend das Gewicht immer· dem 1 
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Quadrate der Genauigkeit direkt oder dem Quadrate des mittleren Fehlers um­
gekehrt proportional genommen wird .. Man hat somit <lie Beziehungen: 

1 k m = h V 2 p = kh2 = 2 m 2. 
«Um daher das Gewicht' durch eine Zahl ausdrücken zu können, muß man das. 
Gewicht einer gewissen Gattung von Beobachtungen als Einheit annehmen•. 

. In K 1 ü g e1 s l\fathem. Wörterbuch, das von Mo 11 w e i d e  fortgesetzt und 
von G r u n e r  t ( 1831) beendet wurde, wird zwischen Genauigkeit und Gewicht 
kein Unterschied gemacht; es wird h ausdrücklich die Präzi s i o n, der We r t. 
oder das Gewicht der entsprechenden Beobachtung genannt. dst also das Ge­
wicht der n Einzelbeobachtungen = h, so ist das Gewicht des arithmetischen 

.i\littels = h yß,. In diesem Buche, welches die :Methode der kleinsten Quadrate 
in der 1. Abt., S. 983 bis l 027, behandelt, wird nebst Zitierung der grund- · 
!egenden Arbeiten von G a u s s  und La p l a c e  auch auf die einschlägigen Schrif­
ten vonPl a n a(18 1 1 und 1819), Pa u c k e r(l819), S�a n b e r g(l821), Mun c k e  
( 1825) und Ri e s e  ( 1830) venviesen. 

Li t t  r o w Vater ( 1832) und einige andere Astronomen seiner Zeit setzen 

· ohne weitere Erklärung p = ? [
n_]" 

� vv 
E n c k e's Definition ( 1834 ), welche von den besten Lehrbüchern für höhere 

Geodäsie und Astronomie, ·wie Fi s c h e r  (18461, B r ü n n o w  (1852), Li t t r o w  
Sohn (1859), He r r-Ti n t e r  (1887) akzeptiert wurde, .lautet: cMan versteht 
unter Gewicht eines gegebenen Wertes die Anzahl von gleich guteQ Beobach­
tungen einer bestimmten Art (deren Genauigkeit als Einheit der Genauigkeit an­
gesehen werden soll), welche erforderlich sein würde, um aus ihrem arithmetischen 
Mittel eine Bestimmung von gleicher- Genauigkeit zu erhalten, wie die des gege­
benen Wertes ist.• 

Betrachtet man jede ungleich genaue Beobachtung als ein arithmetisches 
Mittel aus einer gewissen Anzahl von Beobachtungen, welche untereinander von 
einerlei Genauigkeit sind, und bezeichnet man eine der letzteren mit dem Namen 
c Gewichtseinheit., so nennt G e r l i ng ( 1843) die Anzahl der Gewichtseinheiten, 

. welche beobachtet sein müßten, damit ihr arithmetisches Mittel dieselbe Ge�auig­
keit habe, die einer vorgegebenen angestellten Beobachtung zukommt, das c Ge­
wicht» dieser letzteren. 

Wi t t  s t e i n  ( 1849) faßt sich viel kürzer, indem er die numerischen Koef­
.fizienten, welche die relative Güte der einzelnen Beobachtungen charakterisieren, 
die Gewichte dieser Beobachtungen nennt. 

Ha r t n e r  (1850) stellt fest: cDas Gewicht einer Beobachtung ist ausge­
drückt· durch diejenige Anzahl gleich genauer Beobachtungen, welche erforderlich 
ist, damit dem arithmetischen Mittel daraus dieselbe Genauigkeit zukommt, wie 
der vorliegenden Beobachtung. - Das Gewi�ht jeder einzelnen dieser gedachten 
gleich genauen Beobachtungen wird Gewichtseinheit genannt.• 

S a  w i t s c h ( 1857) äußert sich nach d�r deutschen Übersetzung von La i s  
( 1863) wie folgt: c Das Gewicht eines Beobachtungswertes zeigt an, wie, viel 

. , 
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Beobachtungeri von bestimmter G�te zu machen not\vendig sind, um einen Pehier' 
gleich demjenigen zu erlangen, den das gegebene Beobachtungsresultat enthält.> ·1 

Fr e e d e n  (1863) nennt die Repetitionszahfori, oder solche Zahlen, welche 
die Wiederkehr einer gleichen Beobachtung angeben, überhaupt aile Zahlenwerte, 
welche die Zuverlässigkeit einzelner Beobachtungen ausdrücken, die Gewichte 
dieser Beobachtungen. 

. 

Ha n s e  n ( 1 867) versteht unter der Benennung qes· Gewichtes, ·'irgend- einer 
Beobachtung oder eines Resultates aus Beobachtungen . diejenige Anzahl' von · _ 
Beobachtungen von der Genauigkeit = 1, deren arithmetische� Mittel für eben · ·:· 

so genau gehalten werden muß, wie diese Beobachtung oder dieses Resultat' aus „ · , � · 
Beobachtungen, wobei das Gewicht immer relati'v zn verstehen ist; indem immer< 
die Genauigkeit oder das Gewicht irgend einer bestimmten Gattung von·43eoli'· · 

_ achtungen = 1 gesetzt werden muß. 
He l m e  r t ( 1 872) versteht darunter jene Zahl; welche : angibt, "wie viele 

Beobachtungen · von dem Gewichte 1 ·die gegebene Beobachtung e,rseµt oder . 
aufwiegt. Als Gewichtseinheit bezeichnet. er eine fingierte Beobachtung mit ·dem' 
Gewichte 1 . 

. B a u e r nfe i n d (18?6) bemüht sich, noch deutlicher als Gerling ·zu sein 
und sagt: cDenkt man sich zu den vorha�denen ungleich genauen ·Beobachtun- · 
.gen eine große Reihe anderer gleich genauer Beobachtungen, und· betrachtet 
man jede vorhandene Beobachtung als das arithmetische Mittel am• einer·gewissen ' 
Anzahl bloß gedachter Beobachtungen,· so kamr'lDan die Anzahl der fingierten_ , 
Beobachtungen, deren arithmetisches Mittel dieselb1e. Genauigkeit, hat· �ie-.eine-< 
gegebene wirklich angestellte Beobachtung, das. Gewicht' der letzteren nenn�n, 
während jede der fingierten Beobachtungen die - Gewichtseinheit vorstellt.» ' 

Jo r d a n  ( 1 877) drückt sich mit gleicher,Deutlichkeif aber_ kürzer w!e folgt 
aus: Das Ge\vicht einer Be9bachtung ist bestimmt durch diejenige Zahl; welche - ' 
angibt, wie viele fingierte Beobachtungen von gleicher Genauigkeit·. zu eine� -
arithmetischen Mittel vereinigt werden müssen, damif di�ses die Genauigkeit der · 

� gegebenen Beobachtung hat, wobei man das Gewicht- einer fingierten� Beobach-. · 
tung gleich 1 setzt. · · 

W e i n s t·e i n  ( 1886) definiert: 1cMan riennt jene Zahl, welche angibt, ·mit · 
wie vielen Messungen nach einer Methode' man eine ähnliche Schärfe wie mit 
einer Messung nach einer anderen Methode erreicht, dasuew1ma1eser gegen- . 
jene Gewichte sind· also Relativzahlen.> · · . _· - ' 

· c z u  b e r  ( 1891) gibt folgendes an: c Ma:n- nennt' das Gewicht einer Beob-. „ , 
achtung p mal größer, als das einer anderen, wenn die Folgerungen� '}V_elch� '�an� 
für den Wert der beobachteten Größe aus e iner  Beobachtung der ersten. Art� 
ziehen kann, gleichwertig_ sißd mit den Folgerungen, )Velche � sich -a�s. �. Beob· 
achtungen der zweiten Art ziehen lassen, die sämtlich dasselbe Resultat .ergeb""" en�:�. 

r . . . . " . . . 
haben. Ist p eine gebrochene Zahl, etwa -"g1 , so erfährt die .Defini�i�n: d!p Ab·. 

· . ' 

. änderung, daß s Be.obachtungen der ers�e1' �rt .gJel�hwerti.g ·sind mit � Beol;>ach· . 
. tungen der zweiten Art . .,, · 



Erscheint die Definition nunmehr vollkommen klargestellt, so finden sich 
tlem Wortlaute nach noch beachtenswerte Variationen,  z. B . :  

Kol l (1893): «Die Gewichte sind  Verhältniszahlen, die angeben ,  wie oft 
ein Beobachtungserg·ebnis oder eine aus einem Beobachtungsergebnis abgeleitete 
Größe in einer Rechnung· anzusetzen ist, um ihre Genauigkeit richtig zu be­
rücksichtigen.  „ 

H e r z  ( 1900): «Die Gewichte repräsentieren die Anzahl einfacher Beobach­
tungen von gleicher Genauigkeit, welche man zu einem Mittel vereinigt denken 
kann, um die gegebene Beobachtung zu ersetzen.» 

W e i t b r e c h t (1906): »Das Gewicht einer Beobachtung ist n ichts anderes 
als diejenige Anzahl von (wirklich ausgeführten oder nur gedachten) Beobach­
tungswiederholungen j e  vom mittleren Fehler µ, welche nötig ist, um den mitt­
leren Fehler m dieser Beobachtung zu erreichen . »  

Aus der von den  verschiedensten Seiten b eleuchteten Definition des Ge­
wichtes geht hervor, daß eine Beobachtung mit dem Gewicht g ersetzt werden 
kann durch g Beobachtungen mit dem Gewichte 1 und daß statt der Benennung 
«Gewicht» manchmal auch anschaulicher die Bezeichnung «Anzahl» gewählt 
werden kann .  Eine Beobachtung mit dem Gewichte 1 oder eine «Normalbeob­
achtung» stellt also sozusagen die «Beobachtungseinheit» dar, die gewöhnlich 
als «Gewichtseinheit» bezeichnet wird. Was man gemeiniglich die Gewichtseinheit 
n en nt, ist also nicht die Einheit des Gewichtes, sondern eine B e o  b ac h  t u n  g, 
welcher die Gewichtseinheit zukommt. (Siehe auch V o g 1 e r  : "Didaktisches zur 
Ausgleichungsrechnung „ in der Zeitschr. f. Verm„ Stuttgart 1904, S .  402). 

Die Einführung ungleicher Gewichtsansätze kann verschiedenen Ursachen 
entspringen . Werden Messungen ,  Wägungen, Beobachtungen , Erhebungen etc. in  
einer ungleichen Anzahl vorgenommen, so spricht man von «Wiederholungs­
gewichten n» . Werden Beobachtungen n ach ungleich scharfen Methoden ,  mit 
ungleich beschaffenen Instrumenten,  unter wechselnden äußeren Umständen oder 
mit verschiedener Sorgfalt angestellt, so werden die ihnen zugeschriebenen Ge­
wichte speziell als «Genauigkeitsgewichte p» bezeichnet. Die Gewichte n und p 
sin d  von den Beobachtungsgrößen selbst unabhängig. Gewisse lYiessungsoperatio­
nen sind aber so beschaffen, daß ihre Güte mit der Messungsgröße selbst in  
einem b estimmten Zusammenhange stehen; dann sind die auftretenden Fehler 
von den Beobachtungsergebnissen abhängig und demgemäß auch die Gewichte 
bestimmte Funktionen der Beobachtungsstücke .  So ist der Fehler der Längen­
messung, wenn er nur von systemat�schen Teilen befreit ist, der Quadratwurzel 
aus der gemessenen Länge proportional. Derartige Gewichte heißen «Längen­
gewichte», «Entfernungsgewichte» , «Strahlengewichte» etc. Wird ein geometri­
sches Messungssystem so ausgeglichen, wie wenn es ein elastisches wäre, so 
kommen den einzelnen Elementen Gewichte zu, die wir speziell als «natürliche 
Gewichte» kennen gelernt haben .  

Verschiedenartige, einer einzelnen Bestimmung beizulegende Gewichte 
kombinieren sich durch Multiplikation der Einzelgewichte zu dem «Gesamt­
gewichte g». Es ist beispielsweise in dem Falle der Richtungsausgleichung ein es 
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Dreiecksnetzes, wo nicht nur verschiedene Strahlenlängen s, sondern auch un­
gleiche Genauigkeiten VP und Wiederholungszahlen n auftreten, das Gesamt­
gewicht mit g = n p s  anzusetzen, während b ei wiederholten Längenmessungen 

das Totalgewicht durch das Produkt g = n p . � ausgedrückt erscheint .  Ja h n  

( 1 839) bestimmt das Gesamtgewicht bei Besetzungen von Stellen aus dem 
Produkte a g v 1 k für j eden einzelnen  Kandidaten, wo a das Alter, g die 
Gesundheit, v das Vermögen,  1 das Ledig- und Verheiratetsein und k den 
Charakter, die Kenntnisse und Leistungen der Kandidaten bedeuten*) und sich 
deren Einheiten auf den jüngsten, den kränklichsten, den reichsten und je­
den ledigen Kandidaten beziehen  und k durch vorausgegangene, sorgfältige 
Untersuchung von den stellenbesetzenden Wählern durch eine Zahl auszu­
drücken ist 

Dem Begriffe "Gewicht» kommt demnach eine viel allgemeinere Bedeutung 
als die eines bloßen Genauigkeitsmaßes zu : Es ist allgemein als ein die Beob­
achtungsart näher bezeichnendes Merkmal aufzufassen,  das sich von den direkt 
angestellten Beobachtungen auch auf Funktionen von B eobachtungen gewisser­
maßen überträgt. 

Von den erwähnten Gewichtsarten sind die Wiederholungsgewichte direkt 
proportional oder gleich zu setzen den Anzahlen der wiederholten Erhebungen; 
die von den Messungsgrößen abhängigen Gewichte lassen sich aus dem Abhängig­
keitsgesetze berechnen; die Bestimmung der Genauigkeitsgewichte ist aber im 
allgemeinen nur einer Schätzung zugänglich, sie ist, wie F r  e e d e n  sich aus­
drückt, «oft diskretionärer Natur und deshalb eine Sache des Taktes und der 
Erfahrung». Es erscheint daher notwendig, für diesen Gewichtsfaktor eine will­
kürliche Taxierung zu treffen, worüber K r i e s  ( l 886) folgendes bemerkt: «Wen n  
es erforderlich ist, Beobachtungen verschiedener Art mit einander zu kombi­
nieren, und man Veranlassung hat, die einen für genauer als die anderen zu 
halten, ohne daß aus der Beobachtungsreihe selbst sich für das Präzisionsmaß 
derselben bestimmte Anhaltspunkte ergeben, so ist es notwendig, über die den 
verschiedenen Beobachtungen beizulegenden Gewichte irgend eine willkürliche 
Festsetzung zu treffen; man führt etwa das Resultat eines Beobachters mit 
dem doppelten oder dreifachen Gewicht in die Rechnung ein, wie das ein es 
anderen.» 

Während sohin die Gewichte der Beobachtungen zumeist al.s gegeben  vor­
liegen oder vor der definitiven Ausgleichung berechnet werden können, sin d  die 
Gewichte der Funktionen von Beobachtungen oder der unbekannten Elemente 
erst im Wege der Ausgleichungsrechnung abzuleiten, worüber im folgenden 
Kapitel näheres gesagt werden soll. 

(Fortsetzung folgt.) 

·X) Der Protektionsfaktor P spielte zu Jahn's Zeiten noch keine Rolle. 

,. 
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Es sei nun Pu (siehe Fig. 3) derjenige Punkt, dessen Ordinate 
Y• + y, 

2 
ist und analog P!3, ferner Pm der Punkt mit der Ordinate y�, dann hat 

4Pm =Pu+ 3Pu. 
Die Punkte Pu und P32 sind offenbar die Schnittpunkte einer durch 

P, resp. P, und P1 bestimmten Geraden mit der' Teilungsgeraden. 
Man hat ferner 

Pm= Pu -{-(Pu - Pu). 
\� ir erhalten so für den Inhalt 

Ym. 3 6,x = y!s „3 6x-t (Pu - P„) 6,x. 

' 
. ..... 

Auf der geteilten Geraden lesen wir direkt 
't]m= 36,x. Ym 

. .  ' 
ab und analog YJ.u = 3 6,x. Y21, YJu = 3 6,x. yu · 

Man hat also, wenn die Fläche A P1 Ps P1 P, B mit iu bezeichnet wird, sofort' 
iu = YJu - + (1ju - 1ju ). 

Diese Formel gilt _streng für eine Parabel dritten Grades. Da man ;iber 
eine jede Kurve innerhalb mäßiger Grenzen durch eine· solche darstellen kann, . 
allgemein als ein� Näherungsformel. r---

. Beim Gebrauche legt man das Planimeter so auf di� Figur, daß sie. von 
der Nullgeraden nahezu in zwei gleiche Teile z�rlegt wird. · 

Hierauf wird_ an die Schnittpunkte P1 P� d!e Filmgerade angelegt und iJu 
abgelesen. Ebenso wird ·durch Anlege? der "Filmgerade an die Punkte P1 P, die 
Lesung YJu gewonnen. Die zwischen Y• und y, 'eingeschlossene Fläche ist' dann · 

gegeben durch die Formel 
· · 

iu = 'Yj11 - t (71u - YJu). 
· : Hat �an mit Begrenzungen mit nicht abzmvechs�foder Krümmung zu tun, 

so können die Abstände der Ordinaten ziemlich groß genommen werden, ohne 
daß d� Verfahren viel al) Genauigkeit. einbüßt, was oft eine nicht unbedeutende. 
Zeitersparnis bedeutet. 

Theoretische und historische Betrachtungßi'I 
Ober die Ausgleichungsr�chnung. -_ 

Von Oberingenieur S. Welllsch. 

(Fortsetzung). 

x. Über· das Prinzip der kleinsten Summen. 
· Liegen zur, Bestimmung der u Unbeka·n.nten x, y, z, · . . . die n 

gleichungen (n > u) mit den Gesan'ltgewich�en vor: · 

a, x + b, y + c, z � l, = v1 Gewicht g1 '.1 · 

a, X + bi y + Ct Z -· 11 = V.,1 > ·, g1 
.• 

, • . 1• • 

'. 1) 
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und ist f = � (11, 11, 13, . . •  10) eine lineare Funktion der von einander unab­
hängig gemessenen n Größen 11, 11, ls, . . . 10; bezeichnet man die partiellen 
Differentialquotienten der Funktion nach den einzelnen Beobachtungsgrößen der 
J{eihe nach mit 

2f cf 

�=q,. . . �= q„ 1 n 

und sind die den beobachtenden Größen anhaftenden m ittleren Fehler : 

± ml ± 1111 • • • ± mn, 
sohin die ihnen zukommenden Gewichte 

mo! 
gi =--, 

m1 

.wo 
[avv J 

m � = _1:>_ - das mittlere 0 ·n-u 
Fehlerquadrat einer Beobachtung vom Gewichte l 

oder 1110 den sogenannten <mittleren Fehler der Gewichtseinheit» bedeutet , so 
ist der mittlere Fehler der Funktion: 

mf= ± V(q1m,)2 + (q.m2)z+ .. . + (qnmn)2 = ±V [q2 m2) = ± moV [�j 
und das reziproke Gewicht der Funktion : -1- = [q q] · g/ g 
Satz: Die Anwendung der Theorie der kleinsten Summen zur Ausgleichm1% 

überzähliger Beobachtungen Hißt nicht nur bei den b e ob'ach t e t e n  Ele­
m e n t e n die k 1 e i n s t e n mit  t 1 e r  e n Fe h l e r  zuriick, sondern erteilt 
auch den u n b ek a n n t e n Elem ent e n  die g r öß t en Ge w i c h t e. -

o) A usg l e i c h u n g nac h d em Prinzi p d e r k l e i n sten F e h ler. 
Obwohl die Bestimmung der mittleren Fehler und Gewichte der Aus­

gleichungsresultate in den meisten Han<lbiichern der Methode der kleinsten Qua- · 

drate zu finden ist , sei diese Aufgabe namentlich aus dem Grunde selbständig 
· durchgeführt, weil in der ·hier etwas abweichenden Ableitung de� Finalgleichungen 

- eine Vereinfachung
. 

insofern hineingebracht erscheint, als die auftretenden Koef­
fizienten a, ß; y, . . . sowohl für gleiche, als auch für ungleiche Gewichte der 
Beobachtungen hier konsequent dieselbe Bedeutung behalten. (Vergl. Jor d a n: . 
Handbuch der Vermessungskunde; I. Bd. 1888, § 22, oder 1 ?04, § 21, Gleichung 
8 und �) .. 

Stellt rria_!l die Bedingung auf, daß die Summe der mit den Gewichten 
multiplizierten Quadrate der. übrigbleibenden Widersprüche, d. i.: 

ein Minimum 
sich auf drei 

. 

[gvv] 
werde, so erhält man aus den Fehlergleichungen 1 ), wenn man 
Unbekannte beschränkt, die Normalgleichungen: 

[gaa J x + [gab] y + [gac] z = [gal] l 
[gab)x + [gbb)y + [gbc]z = (gbl) 

J 
: 

, 
. . . 

[gac]x + [gbc]y + [gcc]z= [gcl] 
. 2) 

Um die mittleren Fehler oder Gewichte der ersten Unbekannten x angeben · 

zu können, hat man den Anteil jeder der Beobachtungswerte 11 12 13 • • •  an dieser 
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Gnbekannten zu bestimmen, d. h. man hat diese Unbekannte als Funktion der 
direkt beobachteten Elemente 1 darzustellen. Zu diesem Behufe multipliziere man 
die Normalgle ichungen 2) der Reihe nach mit den vorl�ufig noch unbestimmten 
K o effiz i e n t e n  kx' k1" k1"' und summiere sie, wodurch man .erhält : 

{ [gaa] kx' + [gab] k,,.'' + (gac] kx'"} x + {(gab] k„' + [gbb] k1" + (gbc] k1"'} y + 
+ { (gac] kx' + [gbc J k.'' + [gcc] kx"'} z - { [gal] k11 + (gql] kx" + (gcl] kx'''} = o 

Nun ermittelt man die sogenannten Gewichtskoeffizienten so, daß der Koef- · 

fizient von x gleich der E.inheit wird und die Koeffizienten von y und z ver­
schwinden, stellt also folgende Gewichtsgsleichungen für die Unbekannte x auf: 

[gaa] kx' + [gab] k„" + [gac) k,/" = l } 
[gab] kx' + [gbb] k1" + [gbc) kx'" = 0 • • · · • · • · 3) , 
[gac] kx' + [gbc] k„" + (gcc] kx"' = 0 

Aus diesen Gleichungen berechnet man in üblicher Weise 
'die Gewichts- -

koeffizienten und erhält so mit Berücksichtigung von 3) die sogenannte « unbe­
stimmte Auflösung der Normalgleichungen1: 

X= [gal) kx' + [gbl] kx" + [gcl] k,.'" _ 

welche durch die Auflösung der Summenausdrücke
, 

wie folgt umgeformt wird: 
X = (a1 kx' + b1 kx" + C1 kx"') g111 + (a1 k/ -1- b1 k." C1 kx'") g1 l1 + ... 

Setzt man für die Ausdrücke in den Parentliese�, da hierin all� Glieder 
bekannt'sind, zur Abkürzung der Reihe nach die F a k t o·r e n  1X1cx1·a, ... , so· 
erscheint x als lineare Funktion der direkt beobachteten Größen 11 1, 1, ... über-

s ichtl ich dargestellt, nämlich : · 
X = CXt g, I, + ex. g. 1. + . . . 

Sohin ist, da q � cxg, der mittlere Fehler von x: 

mx = ± m/V[ �q] = ± m� V [gcxcx] = � v-[g_v;_�_g: -a:f. 
Die Summe [g�cx] wird direkt summarisch wie folgt erhalten : Multipliziert 

man die Ausdrücke für cii ex, ex, • • .  der Reihe nach mit g,cx,, g1cx., gacxa . .. 

bildet man die S�mme, so erhält man zunächst: 
[gcxcx] = [gaa] k;r,' + Egbcx] k,/' i- fgccx] k1111 • • • • • • •• ) 

Multipliziert man jetzt dieselben Aus�rücke der Rei�.e nach mit, ga, gb, gc 
und addiert jedesmal, so ergeben sich mit ·Hinweis au� 3) die 

.Beziehu�gen : 
[gaa) = 1. [gba] = 0 [gccx] = 0. • • • . : . . 5) . 

Folglich erhält man _durch ·Substitution von 5) in 4): 
[gcxcx] = k1' 

1 : 1 
. m"=± mo ik: g":.._'k' . " 

In analoger Weise ergeben sich . auch die mittleren Fehler und Gewichte 
der Unbekannten y und z. In übersichtlicher Zusjlmmenstellung hat man daher . 
(ür drei Unbekannte: 

· 

1. Das System der Gewichtskoeffizienten aus den drei Grupp�n V?n 'G·e-. 
wichtsgleichungen: 

· ' 
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(gaa]k' +[gab] k" + [gac] k"' = 1 
(gab]k' + [gbb] k" + [gbc] k"' = 0 
[gac] k' + [gbc] k" + (gcc] k"' = 0 

0 1 0 
l 1 0 
0 l 

und zwar: k/ kx" kx''' - k/ ky" k/" - k,' k," k,"', je nachdem die 
Absolutglieder: 1 ,  0, 0, 0, 1 ,  0, - 0, 0, 1 ,  eingeführt werden. 

2. Die Darstellung der Unbekannten als lineare Funktionen der Beob-
·achtungen : 

x=[<XglJ 
y = [ßgl] 
z = [ygl], 

worin die Faktoren ex, � •. '( allgemein wie folgt bestimmt sind: 
ex= a k: + b kx'' -f-- c k,"' 
�= ak/+ bk/ +  cky"' 
r=ak/ + bk,_" + ck,"' 

3. Die mittleren Fehler und Gewichte der Unbekannten: 
mx = ± mo y [g<X<XJ = ± mo Vk: gx = 1 : kx' 
my = ± m0 V [g��J = ± m0 \1 k/'. gy = 1 : k/' 
m„ = ± m0 V [gyy] = ± m0 Yk."' g, = l : k,"' 

Da in den Ausdrücken für die mittleren Fehler. die Koeffizienten k bei 
vorliegenden Beobachtungen konstante Gröl�en sind, die Unbekannten aber so 
bestimmt wurden, daß der zweite Faktor im Ausdrucke für die mittleren Fehler, 

nämlich m0-:---V [gvv] , zu einem i\linimum wird, so sieht man, d�iß das Prinzip n- u . 
der kleinsten Summen nicht aur den Beobachtungen, sondern auch den Unbe­
kannten in ihrer Gesamtheit die kleinsten mittleren Fehler erteilt. 

· b) Aus g l e i c h u ng n a c h dem Pr i n z ip d er g rößt e n  Gewic h t e. 
In dem Vorgehenden wurden die Beobachtungen so ausgeglichen, daß die 

Summe der mit den Beobachtungsgewichten multiplizierten Quadrate der übrig­
bleibenden Widersprüche und damit auch die mittlere11 Fehler der einzelnen 
Beobachtungen und der berechneten U�bekannten zu einem Minimum "werden . 

Damit ist aber noch .nicht dargetan, da(� durch die Ausgleichung nach dem 
Prinzip der kleinsten Summen auch die Gewichte der Unbekannten am größten 
werden, da aus den Ansätzen für die Gewichte der zu einem Minimum gemachte 
mittlere Fehler der Gewichtseinheit durch Kürzung hinausgefallen ist. Es bietet 
sich nun die Frage dar, wie die Unbekannten zu berechnen sind, damit die 
Gewichte der Unbekannten ·den möglich größten Wert erlangen? Offenbar so, 
daß die Summen 

[g ex cx ], [gp�), [gyy] 
welche den G.ewichtsreziproken gerade proportional sind, Je für sich Minima 
werden . 

Ausgebend von den wahren .Werten der Unbekannten X Y Z, setzen wir 
die Gleichungen für die wah ren Fehler an: 

f . ' 
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a1 X + b1 Y + c1 Z - 11 = E1 
�X + b2 y + C2Z - 12 = E2 

Führen "ir die Untersuchung zunächst für die U.nbekannte X durch, so 
multiplizieren "ir diese Fehl�rglei�hungen der Reihe nach mit de!l vorläufig 
noch unbestimmt.gelassenen Mu l t ipl i k a·t o r en IX1 � tX3 • • •  und addieren sie 
unter Berücksichtigung ihrer �Anzahli>, so daß wir die Summengleichting erhalten: 

[g atX] X+ [gb�J Y + [gctX] Z- [g ltX] = [gt:ciJ 
Um die darin vorkommenden Multiplikatoren o: so zu bestimmen, daß X 

eine lineare Funktion all�r 1 werde, müssen hiefür solche Werte aufge�Ücht 
werden, welche die Glieder mit Y und Z zum Verschwinden bringe� und den 
.Koeffizienten von X zur Einheit machen. Unterwirft man daher die�e Multiplika-. 
toren den Bedingungsgleichungen : 

[gaaJ = I [gb<X] = 0 [gca.J = 0 . . . 6), 
so reduziert sich die obige Summengleichung auf die einfache Form: 

X - [gla.J = [gta.). 
'Wird hierin [gta] = 0 gesetzt, so geht der wahre Wert X der Unbekannten 

m seinen der Wahrheit am nächsten liegenden Wert x über, .so daß 
X - x= [gta.] 

den wahren Fehler von x vorstellt, und die Un,bekannte als eine 'lineare Funk­
tion der direkten Beobachtungen ausgedrückt ist, nämlich: 

X = [ 1Xg 1] = ('lt gl 11 + a., g2 II + . . . 
Es "ird nun offenbar derjenige Wert von x der beste sein, dessen Fehler 

dem w a h r e n  Fehler am nächsten kommt, das ist aber mit größter \Vahrschein-. · 
lichk�it der m i t t l e r e  Fehler m.=±m0 V[gaa). Damit nun m„ ein Minimum 
wer�e, müssen, - da jetzt rn0 bei gegebenen Beobachtungen alS eine .unveränder­
liche Größe anzunehmen ist, die in einer· Anzahl n vorkommenden Multiplika­
toren a., von wel.chen durch die Erfüllung der Bedingungsgleichungen 6) erst 
drei eliminiert erscheinen, während n - 3 immer -noch unbestimmt bleiben, so 
gewählt werden, daß [gaa] =min wir�. 

Um nun dieser Bedingung zu genügen,. geht man nach Lagrange so vor, 
daß man zunächst die der Reihe nach mit den Kor.r elate n �2k1',· -2k„", 
-2 k.'" multiplizierten Bedingungsgleichungen 6) z e · :ufgelös en - umme 

\ - . 
[gacx] hinzufügt, wodurch erhalten wird: · · 

[gcxcx] = g1 cx1• + g2a.2' + ... -- 2k„' ([gaa] ,-, l)-2ks" [gb1%]-2k1"' (g ca] =min. 
Durch Nullsetzen der nach allen a genommenen partiellen Differentialquo­

tienten und Kürzung durch die Konstanten 'g wird: 
cx1 · a1 k.'.+ b1 k,.'' + c1 k:x"' } . 
CX:i = 3.t k„' + bt k„" + Ct ks"' • • , 

- , • „ • • • • 
• • 

• • • • 

Durch Substituierung dieser Ausdrücke in 6) w_ird erhalten: 

' [ga a] k.·; +[gab] k;; + [gac] k,."' = 1 } 
[gab] k1' + [gb b]k:x" + [gbc] ks"' = 0 • • " 

[gac] k,,' + [gbc] k„" + [gcc] k„"' = 0 . 
1 -

. 7) 
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womit die Korrela,ten k und weiters die :Multiplikatoren ex., sowie die Summe 
[gcx.cx.] berechnet werden können. 

Durch die Erfüllung der Minimumsbedingung [�cx.r1.J = min hat die Unbc· 
kannte x die geringste Abweichung von der Wahrheit oder das größte Gewicht 
erhalten, was auch in analoger Weise von den übrigen Elementen y, z nachge· 
wiesen werden kann. 

\ 

Vergleicht man nun die l\foltiplikatoren ix des Kap. b mit den Faktoren o: 
des Kap. a und die Korrelaten k des Kap. b mit den Koeffizienten k des Kap. a, 
so ergibt sich aus der ldentiüit der von einander unabh;ingig eingeführten Zahlen· 
größen ·die Tatsache, daß der hier eingeschlagene \" organg bei der Ausgleichung 
der beobachteten Elemente mit den Vorschriften der :Methode der kleinsten Sum· 
men vollkommen übereinstimmt. l\lan ist üaher zu dem Schlusse berechtigt: 

«Diejenigen ·werte der Unbekannten, die aus ei;1er Kombination der 
Beobachtungen hervorgehen , 'reiche die Summe [ga:a:}-"zu einem "Minimum 

machen, sind mit denjenigen Werten identisch, welche d�e Summe [g v v] 
auf ein kleinstes Maß bringen , . 

Oder: «Das Ausgleichungsverfahren, welches die Unbekannten so bestimmt, 
daß die Summe der mit den Beobachtungsgewichten multiplizierten Quadrat� 
der übrigbleibenden Widersprüche ein "Minimum wird, ist identisch mit jenem 
Ausgleichungsverfahren, welches den Hesultaten die kleinsten mittleren Fehler 
oder die größten Gewichte zuteilt.> 

Demnach liefert die Theorie der kleinsten Summen unbedingt die besten 
Resultate für die Unbekannten. Je nachdem aber die kleinsten Summen im Sinne 
der Methode der kleinsten Quadrate oder im Sinne der l\lcthode. der klejnstcn 
Produkte gebildet werden, erzeugt die eine oder die andere Methode das der 
eingeführten Bedingung gemäße Maximum für die Gewichte der unbekan!lten 
Elemente. 

X!. Über �le Koordinatengewichte. 
· Liegen· für die Bestimmung der beiden Unbekannten x, y die drei Gleichun-

gen vor : a1 x + b1 y = 001 
a:l X + b2 y = w2 
a3 x + b3 y = 003 

so kann man dieselben nach den Unbekannten in allen Kombinationen zu zweien 
auflösen u_nd erhält so die drei verschiedenen Wertpaare: 

h1 Ws - b, W1 x, = - ------''­
a. hz-a2 b, 

h1 Ws - b, W1 x, = - --:----­
a1 b, - �b1· 

a1 w, � a2 001 
a, b, -'- a, b, 
fl1 Ws - a1 001 
a, b, - a, b, 

��-�� ·�-·� Xi = - - - y3.= ------·�-·� ·�-·� 
Diese drei Wertpaare stellen die Koordinaten der drei Schnittpunkte 

durch die drei Gleichungen bestimmten Geraden dar und es �ind die e infa c h e n 
a·r i t h m et i s c h e n l\I i t t e 1 : 

'• 
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X- [x] - 3 
Y- [y] 

-3 
die Koordinaten des Sch" erpunktes des durch diese Geraden gebildeten Dreieckes. 

Die Schwerpunktlage, für welche die �umme der Quadrate aller Abstände 
von den Dreiecks p u n k t e n  ein Minimum ist, entspricht aber nicht der etwa im 
Falle des Vonvärtseinschneidens nach der Methode der kleinsten Summen zu 
ermittelnden wahrscheinlichsten Punktlage, für welche bei gleichen Strahlenlängen 
die Summe der Quadrate der Abstände von den Dreiecks s e ite n ein Minimum 
Werden soll. Dieser Minimumspunkt ist bestimmt durch das a 1 1  g e m e i n e  a r i t h­
m e t  i s c h e Mi t t e 1 der Koordinaten : 

X - [gx] .1 0 - [g] 
y - lgy] o- fg}, 

worin die Gewichte g nach Ja kob i ( 1841) folgende Werte besitzen: 
g1 = (a, b, - a, b.)2 
g, =(<lt b3 - 3.t h1)2 
g, = (<4 bl - a, b,)2 

Für die von Fu c h s  in der Abhandlung über das Eigengewicht der Be­
stimmungsgleichungen in der cÖsterr. Zeitschr. f. Verm.» 1907, S. 209, ange­
führten Gleichungen 

+x+ /3 =10, -x+ /I = 10, y ·a 

· erhält man die Koordinatenpaare 
x1 = 0 
x,= + 10 
X1=- l0 

Das einfache arithmetische Mittel 
Schwerpunktes: 

Y1 = 10)'3 
y,= 0 
)'1= 0 

derselben liefert die Koordinaten des 

Y= 10 
1 .y3 

Führt man jedoch die- Koordinatengewichte 
g, = 4' g, = ) ' g, = l, lg] = l'!O 

ein, so ergibt sich das allgemeine arithmetische Mittel der Koordinaten 
12 Yo= ff, 

Welche der wahrscheinlichsten Punktlage entsprechen. 
Damit erscheinen auch die sogenannten •Eigengewichte> der Bestimmungs­

gleichungen einer nä
.
heren Erklärung zugänglich. 

Liegen mehrere Pu nkt e vor, so ist der wahrscheinlichste unter ihnen i�r 
Schwerpunkt, ·sind hingegen mehrere S e  .i t e n (Richtungen) gegeben, so ist ihr 
wahrscheinlichster Schnittpunkt der Gauß'sche Minimumspunkt. Allerdings ist auch 
der Schwerpunkt ein Minimumspunkt, aber er ist es nur in. Bezug auf gegebene 
Punkte, nicht aber auch in Bezug auf gegebene Gerade. 
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IJie F u c h s'schcn Eigenge'' ichte verschwenken demn a ch die gegebenet1 

Geraden derart, daß die \rnhrscheinlichste Punktlage des deformierten Fehler­
polygons; zusammenfällt mit der Sclmerpunktslage des ursprüng-lichen Polygons, 

womit aber die Forderung der �lethode der kleins ten Quadrate, die Summe der 
Quadrate der Beobachtu ngsfehler zu einem Minimum zu m achen , ignoriert 

wird. Es sollte aber, wenn nach der �Iethode der kleinsten Quadrate ausge ­

glichen wird, nach dem Vorb i l de eines Gauss, B c s s c l und Hansen unbe­
dingt daran festgehalten werden, daß nur diejenigen Wer te, welche unmittelbar 

durch Beobachtung gegeben sind, Yerbessert werden, um den Bestimmungs­

gleichungen zu genügen und n icht solche Werte , die erst aus den Beobachtungen 

durch Ableitun� gewonnen \\erden müsse11. (Vergl. \Vellisch: ·Über die Prin­

z1p1en der Ausgleichungsrcchnung� in der «l.citschr. f. Vcnnessun gsw . • Stuttgart 

190 7, S. S 79). (Fortsetzung folgt.) 

Über Tachymeter und ihre Geschichte. 
Zus;i mmengestellt von Statthalterei-Inge nieur Dr. Hans Löschner. 

(Fortsetzung). 

Die vierte Gruppe in unserer Tachymeter-Einteilung umfaßt die automatischen 
Tachymeter, bei welchen die tachymetrischen Elemente D und h unmittelbar aus 
den Lattenablesungen - ohne besondere Rechnung - erhalten werden. 

Hierher wird zunächst das schon früher erwähnte Tachymeter nach Paten� 

Ti c h y und St a r k e gezählt. 
Ein weiteres Tachymeter dieser Gruppe hat Prof. E. Ha m m e r  im Jahre 

189+ e11tworfe11, nachdem schon früher, besonders in Frankreich un� Italien, lnstru­
me11te gebaut worden waren. bei welchen die Horizontaldistanz - nicht aber der 

. ' ' 
Höhenunterschied - an der Latte abgelesen werden konnte.1) Die Veranlassung 

zum Entwurfe Hammer's gab das «Reduktionstachymeter1 von G. R o n c a g l i  und 

E. Urban i, bei welchem ein verschiebbares, nach der Beziehung L cos2 <X geteiltes 
Gla�mikrometer entsprechend dem am .Vertikalkreis abgelesenen Zenitwinkel ein· 

geste llt wird und sodann unmittelbar den der horizontalen Entfernung entsprechen· 

den Lattenabschnitt liefert. 2) Während nun nach Roncagli eine Verschiebung des 

1\ H a mm e r in Zeitschrift für Ins trumentenkunde 1898, S. 241 ; Rein h e r t z in Jordan:s 
Handbuch der Vermessungskunde Bd. II, 1904, S. 740. 

1) Zeits'chrift für In strum entenkunde 1893, S 381 und 1895, S. 180. - Den gleichen Zwecl: 
veJfolgen u. a. die Anordnungen von ß a g g i und von V. Rein a - Zeitschrift für In s trumenten· 
kunde 1,896, S. 340 und 1897, S. 287.'- ·Bezüglich der französischen Instrumente ist in sbeson dere 
auf das Werk: cG o u l i e r, Etudes theoretiques et pratiques sur les levers topomctriques. et en par· 
ticuli er . sur la tacheometrie, Paris 1892 • hinzuweisen. - Vergl. auch in Zeitschrift für Instrumenten· 
kunde 1899, S. 191: A. Ch ampi g ny's selbstrechnender Tachymetertheoclolit für Ablesung von 
llorizontaldistanz und Höhenunterschied ; ferner in Z eit�chrift für !nstrumentenkuode 1899, S.- 377: 
Tachymeter von '.\1. Na s s  o und endlich in Zeitsc hrift für In strumenten kunde 1897, S. 155, über deJl 
·auto matis ch wirkenden Tachygraphen von F. Sc h r a d e  r, eines durch s eine topographis'chen Arbeiten 
in den Pyrenäen und als Leiter der geographischen Anstalt der llachette'schen Buchh:mdlung in Pari• 
bel.:a1nnt gewordenen Ingenieur-Geographen. 
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Die Konstruktion bietet keine Schwierigkeiten und ist in der Fig. 2 gege­
ben. Man hat nur durch den Schnittpunkt der Geraden g1, g2 eine zu"r X- Axe 
parallele Gerade zu ziehen. 

Zwei in der Entfernung a12 a2l! 
)-: resp. T 

, 

von dieser Geraden gezogene Parallelen schneiden die Geraden g1 , resp. g2 in 
Punkten, deren Entfernungen von dem Schnittpunkte der Geraden g1, g2 eben· 
die. gesuchten Größen P1 und P2 sind. 

Wird die Gerade g12 in gleicher Weise mit einer weiteren g3 u. s. w. 
kombiniert, so erhält man zum Schlusse eine Gerade, welcher der einen Normal-

,. 

gleichung entspricht. 

-,-
! 

a: ,--1------_._-+-___, r· ; 
; t" 

Fig. 2. 

Ebenso ist .die Gerade .für die zweite Normalgleichung zu konstru ieren : 

Der Schnittpunkt beider gibt dami'- diejenig�n
'
Werte·von'x urld y, wekhe äer 

Methode der kleinsten Quadrate entsprechen. 
Die Konstruktion läßt sich bei Anwendung der Lehren der graphischen, 

Statik wesentlich vereinfachen, wovon 'jedoch hier abgesehen werden soll; nach:' 
dem ein Bedürfnis der praktischen Anwendung dieser Gleichungen' nicht vorliegt�-

Theoretische �nd historische .Betracht.ungen 
über die Ausgleichungsr�chnung: 

Von Oberingenieur S. Welllsch. 
(Schluß). 

Aus dieser Betrachtung . geht hervor; daß 'man, um · durch Ausgleichu
-
ng 

mehrerer Strahlenschnitt�_. zu den von f u c h s erwarteten Werten zu
· 

gelangen, 
die einfache Methode der kleinsten. Quadrate nicht anwe�deh d.arf.' 

Versuchen wir es also mit einer
. 

anderen M
.
ethode, z. B. mit dem Bertot­

schen Verfahren, nach welchem den ein.zeinen · Gerade·n Gewichte a��uweiserl · 
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sind, die "den Quadraten ihrer Längen s!' prop ort ional sind. Bezeichnet cr den 
Südwinkel einer Geraden, so ist 

sin cr cos cr sin cr a=- -­s b = cos ü 
s s=-- =·--

a b 
und das Quadrat der 
Bestimmungsgleichu;ig: 

c algebraischen Hypotenuse> 
. l h:t-a2+b2-_ 

- c - 52 . 

oder das Eigengewicht der 

Da so hin die Eigengewichte auch durch die Be r t  o t'schen Gewichte -defi­
niert erscheinen, so gelangt man zu dem Resultate, daß diejenigen Werte', welche 
nach Prof. Fu c h s  zu erwarten sind, auch durch Anwendung des Be r t  o t' sehen 
Verfahrens gewonnen werden können. Gleicht man mit Rücksicht auf die Un­
gleichheit der drei Strahlenlängen 

1/3 
S1 =2 

nach der Methode der kleinsten Produkte aus, welche den einzelnen Gleichungen 
die natürlichen Gewichte s zuerteilt, so gelangt man zu einem Resultate, welche� 
zwischen dem nach G a u s s und dem nach B e r t o t  erhaltenen zu liegen kommt, 
nämlich: 

l .  Wa h r s c h e i n l i c h s t e  Pu n k t l a g e  nach der Methode der kleinsten 
Quadrate: 

X=O 

2. Na tür l  i c h s  t e  Pu n k t l a g e  nach 

x=o 

12 y= 1/3' 

der Methode der kleinsten P1 odukte : 
. 1 l y= 1/3' 

3. G e o�e t r i s c h e  Pu n kt l a g e  nach dem Bertot'schen Verfahren oder 
mit Benützung der Eigengewichte: 

x = o 10 y= ff. 

Von di,esen drei Punkten ist der S c h w e r  p u n k t  im allgemeinen ver­
schieden; nur' für regelmäßige Fehlerpolygone, also auch für ein dem Fuchs'schen 
Beispiele zu Grunde liegendes gleichseitiges Dreieck fällt der S�hwerpunkt mit 
dem. geometrischen Mittelpunkte zusammen. Sind die Strahlenlän'gen einandf;!f 
gleich, was z. B. bei den Gleichungen 

y y x+ f3=10,. -X + 113 = 10, 

der Fall ist, so fällt auch der wahrscheinlichste und der natürlichste Mittelpunkt 
mit· dem geometrisch·en ·zusammen. Für ungleiche Strahlenlängen dart aber nicht 
ohneweiteres der Schwerpunitt als das Ausgleichungsresultat erwartet werden. 

XII. Über die Bezeichnung der Gleichungen. . 
Für die meisten, in den Formeln der Ausgleichungsrechnung gebrauchten 

Größen und Begriffe finden sich die mannigfachsten Buchstabenbezeichnungen. 

'1 
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So trifft man beispielsweise für die scheinbaren Fehler der Ausgleichung in der 
umfangreichen Literatur die Symbole v, v, <.p, A, w, !:;., ö, x, f:;.x, l, f. Selbst di� · 

Schreibung von Eigennamen wird nicht kons�quent durchgeführt; so findet ·man 
für Tc hebyc h ef die Schreibweisen: Tch e bych ef, Tch e b i c.h ef, Tch e.bych eff, · 

Ts c h ebys c h eff, T s c h e byt s c h e w und Ce b yse v. Nimmt man gleichzeitig 
mit einem modernen Handbuch der Ausgleichungsrechnung z. B. W ei n st e i n s, 
Physikalische Maßbestimmungen und Fe c h n e r  s Kolle�tivmaßlehre zur Hand, so 
kostet es Mühe, in dem Formelapparat sich zurecht zu finden. Auch für die in 
der Literatur der Ausgleichsrechnung am 'häufigsten vorkommenden Q'.leichungsarten 
gibt es die verschiedensten, zum Teil widersprechenden Benennungen; De�nitionen 
und Schreibweisen. Um einer hiedurch leicht entstehenden Gedanken-Verwirrung 
vorzubeugen, wäre es hoch an der Zeit, darap zu denk�n, zum. Zwecke der konse­
quenten Einhaltung einheitlicher Ausdrücke eine Einigung in der einheitlichen 
Bezeichnung der am häufigsten vorkommenden Größen· und Begriffe. zu erzielen. 
und Vorschläge zu erstatten, \vie hier mit der Benennung von· Gleichungen ein, 
schüchte�ner Anfang gemacht weiden soll. . 

In den Formeln, welch� die theoretische Abhängigkeit der \V�hr�p .Werte 
der zu bestimmenden Unbekannten von gegebenen Koeffizienten in mathematischer 
Form zum Ausdrucke bringen, können di'e Unbekannten von ei�ander ·unabhängig 
oder abhängig sein. 

1. Sind die in den theoretiscqen Relat10nen auftretenden Unbekan�te.n von 
einander unabhängig und ver:mitteln direkt beobachtete Größen ihren mai:hema- · ' 
tischen Zusammenhang, so hat man es mit cVei::m i t t l u n g s g l e i c h urig e n». zu 
tun. (Nach G e'r 1 i n  g: �Bedingungsgleichungen vernfütelnqer Beobachtunge-n>, 
nach Ha r t  n e r  : c Bestimmungsgleichungen,, nach W e i n s t  e i n : r Beo-bachtungs-
gleich ungen > ) . a1 x + b1 y + c1 z = L1 

a2 x + b, y + c2 z = L2 
• • • •  „ • • • • • 

2 Sind die in den theor�tischen Relationen vorkommende'n ·Unbekannten . 
� . � , 

von einander abhängig, s9 daß sie bestimmten, strenge ,zu erfüllenden Bediß� ' · 
gurrgen unterworfen sind, so spricht man von <B e d i n g u n

.g s g l e i c hu.n g e n>.· 
C\o + a1X1 + a2X;,1 + aa X3 + . . .  + <l,.X0.= 0 
b0 + b1x1 + b.,j"' + baX3 + · . . ,' + 0X0 . o. 

. . . . . . . . . . . . . . .. ' . . . 
J�folge. der unvermeidli_chen Beobachtungsfehler. sind' sowohl· die Vermitt­

lungsgleichungen als auch die· Bedingungsgleichungen uqtereinander nicht. ver­
träglich. Aufgabe der Ausgleichungsrechnung ist. es, die Unbek.annten so zu: pe­
stimmen,· daß sie den. Vermittlungsgleichungen so gut· als möglich; de'q Bedin-
gungsgleichungen aber strenge Genüg� l�isten. · ·• 

. , , . 3. Werden -in die Vermittlungsgleichungen die ·mit. den. µnvermeidli.chen 
Fehlern behafteten Beobachtuµgen eingefü�rt, so entstehen die je, eine Verb�s­
serung enthaltenden. r F e h  1e r g1 e i c h.J.1 n·ge n ve�m

.ittelnd�r Beobachtungen>, 
welcher Name von . G a u  .s s' herrührt.•) ·On Kliige)s Wörterbuch heißen sie 

*) Siehe He J m er t: Ausg!eicbungsrecbnung 1907, S. 40. 

/' 
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, Gleichungen für die llehler•, nach E n c k e: « Bedingungsgleichungen„ nach 

S awi t s c h: «Fundamental- oder Grundgleichungen), nach Vo g l e r und Ha m­

m e r: c Verbesserungsgleichungen, ). 
a1X + biY + c1z + ... -11 = V1 
a.,iX + b:ä + c2z + . . . - 12 = V� 

4. Werden die mit unvermeidliche� Fehlern behafteten Beobachtungswerte 

in die Bedingungsgleichungen eingesetzt, so erhält man nach Har t n er-Do l eza l 

die cWi d e r s p r u c h s gl e i c h u n g e n>, welche die zwischen. den Sollbeträgen 

und . Beobachtungswerten sich ergebenden Fehler der Gleichungen oder die 

Widersprüche aufweisen. 
CJ.o + ai 11 + a, }% + a3 \3 + . . . + an l. = Wa 
bo + bi 11 + b% 1% + b3 l3 + . . . + b11 In = (J)b 

5. Diejenigen Gleichungen, welche die streng zu erfüllenden Bedingungen 
zwischen den Widersprüchen und den an· den Beobachtungsergebnissen anzubrin­
genden Verbesserungen zum Ausdrucke bringen, heißen die •Fehlergle'i chungen  
bedingter Beobachtungen•. (Nach Ger l i n g: cBedingungsgleichungen bedingter 
Beobachtungen,, nach Jo r d a n  : .:Bedingungsgleichungen, bezogen auf die Ver­
besserungen)), nach K o 11: c Umgeformte Bedingungsgleichungen,.) 

ai V1 + a, V1 + a3 V3 + ... + an,Vn + Wa = 0 
b1 V1 + b2 Vz + bs V3 + . . . + b0 V11 + Wb= 0 

6. Gleichungen, durch deren Auflösung unbekannte Elemente eindeutig berech­
net werden, heißen nach Gerl ing •No r m a l  g l e i c h  u n g e n», weil sie, �vie Opp o 1- · 

z er  bemerkt, für die Bestimmung der Unbekannten maßgebend (normierend) sind. 
(Sie heißen nach La place: c Finalgleichungen,, nach E n c k e: � Bedingungsgleichun­
gen>, nach Nat a n i,: cBestimmµngsgleichungen„ nach Koll: •Endgleichungen>.)· 

[aa] x +[ab] y + [at] z = [al] 
[ab]x + (bb]y + [bc]z = [bl] 
[ac]x + [bc] y + [cc] z = [cl] 

7. Sind die unbekannten Elemente die Gewichte der zu suchenden Größen, 
so legt· man den Normalgleichungen nach G e r l i ng speziell den Namen •G e­
w i c h t s g 1 e i c h u n g e n > bei. 

8. Ein durch allmähliche Elimination um je eine Unbekannte vermindertes 
System von Gleichungen heißt das System der cRe<lu k t i o n s g l e i c h u n gcn•. 

·Man spricht also von 'reduzierten Fehlergleichungen,, «reduzierten Normal· 
gleic}lungen •, · creduzierten · Gewichtsgleichungen• u. s. w. Es lauten z. B. die 
reduzierten Normalgleichungen bei vier Unbekannten x, y, z, t: 
1. Reduktion: [bb . 1 Jy + [bc . 1] z + [bd. J] t = [bl. 1].. 

[bc .. l J y + [ cc . 1] z + [ cd . 1] t = [ cJ . 1] 
[bd . l ] y + [ cd. l] z + [ dd . 1] t = [ dl. l ] 

2. Reduktion : [ cc . 2] z + [ cd . 2] t = [ cl . 2] 
[ cd . 2] z + [ dd . 2] t = [ dl . 2] 

3. Reduktion: (dd. 3] t = [dl. 3] 

. . 
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- 9. Die e r s t e n  Gleichungen der durch sukzessive Reduktion entstehenden 
Systeme von reduzierten Normalgleichungen bezeichnet man als die cvollständig 
reduzierten Normalgleichungen> öder n_ach 0 p p o 1 z e r  die cE 1 i m  i 

-
n a t i o n s-. 

g l e i c h u n g e n>. (Nach E n c k e  und J o r d a·n: cEndgleicliungen>, nach K o l l: · 
«Reduzierte Endgleichungen>.) 

[aaJx+[a b Jy+[a c ]z-t[a d ]t=(a l  J 
(bb . l] y + [bc . 1] z + [bd . 1] t = (bl . I l 

[ cc . 2] z + [ cd . 2] t = [ cl . 2] 
[ dd . 3] t = [ dl . 3] 

10. Die zur Prüfung der Koeffizienten der Normalgleichungen dienenden · 

Relationen heißen cPr o beg l e i c hu n g e n»(auch cPrüfungsgleichu.ngen>, cKontrol- _. 

gleichl!ngen >, c Summengleichungen > )-. 
11. Diejenigen Gleichungen, welche die .zur B estimmung eines Min1mums'. 

mit Nebenbedingungen erforderlichen Hilfsgrößen, Multiplikatoren 9der Korre· .. 
laten mit den Verbesserungen in Beziehung .bringen, werden nach Gaus s · -. · 
cKo r r e l a t e n g l e i c h u n g e n> genannt. (J o r d a n  nennt sie die cKorrektions­
gleichungen >.) 

1.2. Diejenigen Gleichungen ,  welche die zur .Bestimmung des Gewichtes 
einer Funktion der ausgeglichenen Elemente erforderli chen ·Übertragungs-Koeffi­
zienten liefern , nennt man nach G�r l i n g  die cÜbertragungsgle i chun gen>. 

---
xru. Über das Sum�en?;elclren: 

Die Summe gleichartig gebildeter Ausdrücke, die · sich nur
' 

du"'rch die Indices· 
von einander unterscheiden, z. B. das Aggregat 

V1!.+v21 +va2 + · · • + ro�J 
. wird in den mathematischen Wissenschaften der Kürze und Übersichtlichkeit 

wegen allgemein durch Vorsetzen des griechischen Buchstaben � vor .dem vom 

Index befreiten Ausdrucke angezeigt. 

Während aber noch Ha u b e r  ( 1830) hiefür ., 
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Der Engländer Ga 1 ! o w a y ( 1839) setzt jedoch abweichend ab Summen­
zeichen das große lateinische S: 

S (vv), 
während Frie s ( 1842) hiefür das kleine s der alten Typ e gebraucht: 

f vv, 
und Vo g 1 e r  ( 1883) sich des Zirkumflexes 

("-'.) 
vv 

im Sinne eines liegendes S bedient, das nur noch von seinem Kollegen He g e­
m a n  n (1896 und 1906) Nachahmung gefunden hat. 

Ja h n  (1839), Ha n s e n  (1867) u. a. wählten statt der im Schreiben un· 
bequemen eckigen Klammer die runde Klammer 

(vv). 
Manche Autoren benützen aber 

(aa) für [a
p
a J, 

W ein s t e i n  (1886) setzt au, au statt [aa] [ab] und zur Darstellung des arith-
mc:;Hsch_ �ri Mittels [ ] v2 für vv 

n· 
wofür Fe c h n e r  (1897) das Symbol 

gebraucht. Ich glaube, daß wohl kein ernster Grund vorliegt, die von Gau s s  ,� 

eingeführte einfache Symbolik zu verlassen, denn selbst in Kombinationen für 
die Bezeichnung von Summen mehrerer Summen leistet sie noch gute Dienste . 

.,...:-- So schreibt U h l i c h  ( 1896) 

H e 1 m e r t ( 1904) : 

[[v][vJ] und [ [ l ] ] 
�[Al-] 

und Schu l  z e ( 1906) : [ sin2 [a;J J 
Zum Unterschiede von der algebraischen Summe 

(V)*) 
wird für die Summe der numerischen oder absoluten Werte gleichartiger Größen 
g�setzt von 

He l m ert: 
Wo l f: 
J.o r d a n: 
vVeinstein: 
Laska: 

[ val. abs. v] 
�V . 
[±v] 
�lvl 
[(v)] 

, während heute allgemein die Schreibweise 

· üblich geworden ist. 
.!. • 

( 1 V 1 J . 

*) M o  r g an wählte in· der Encyclopedia Metropolitana ( 183 7) für die Darstellung des Pro: 
duktes_ 1 . 2. 3: 4 .. . tx- 1) x das Symbol [x), wofür lieute nach K r a m  p 

·
(x !) gesetzt wird. 
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XIV. Literarische Notizen. 

Die Literatur über die Gegenstände der Wahrscheinlichkeitsrechnung> der 
Fehlertheorie und der l\Iethode der kleinsten Quadrate ist, eine so reichhaltige 
und umfassende, daß es für einen einzelnen kaum möglich ist, alle einschlägigen 
Schriften zu studieren, ja es dürfte bei den heutigen Einrichtungen überhaupt 
schwer fallen, sämtliche zugehörigen Arbeiten sich bloß zu beschaffen. Um einen 
halbwegs befriedigenden Überblick über die vorhandene Literatur zu gewinnen, 
ist man daher darauf angewiesen, auch aus zweiter Hand zu schöpfen. Bei der 
Zusammenstellung nachstehender Daten haben namentlich folgende Werke gute 
Dienste geleistet : 

1892. Pi z z e t  t i P.: c 1 fondamenti matematici per. la critica dei ris�ltati 
sperimentali>. Atti d'Univ. Genova. 

1899. Cz u b e r  E.: cDie Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie und 
ihrer Anwendungen>. '(Jahresber. der Deutsch. Math.-Ver. VII.) · · 

190 1. w ö 1 f f  i n  g E.: c Ergänzung des xon E. Czuber' in seinem Referat\ 

über Wahrscheinlichkeitsrechnung gegebenen Literaturverzeichnisses>. (Mitt. des 
math.-naturw. Ver. in Württemberg. II. Ser. 1899- 1901.) · 

, 

Ohne Anspruch auf Vollständigkeit zu erheben, führen wir an; daß in 
der Zeit von . der Mitte des XVII. "bis zum· Ende des XIX. Jahrhunderts über· 
die Wahrscheinlichkeitsrechnung einschließlich. der Methode der kleinsten Qua- · .  

drate von 688 Autoren gege� anderthalb Tausend Abhändl�ii1gen geschrieben . -
worden sind, welche sich auf die einzelnen Hal�jahrhunderte wie folgt ver­
teilen: 

Von 1650 bis 1700 . 13 Abhandlungen 
> 1700 .. 1750: 27 > 

> 1750 > 1800. 85 J 

1800 > 1850 . 256 , 

.1850 J 1900 . 11 12 ( 

zusammen , . 1493 
, 

Hievon haben 346 Autoren mit 794 Schriften 
Quadrate sich befaßt, 

; 

der kleinsten Quadrate. 

1800 
1825 
1850 
1875 » 

1825 . 
1850 . 
[875. 
1900 . 

. 32 Abhandlungen 
. 103 » 

. 262' » 

. 397 
zusammen . . 794 Abhandlungen über die l\lethod� · 

Von dieser Autoren-Legion seien hier besonders \nur die. Vorläufer der 
·
Methode der kleinsten Quadrate· und deren B�gri,inder, spwie von. d�n Forschern . 
nur diejenigen angeführt, welche bis -zum· Erscheinen des ersten grun'dlegenden 
Werkes von J. F. E n c k e im Jahre 1834 an 'derb Ausbau der .Fehlerthe9rie 
und· deren Anwendung mitgewirkt o�er an. deren Yerbreitung A!lteil genommen 
haben: 

. .  
·· 
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Vorlä ufer: 
1 748. Eu 1 e r  L. Sur \es i negalites du mouvement de Saturne et de Jupiter. 
1 7  50. Maye r  T. Übe r die Umwälzung des � londes um seine Achse. (Kos­

mogr. Nachr. u. Samml. auf das Jahr 1 748, Nürnberg. ) 
1 755. S i m p s o n Th. On the Advantage of taking thc Mcan of a Number 

of Observations in Practical Astronomy. (Phil . Trans.) 
1 755. B o s c o v i c h H.. G. De litteraria expeditione per pontificium diditonem 

ad dimitiendos duos meridiani Gradus. Romae. (Französ. Paris 1 770.) 

1 760. La m b e r  t J. H. Photometria. Augustae Vindelicorum. 
1 765. Lam b ert J. H. Die Theorie der Zuverlässigkeit der Beobachtungen 

und Versuche. (Beiträge zum Gebrauch der ;\ lath. u. deren Anwendung, Berlin.) 
1 773. Lagrange J. L. ?llemoire sur l'utilite de la methode de prendre lc 

milieu entre les r�sultats de plusieurs observations. (Miscellanea Tauriniensia, V. 
1 770- 1 773.) 

1 877. B ern o u i 1 1  i D. Dijudicatio maxime probabilis plurium observationum 
discrepantium atque verisimillima inductio inde. formanta. (Acta Acad. Petropolit. 

1 778.) 

1 802. La p 1 a c e P. S. Traite Je mecanique celeste. Paris. 

Begründ er: 

1 805. Le g e n d  re A. M. Nouvelles methodes pour la Jetermination des 
orbites des cometes. Paris, 1 806. 

1 807. A d  r a in R. Research concerning the probabilities of the errors which 
happen in making observations. (The Analyste or mathematical :Museum. Vol. 1. 
Philadelphia, 1808.) 

f 809. G a u s s C. F. Theoria motus corporum coelestium. Hamburg. · 

18 1 0. Ga u ss C. F. Disqui:;itio de elementis ellipticis Palla<lis. (Comm. 

Goetting. l.) 
1812. La p l a c c P. S. Theorie analytique des probabilites. Paris. (Livre 11, -' 

Chap. IV. - l. Suppl. 18 1 +; 2. Suppl. 1 � 1 8; 3. Suppl. 1820.) 
1 8 1 2. B esse l F. \V. Untersuchungen über die .Bahn des Olbers'schen 

Kometen. (Abh. d. Berliner Akad. d. Wissensch. Math. Kl. 1 812- 1 8 1 3.) 
1 8 1 4. Le gend r e  A. �I. Methode des moindres quarres , pour trouver le 

milieu le plus probable e1{tre !es resultats de differenks observations. (Mem. de 
l 'lnst. de France. Paris.) 

1 8 1 4. L a p l a c e P. S. Essai philosophique des probabilites. Paris. (S ed. 
1 825; 6 ed. 1 840. Deutsch von F. \V. Tönnies, Heidelberg , 1 8 1 9  und von N. 
Schwaiger , Leipzig, 1 886.) 

1 8 1 6. Ga u s s  C. F. Bestimmung der Genauigkeit der Beobachtungen. (Zeit­

schrift f. Astron. u. vern andte Wissensch . , herausgeg.· · v. Lindenau u. Bohnen· 
berger. Bd. 1. Tübingen.) 

1 8 1 7. Ad r a i n  R. A Research concen1ing the mean diameter of the Earth. 
(Trai1s. of the Amer. Phil. Soc. 1. Vol. 1 818.) 

. 1 8 1 8 . B e  ss e l F. W. Fundamenta astronomiae. 
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1821 und 1823. G a u s s  C. F. Theoria c0mbinationis observationum erro­
ribus minimis obnoxiae. (Comm. Goetting. Pars prior 1821; Pars posterior 1822.) 

1826. G a u ss C. F. Sepplementum theoriae comb. Göttingen. 

F o r s c h e r  b i s  1 8 34. 

1801. T r e m p 1 e y J. Sur la methode de prendre les milieux entre des. 
observations. (Acad. Berlin, 1804.) 

1806. L i  n d e n  a u  B. A. Über den Gebrauch der Gra�messungen zur Be-
stimmung der Gestalt der Erde. (Corresp. <le Zach. XIV.) ' · 

1811. Pl a n  a G. Memoire sur divers problemes de probabilite. (�;�em. Acad. 
Turin, 1811-1812). - Zeitschr. Lindenau VI, 1818. - Mem. Soc. ftal. XVIII, 
1820. 

1816. B e  e k-C a 1 k o e n van. Over de Theorie der Genieddelde Waardij. 
(�lern. Inst Neerl. 1. Amsterdam. ) 

1819. Wa l b e c k  H. J. Dissertationem academicam de forma et magnitudine· 
telluris, ex dimensis arcubus meridiani, definiendis. Abo. 

1819. Pa u c k e r  E. G. Uber die Anwendung der Methode der kleinsten 
Quadrate auf physikalische Beobachtungen. Mittau. 

1819. ) o u n g Th. Remarks on the probability .of error in physical obser­
vations and on the density of the Earth, especially with regard to the reduction 
of experiments of the Pendulum. (Phil. Trans.- London.) . 

1820. L a p l a c e  P. S. Application du calcul des pro abil-ites aux operations 
geodesiques. (Connais. des Tems. 1820 et 1822.) · · 

1821. Sv a n b e r g  G.· Dissertation sur la.r�cherche du milieu le plus pro­
bable entre les resultats de plusieurs observations ou experiences. G�rgonnes A. IL 

1822. Gau s s  C. F. Pothenotische Ausgleichung. (Astr. Nacht. I.) 
1824. F o u r i e r J. B. J. Regle usuelle pour la precis.ion des resultats moyens 

des observations. (Societe Philomatique.) 
1824. F ourie r  J. B. J. Sur les sci�nces · d' observation.' (Bull. sc. math. II). 
l 82S. M u n c k e G. W. Über die Methode der kleinsten Quadratsumme. 

(Gehler's Phys .. Wörterbuch. Art. «Beobachtung•.), 
1825. I v o r  y J. On the metho4 of least squares (Phil. Magazi1�e LXV-LXVI, 

1825-1826.) 
1826. Fo u r i e r J. 1B. ]. Memoire sur les resultats moyens . eduits 

grand nombre des observations. Paris. 
1826. G aus s C. F. Chronometrische Längenbestimmmtingen. (Astr. Nachr. V.) 
1827. R o s e n b e r g e r 0. A. Über die �uf Veranlassung der französischen 

Akademie während der Jahre 1736 und 1737 · in Schweden vorgenommenen Gr<1-d-
messungen. (Ast. Nachr. VI.) · , 

1827. Po i s so� S. D. Memoire sur la Probabilite des resultats moyens des 
Observations. (Additions a Ja Connaissance des Tems. Paris 18_27 et 1832.) 

1827. G a l b r a ith W. On the .method of lea.st squares, as employed 111 
determining the figure of the Earth from exp.eriments ,with the pendulum, as weil

, 
-

by_ measurements of arcs. (Phil. Mag. Ir.) 
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18'.?8. Gau s s  C. F. Bestimmung des Breitenunterschiedes zwischen den 
Sternwarten von Göttingen und Altona. 

1828. Bes s e 1 F. W. Über die Bestimmung des Gesetzes einer periodischen 
Erscheinung. (Astr. Nachr. VI.) 

1830. P o i s s o n S. D. �ote sur la probabilite du resultat moyen d'obs. 
(Bull. des Sciences math. <le Ferrussac XIII.) 

1830. Fr a n c o  e u r  L. B. Astronomie pratique. Paris. 
1830. Nür n b e r g e r  J. C. Betrachtungen über die :\lethodc der kleinsten 

Quadrate. 
1830. Ha nse  n P. A. Commentatio de gradus praecionis computatione. Gotha. 
1830. H a u  b c r C. F. Über die Bestimmung der Genauigkeit der Beobach­

tungen (Zeitschr. f. Phys. u. :'llath., herausgeg. von Baumgartner u. Ettingshausen. 
7. Bd. Wien.) 

1830. Ha u b c r C. F. Verallgemei nerung der Poisson'schen Untersuchungen 
über die Wahrscheinlichkeit der mittleren Resultate der Beobachtungen. (lbid. 7. Bd.) 

1830. Hau b er C. F. Theorie der mittleren Werte. (lbid. 8., 9. u. 10. Bd. 
1830- 183 1 .) 

" 

1831. Li t t r o w]. J. Bemerkungen zum praktischem Gebrauch der Wahr­
scheinlichkeitsrechnung. (lbid. 9. Bd.) 

1831. Ha n s e  n P. A. Neue l\lethode, bei Anwendung der �lethode der 
kleinsten Quadrate die Gewichte der Unbekannten zu berechnen. (Astr. Nachr. VIII.) 

183 1. Ha ns e n P. A. Über die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
auf geodätische Vermessungen im allgemeinen und über die �laupertuische Grad· 
messung. (Astr. Nachr. IX.) 

1831. Ha n s  c n P. A. Sur une memoire de Gauss· relative aux moindres '1 

carres. (Astr. Nachr. IX.) 

1831. G r u  n e r  t J. A. Berechnung der wahrscheinlichen Resultate aus ge­
gebenen Beobachtungen. (Klügel's Mathem. Wörterbuch, V.) 

183 1. Ca u c h y A. Memoire sur le systeme de valeurs qu'il faut attrubier 
a divers elemens determines par un graml nombre d'observations pour que la 
plus grande de toutes les erreurs, abstraction faite du signe soit un ·minimum. 
(Journal de l'Ecole polytec. XX.) 

. 1831. D e g e n  C. F. Recherches sur la parabole determjnee par la methode 
des moindres carres, etc. (Mem. Acad. S. Petersburg, I.) . 

183 1. E n c k e J. F. Über die Begründung der Methode der kleinsten 
Quadrate. (Berliner Akad.) 

1 832. Li t t r o w  J. J. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung in ihrer Anwendung 
auf das wissenschaftliche nnd praktische Leben. Wien, 1833. 

Mit E n c k e's großem, in dem Berliner Astronomischen Jahrbuch von 1834 
bis 1836 erschienenen Wer�e über die Methode der kleinsten Quadrate, das von 
den meisten seiner Nachfolger ·zur Grundlage genommen wurde, schließt die erste 
Entwicklungsperiode uiescr Lehre. Die folgende Entwicklung könnte man in zwei 
weitere Perioden unterteilen: In- die zweite Periode von En  c k e bis He 1 m e rt 
(1872) und in die dritte Periode von Hel m e r t  bis Cz u b e r  (1899), u.zw. mit 



Gerling (1843), Hartncr-Dolez.al (1850) und Han s e n  (1867), bezw . J o r-
' 

dan (1877), He r r-T i n t e r  (1887) und Koll (1893) als Hauptförderer in Öster­
reich und Ueutschland. 

B eri c h t i g u n g e n : 
S. 101, Zeile 21 und 22 von oben ist zu setzen: 5) statt 4), bezw. 4) statt 3). 

135, » 20 von oben ist zu setzen: «wahrscheinliche• statt «wahrschei n-
lichste» .1 

• 218, " 18 ist einzuschalten : Newcom b  (1886) und Le h mann-. 
Fil hes (1887). ' 

286, v ist zu setzen : �aber• statt «demnach» . . 
» . 286, 3 � > «dem geometrischen Mittelp1t"kte • 

.
statt 

«der Schwerpunktslage,. · · 

' 

Über Tachymeter und i hre G.esch ic'hte. 
Zusammengestellt von Statthalterei-logeoieur Dr„ Hans Löschner. 

(Fortsetzung). 

Die Schiebetachymeter bilden den Üb_!!rgang in das Gebiet der. Tachygrap
,
ho­

meter, der sechsten Gruppe in unserer T�chymeter· Eint�ilung. Bei vielen Tachy­
graphometern verzichtet man von vorneherem auf die Möglichkeit der numerischen 

. . ! . 
Bestimmung der tachymetrischen Ele�ente; man hat es dann lediglich mit. einem 
Meßtisch zu tun, auf welchem sich eine VisierVO\richtung für Pistanz- und Höhbn-
messung befin_9et. , . 

Der Gedanke, das Vonvärtseinschneiden· auf dem Meßtische durch einfaches 
Rayonieren in Verbindung· mit optischer Distanzmessung zu ersetzen, findet' sich 
erstmals in einer Abhandlung des Mechanikers Georg Friedrich Br a n d e r  in 
Augsburg über den geometrischen Universal-Meßtis�h vom Jahre 1772. Die Kipp­
regel besaß die von M o n t a n  a r i  erdachte Einrichtung des Okularfadendistanz­
messers, nur in verfeinerter Ausführung: Das lV!ikromet�r war in Form ein�r Meß­
leiter auf Glas eingeritzt (Glasskala). Auf diese Glasskalen wird auch hingewiesen 
in der cBeschr�ibung des neuen Meßtisches mit Distanzmeßtubus, der 

·
A. 1773 

. verfertjgt worden,_, sowie in der c Beschreibun�. eines. neuer unöenen Dis anzen­
messers aus. einer Station, welcher von der königl. dänischen Akademie d�r. 
Wissenschaften im Jahre 1778 der:i Preis erhalt�n>. 

B r  a n  et e r  zeigte auch, wie man mit seinem- Universalmeßtisch die Horizontal­
winkel, sowie 

_
die Höhen der anvisierten P9nkt� .bestimmen .könne; , e;.· hat ein 

für die geome�rische Planaufnahme in, horizontalem und vertikalem ·. Sinne geeig- · . 
netes Instrument geschaffen und ist somit der Begründer der M'eßt is c h�Tachy- . , . 

' l t:• 
• f 

m e tne.. 1 
Durch die von Optiker F r a u e n  h'o f e r  bewirkte Verbes,serung der optischen 

Einrichtung gewann d.as distanzmessende Fernrohr ah. Bedeut9ng. Steppe s hat 

aktenmäßig festgestellt, daß schon im Jahre 'I 813 zwö,lf na�h de_n Angab,e� Georg 


