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Mathematische Kleinigkeiten.

Vun Professor Karl Fuchs (Prefibury),

L , :
Dic logarithmischen Formeln der Trigonometrie kann man auf sehr cinhett
liche und @ibersichtliche Art aus dem Sinussats ableiten. Zuniichst stellen wir del
Apparat zusammen, mit dem wir arbeiten werden.
Wir werden folgenden bekannten Satz anwenden:

L%l ARy aie—ay B
N Y | e e T S T R
d. h. wenn zwei Briiche a,/b; und ay/b, denselben Wert  haben, dann ¢F
hilt man neue Briiche von demselben Wert ¢, wenn man sowohl die Zihler
als auch dic Nenoner addiert oder subtrahiert.

Sodann werden wir die folgenden geometrischen Gleichungen benutzen, VOO
denen die ersten drei allgemein, die letzten aber speziell fiir das ebene Preicek
(e 4B 4 7=2R) giltig sind. Wir bezeichnen dubei dic halben Winkel =3 7
mit &' ' y':

ST & =02 S e ds o' el - .2
sin @ - sin 3 = 2sin (@ -+ 3 cos o — ') )
sin o — sin g == 2cos (&' -}~ ' sin (@' — @) SR 4)
sin & - sinf - siny == 4 cos a' cos 3’ cosy' . N
sine 4 sinj — siny = +sina’ sin ¥ cosy' . .. 0)
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cos (@4 f=—cosy. . . ... ... 8
sin (e -+ ) = cos {’ Tl ML AN N 77
cos (e shldi e st e S s s L)

Erste Stufe.

Den: Sinussatz kinnen wir so schreiben, wenn wir den Radiug dés um dis
Dreieck geschricbenen Kreises mit ¢ bezeichnen:
2g~.:—.i-m;9«~;= £ : =4 s
sin o sin 2 sin of
Unter Anwendung von 2) fiaden wir daraus die folgenden Einzelgleichungety
die wir zu Substitutionen brauchen werden:

a=2csina oder: a =4¢gsina cosa’ . ., , . . 12
h=2¢sinf She=4csinicosp .. . . ., .13
&= 2¢siny c==4gsiny cosy . . . LS

Zweite Stufe.

: Unter Anwendung der Formel 1) gewinnen wir aus dem Sinussatz 11) die
{olgenden Gleichungen:
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gg—gsinﬂl-{—sinﬁ"sina cosinft af. 3 e a0

Unter Anwendung von 3) und 4) werden daraus die {ulgenden Einzelgleichungen :
a-f-b=4gsin( -+ ) cos(a@—f) ... . .. . 106

a~b=4gcos(e-fsin(e —p ., , . .. .17
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Unter Anwendung von 9) aud 1y wind daruse N
A'le & o gl B A =)

i i h = 4¢cos ‘(’ cos a ) -
S Gup “ o
a1 == g siny’ sin (@ oy " )
Dureh Dividieren geben diese beiden Gleichungen dea Tangen tensate
a b o (% {l, o M

i— b g (%’ Sh)

! . ) .

Wenn wir aber 18) und 19) durch 14) dividieren.
sthey Gleichungen :

i +b _ cos (' — b a4 h - sin L2 ki . 21)

¢ sin ¢! ¢
Dritte Stufe.

Aus dem Sinussatze 11) g,c.winnen wir unter
den Gleichheiten -

finden wit die Nooltweide
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Der Kiirze wegen fihren wir flgende Zeicheit e
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Aus dieser Gruppe von Gleichungen Linnen wir sowobl Jutel Dhivisiv
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Sy Sy Sy Sy == 4* a®b?* sin® y' cos? ¥’

oder: A
: Vs, 5 Sa8g =2 rbsm'r_...;f -
= 2b¢sin o e e e
= 2casinf
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Wir kinnen auch die Gleichungen 23) ... mit 12) 13) 14) dividieren W
finden wir dann beispiclsweise :

LIRENE S, it L Girgte e 0 o

a sin « a sin o

B 2 sin-f sin 2’ Syt 2 cos ' cos u 33)
b sin b sin § i
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c sin [ c sin °f

Wenn wir die Gleichungen der ersten Kolumne paarweise miteinander mu
tiplizieren, ﬁndeu wir schon bekannte Formeln:
S 8, Sq B Ty
4% = 4ainty 1% — 4 i o 2= 45 ' . .39
d| he ca
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So kann man noch mancherlei F.rmeln gewinnen. Ein Beispiel mige &e

niigen. Wir kénnen 11) so schreiben, indem wir erweitern :

242 acor beosa i s _ 35)
% sin o cos €os & sin § sin 7 :
Aus den ersten zwei Briichen aber finden wir auch durch Addition:
" __uosﬁ»{ beose  acosi-{-bcosa 301
P sn(eA-p) T singy e LA AR

Aus 36) in 37) folgt also:
c=acos} | bcosa

Mit dieser Gleichung ist aber bekanntlich auch.der Carnot sche Sat

gegeben.
L.

Bis in die jiingste Zeit habe ich junge Techniker klagen hdren, dic Formel
der Tangentialebene wire ihnen nicht klar. Vielleicht ist die folgemk Ab-
leitung einleuchtend. Es sei die Gleichung irgend einer Fliche gegcben:

Filete)ise s o sl = 20T 00 )

lin Raumpunkt p; von den Koordinaten x4y,2z, soll dieser Fliche ange’
hiren, d h. wenn wir in F die Werte x,y,2, einsetzen, soll die Funktion I
identisch Null sein: B i zies 00 s e L )

Irgendein anderer Raumpunkt p von den Koordinaten xyz wird im allg®

~meinen nicht der Fliche F angehiren. Er hat in Bezug auf p, als Ursprung die
Koordinaten :

Ax=x—x, Ay=y—Yo Az=z—2z. .. 3
wo Ax Ay Az irgendwelche endliche Groflen sind. Wenn wir aber annehme
dafl p sehr nahe zu p, liegt, dann sind die Koordinatendifferenzen sehr kleif
und man pflegt sie so zu bezeichpen:

dx=x—% dy=y—y, dz=2z—z. . . . . 4)
Hier sind also dx, dy, dz die auf p, als Ursprung bezogenen l\oordumten irgend
eines Raumpunktes p, der sehr nahe zu p, liegt.




Al in der Fliche 1 Liege, dunit

lniiqc,e\\'c”-" wir wollen, dafy der Punkt p chent
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1 seine Koordinaten ebenfalls die Funktion 1) ideatisch gleich Nuli machen:
Fxe -t dx, Yo A4-dy, % ol =0

Dies . ) )
iesen Ausdruck 5) konnen wir aher 5o entwickeln,
or die Form apnimmt

19, (% Vo By dz =0 ()
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Bilitoen aber haben ilut 2) ]c,( en (ﬂl? identisch
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