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D iffe rentia l -geometr i s che Kon strukt ionen 
beim Rückwärtseinschneide n.  

Von l 'rnf. W. Läska .  
Im A u fsa tze des 5 --6 .  Heftes d ieser Zci tsc h r'ift b l ieb ck 1- F al l  

d o: = d [1 = o  . unerledigt . Hier wollen wir d ie Verschiebung- ci 1 1cs Pothcnot 'schc 11 Pu n k tes u nkr -
f ,_ �II�hen, welche von den  Variat io 1 1 e 1 1 des gegebenen  D reiecke!.-. /\ ß C m i t  de1 1 

_ ' . ei ·��n a = A B, b = B C u nd dem Winkel y = 9:: A ß  C (g-ege11 dc1 1  Punkt hin) 
abhangt. 

Es handelt sich also um geo metrische Konstr u k t i o ne n  v o il 
ö> P  8 P  2 1 ' 
C' a '  il b '  d y  

. 
Dabei  so l l d i e  Wi nk el variati o 1 1  d y  gctrc 1 1 1 1 l v u n  <k1 1  Se i t c 1 1 var i : 1 t i o 1 1 e 1 1  d a , c\ � 1 11 Betracht gezogen werden . Eine solche Tre1 1 11 u 1 1�; i s 1 , w ie hclw n n t ,  i mmer 

rn�glich,  sobald nur die ersten Potenzen der Varial i 1 1 ue i 1  z11r C e l t ung k ' 1mmen , 
wie dieses bei wirk l ichen Anwendunrren wohl  immer Lkr Fal l sei n w i r d .  

0 Werden s tatt der DimensiolJs:inderu ngt�n l\. 1 1o r d i 1 1a t t' 1 1 :inck i-u1 1g,�11 i;cwii n sc ht ,  
so erh ält man diese in einfachster Weise aus d e r  D 1 1fr r l' n t i :1 t i 1 , n  Ller C leichu 11ge1 1  

Welche liefert 

C)<:ler durch Umkehrung 

X =  1 cos A 
y = 1 sin A 

d x  = d l  cos A - 1 s i n  A d A  
d y = d 1 s in  A + 1 cos A d /\ 

X y l d A  = -1 d y --· - 1 c1 x 

X y < l l == T cl x -+· 1 d y  
ie • ormeln  1 1 1  bekannter c i t t fac l icr  Weis�· ku1 1s t 111 i c rt w1�nk11 k ö 1 1 1 1 t: 1 1  \velc l 1·· 
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Wir führen der V 1 1} l ständi�keit halber ! d iese Kon�truktion an. Es sei ein.e': · 
·1�änge A B  = 1 im Koordi11ate11system XY � geben . A B  �ei dabei i m belie�

.
i gell :',,

. 
�laUstab (z. B .  1 : 50. 000) gezeichnet. Geht" i n folge einer Anderung B in B' uber , . 
\�obei llB' in einem �mderen Maf:\stab (z .� B. l : 1 00) gezeich net sein kann, so;> . 

. :bes�hreibe man, um die . Ä.nderungen in diesein Ma!lstabe zu erhalten, mit (siehe :. 

· .  F' • t ) . • ) 
· ... · '· ig. · . . · OB = OB' ' 

·eineil Kreis um den Mittelpunkt 0 der Strecke B B'. Wird · hierauf 
ß• E II B A  

.sowie von B1 die Senkrechte auf die Y· Axe gefällt, so  ergeben sich die Schnitt
. ·· punkte • E und D. 

Man hat alsdann E B' = d l ,  E B  = l d A  
B D  = <l y ,  D B' = d x  

. Auf anäloge Art könnte m a n  . eine \!twaige Änderung des Punktes A kon· 
sfruiv verfolgen. Für die Gesamtänderung ha:t man iu merken,  daß diese gleich 

ist der a. l _g e b r a i s c h e n S u m m e  b c i d c r 
L ä n g e und der a l g e b  r a i s c h e n D i f f  t! r c n z 
b e i  d e n' A, z i m u t e r1 .  

Ände.rt sich · �uch der · Punkt A, so ein· 
pfiehlt · es sich, die Strecke A A' von B aus 
auf zutragen� Die betrelfonde Konstruktion, wenn 
es sich u1u die Azimut- und Längenänderu ng 
handelt , wird sodann sehr einfach (siehe Fig. Z). 

r"'ig. 2 

ist �odann die G esamtänderung 
__ , , « - ·d t  ·;;: FB• ,  1 d A  = E E1 

.,�' .: ·w'""o" b"'; · · f1.>'I . . - .· \;-J · , ' .  

, . ·A B- ..L. E E' uod E E' 11 A' F 
ist. · · 

, ··: �. �: 1.,„c._5 ' : '! • „ · � _.. · ;· · "' 
, ,, " . . Nach dieser Einleitung gehen 
·-�::>�·wif zum Hauptproblem über. · 

· 

. :, r i 'Es - sei (s iehe Fig. 3) d y die 
., ,:/,. Ände.rung de.s W inkels A B C .  so 

-�,:3;cgeh t dadurch der Punkt A in A '  
\'. ' ' 'ube;r und · .�u gleicher Zeit der Mit
.Jt<'telpuQkt 0 . des den Punkten A B P. 

], · ,  : �nümhdebetien Kreises in 01•  Dabei 
:� '.,r �·t :·:·�, A B A' = �OB01· = d y. 
"'2::;:,i · . .  Der Pu.nkt P gelangt infolge 

r:-:. 4es�en nach · P' . . Verbindet man o � r· · ·· . " . 

Fig. 3 .  

· �· · 
. ·

. 
· 

. . 
o „  .. ��o· 

. � 
---- ... . .,., . � 

. . ------- \\ 
[.-----

. " . "o'\ . . T -:::;;;.:.;..J n 
. . . · . . . . «; A 

. � . }; �::. : ·. '*ffu�lg� 
�'. a�iit 'werden: · 

wolle im Uöreiche des Konstruktionskreises : statt A, E. und statt c, D cinge· 

�!i\�i,JJ:�!(:, ';�„,�,, , . . . 

n. R. 
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�:\�h Ü',  sowie P mit  P ·  und vcr lfo- gert  1.l ie Verb i 1 1d 1 1 1 1 � s l i 1 1 i t 1 1  b is  1. u 1 11 Sd1 1 1 i t t e  E ,  

:_ {;o ergibt sich das Dreieck 0 E P, in  welchem 

{'· · , O E = n ,  P E == m ,  ):. P EU = s 

+fr(R"csctzt wertlcn sol l Da weder A B =  a, noch der W i nk,· I  J\ P U ::-.:.:: a. c i l l c  A11deru 1 1 1-� 

. ; ·erfa�ren , so i s t  o ffenbar 
· 

' . . 
OP = O'P' -�"" r .  

Wir  haben somit im Dreiecke E 0 P 

rt = m' -�- 1 1 1 - 2 m n eo:-; E · 1 )  

Different i atio n dieser Gleid 1 u 11 g  ergibt  skh \V l · i t l" rs  
Du rch 

da 
.
_. und 

r d r = m d m  -1- n d 11 -· d m . 11 c os e -· d 1 1  . n1 c u ·�  i:: 

d r = o 

d m  = ! '  I '  , tl 11 =-= r . dy 
llath l eicl1t„ r U ... mges t altu 1 1g : 

lll CO S E -- 1 1  
PP' = - r ---·-·· d y  . . . . !.) 

11 C OS E - m 
Die Gleichung 1 )  gib t  

„. 
m :i -1-· n � -- r ·' 

C O S E = ---- -- ----. 

2 m n 
Wird dieses 1n  die Gleichung 2) e i 1 1gese l t: l 1  su t o l � t : 

rn m :' -- 1 1 2  „ - r:i 
p p •  = -- r - · · ·  . --.,---,--·-:· 

\lf '  n ml hier •) 
. ·: . �ornusgesetzt , und 

11 1 1  - m · -- r J  

m > 1 1  

tang H = , ;- ·„ · - -:_�- �- · � . 
V 1n2 - 1 1 ::!  

. gemach t ,  s o  folg-t  wei te r s  
m 

P P1 = + r . cos 2 H . d y 
11 

. . . . 

Die K k · · onst ru  · t t o n  v o n  r 
m C O S  2 H 
11 

Wird \" !· ·· 1· 1 ' � 0 i;t  gemacht :  
Mau beschre ibe über 111 = E P ci 1 1e 1 1  l ·Ialbkrei�; und  11 1 ; 1.dw 

· · so.d ann w i 1  tl 
E O' = E O ::;;:'�: I I  

'-

Q 11 = v 111� --- . 1·i: = s 

Wirt! nun EQ verlängert und Ql{ = r gem:trh l ,  t .o  i s t  

.g:: Q P l{ = H. 

Man mache nun 
R S = r, P S = s 

!llld l' ver ängere R S ,  so wird 

. -�) 

\�„.- -........,,...„ __ 

· · *)-JJ;-r 1' tl 1 · t untl ;'i111k r l  ;1m ·we�en < l i : !  :-;„, 11 1.• 

. ' !lieh •. • a m < n kann in turnlogl�r Weise erlet 1gt w•�rr i.:11  
· .ts. · Der ( J " " • 1 -1 .  1 . 

. . · 1 't · · w •r etTi h t'I 
•. ru s1c 11 1 c  1kc1t wc�cn wurde <>r h i e r  nie 1 1  wet e1 ·'  " " " 



Wird also von Q die Senkrechte au( R S gefällt, und ist T ihr 

wird 

Wird dann noch im 

RT = r cos 2 e. �· 
Dreiecke, E PQ .  ; 

E G = R T  = r cos 2 e 
gemacht und G F  II P Q  gezogen, so hat \nan offenbar 

EF = -� r cos 2 e. 
n . 

Die Konstruktion dieser Größe bietet demnach keine Schwierigkeit, solmld ": 
. · nur das Dreieck PEO gegeben i st. Dieses wfrd in  nachstehender Weise erhalten �;- .· 

s�ien A, B, C, P die gegebenen Punkte. 

tl'l 

p 

-1··� T '  
·r . 

. ' 

n 
- Fig. 4. , 

Die .Mittelpunkte der umschriebenen Kreise . seien (siehe Fig. 4) 

0 für ABP 
QM für BCP 

. M an verbinde · 0 mit B und ziet1e , h1 0 die Senkrechte. Analog 
.-mä11. O • · ·· mit P u ud ·ziehe ebenfalls die. Senkrechte in  P, so dafJ also : 

· · · 

E O  J_ O B  'und. P E  J_
.
O " P 

• I ' .  Die$e . zwei Senkrechten schnejdJn sich im Punkte E .  Das .Dreieck EPO 
: · ,;]Jd:is: -g�suthte und es ist · 

' . 
-; , . · ,. . E O = n , � -P· . � m., · O P = r. 

":�-
nun zur Lö�u11.g' 

·
des Ietzten Problems und setzen voraus, 

<X, �, y, ungeändert bleiben. · Nur die Gerade1i 

A B  = a · B C  _.:.. b 

c.\ a  resp; d b  
· , -:.-,·�rfab:re11. Pie h iebei ztt Grunde gelegte Fig

:
ur ist jene des JIL Jahrg., Seite 

:1:;rD,i� 'l<ori:sttuktion bedarf keiner besonderen 'Erläuterung. ,„ · : , -- · · -! - . · . .'·. , :. . ; -
. 

' . ·'· 

"· 
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A 

p 
p 1 - - -

/' i - -

B 
l'if. s. 

A'A '" ..L P'A '", C' C'" J.. P 'C"' 
A' I '  = A111 P1 = p 

1/ ,, 

{ „, ! , , r ·  1 \ 
\ 

\ ' 
)-

�-

P C' = P' C"' = q 
'11nerlia lb der h ier i n11egeha l t enen Gre11ze1 1  m6g· l ic h  i s t , so wird · 

P · - --p- ·i q \' � '" l p ( ' ' ,- , , „  = --- f h T ·-- --- . - C 
D P -1- <J P + ci 

, \ / \ 

\ 
\ 

({ � ,-•_.,-r',,.,J c ·  
( '  

er Maßstab von p U f ld  q kann belieb ig se i n .  
. die V 

D�i r�h diese Konstruk t ion  i s t  -ot r ns 'r Pro bl e m  (�rsc l iöp rt . W i r  k ön nen 1 1 u 1 1 1 1 1 C' h r  [ff.;,_ •. _ - _ {� "'ß ariat i on�n all_er fiinf Bes timmu1 1gselemC1 1 te  eine� J \i 1 _J i e 1 1 u ! 'sclte1 1  l )u n k tes de r  "io "- ' " \l' I O e u nd f )  · J· t . . . . 
�-:1' · / llle t _ _  

\ Je 1 u 1 1g nach geome t risch  ko n s t ru ieren .  Hc t rad i t e t .  m;u1 d 1esl' b k-
,,_. • ' n e a ls K räfte k 1 1 1 · t· k · 1 L ' " l- l 1 · 1 1 ·  · \:. · ' 'f{ • 1 . · ) so ann c u rc 1 t rc "' 0 11 s t r u t 1 em c es 1\. 1':-t t cpo yg-on s  c 1 c  1 t  ' 1c 

. i esu t rerend . . 

�i.'' ·: e geometrisch bcstmun t werden .  ,, .. · 
· S olch e g·eo t · h K · 

h J · i 1 · 1 ��' · Sou , · . me nsc e onstru k t 10 1 1en a 1en 1 1 1 c 11 1  1 1 Lir e1 1 1c11  t 1co rc ! 1 sc  i e 11 , 

a3 . . < h ; 
. 
de rn auch erne n  hohe n pädagogischen und auch  prnk t isd1e1 1  Wen . �fa11 � . . • raucht s · · 1 . . �}!;: ,;. ;- ;A· 1 1 . . Je n rc i t  1i111ner auszuführen oft gen ügt  ihre Kenn t n is,  um a us b!n l.krn ,;,c;c · ' ' · n J 1ck · " 

' · 

�:�;;.· . , ,1 . 1 - _ · 
e

_ ei ner  hgur zu  be urteilen auf  welches Elerne 1 1 1. man rra 1 1 z beso nders zu f,.„--„ , .  , c i te  ' "' """" .- · leb · n. h a t .  Die t o ten Formeln der l fochn u1 1g- ssrhemen werden dauurd1 cr� t 
:Clld 1g. 

��i',';\., hier 
�ir ii bergehen n u n  zur  Dirneusion ieru 1 1 g· u n serer 1' 1 Jns l ru k t i i HH.' l l  W i r  l r : LhC'lt !!!"· - · ff. ß' · 1 1 1dern wir  auf d ie  Figur Bezug 1 1 ehm c n , z1 1  u 1 1 iersc! i ei de 1 1  nri:-,dicn dcrn . a ,t St ab . 

li nd ' 
( 1 : MI der Grundzeich n u ng ; z. H . : V O i i  ,-\ n 

1 : M:.i der Variatio n szeic h n ung ; z. B : von H H •  
Wir h :1 be11 A J 1 · 1 • , wenn 1 die wirkl iche Uinge vo1 1  · 3, Jezc 1 c  1 1 1<'! : 

l = M1 • A B  
D l d A  = M2 . B E  ara Lis folgt, wenn d A in Seku n den ausg-cdrü ck t  wircl , 

d A" _ ( ..,06?6 • _MY.) Irr�_ _ r� - �� ( .. - - - ) ,') MI ,{ J- .3 - f L A i1  Wobei 
_ b.tldet ��e e�� Ko'.1sta11te ist ,  welch e

, 
man be �iebi1.:- wiih len  b11: 1 1 .  Die��� { ; J e i r l i u ng 

·' 
'ifen M , :-� r u nJLtgc des H o r s k .Y sehen Diag-ra m m s .  1-'aßt mau drc l.c[ch n u H g  

�#:;;;t(dfrekt aßstaben des Diagramms an , so kön nen Win kelfü1deru 1 1 gcn i n  Sck 1rndi:n 
·;;.·;·�·' �� .··�brtfäll t.demsel ben entnommen werden,  wodurch der letz t e  lfrst  v o 11 l?i�d nmw 


