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{Xo = Yo 08 Y) AX - (yo — XocOs 7} Ay | 3, \¢ =0

(Yo - 79 cosa) Ay + (2o — Yocos 2) Az - ;\a=0

(Zg — Xo €08 §) Az + (X — Zoc0sY) Ax -} 3/Ab =0
Hier sind Ax Ay Az die einzigen Unbekannten, die leicht berechnet werden
oten. Man kana die Gleichungen auch graphisch aunflisen, denn es sind - die
{‘lﬂi':hungen von drei Ebenen, die den Koerdinatenachsen parallel liegen,  wobei

&x Ay Az die Variablen sind.

Die ngemeinschaftliche Tangente an zwei Kreise"

fir die Absteckung von Eisenbahntrassen mit besonderer Beriicksichtigung
der Ubergangskurven.
Von den Ingenieuren Ernst Neumann und Karl PoVajkai

Beim Abstecken von Eisenbahntrassen ist oft die Aufgabe zu losen, «eine
Bemeinschafiliche Tangente an zwei Kreise zu legens. Besonders bei Trass:nver-
“gungen begtelender Geleise, wie solche jetzt dlter heim Baue der zweiten Ge-
lmsﬁ.vorgem)mmcn werden, kinnen derartige Aufgaben leicht an den Ingenieur
frantreten. Aber auch bei Neubauten, wie z. B. bei Gebirgshahnen, wird der
- "sseur durch Terrainschwierigkeiten manchmal gendtigt,
Ste‘:k‘-‘ﬂ. um diese nachher durch Tangenten zu verbinden.

~ Die erwiihnte Aufgabe wurde bisher profitenteils versuchsweise gelost und
Alte man als Folge dieser langwierigen Methode ein blofd angeniihertes Resultat,
‘?I welchem sogar grillere als zulissige Fehler geduldet wurden. Kuoll gibt in
S¥em «Tuschenbuch zum Abstecken von Kurven an Eisenbithnen und Strafien»*)

erst die Bogen ahzu-

.zjwa'“ eine geemetrisch richtige [L.osung obiger Aulgabe, welche aber dem Ingenieur
ticht weniger Miihe verursacht als das Versuchsverfahren und auch in der Art
er.‘l-iisung vieles an Genauvigkeit einbiidt. So ist erforderlich, 3 Lingen aufl dem
elinde 2y messen; selbstverstindhich leidet unter dieser dreilachen Lingen-
“:'_Eh‘:%ung die Genauigkeit, da dem Praktiker fiic gewohnlich die Zeit 2u einer sorg-
. z:g;.gfr-m l.iingcnr}wssung mflngelt, die ihm zu Gehotev stehenden LingenmeBwerk-
UBE Amallyemeinen nur cin rohes Resultat zu erreichen gestatten, und endlich
*e heute erreichbare Genauigkeit der Winkelmessungen in keinem Verhitltnisse zu
JNer der s gelssten Aufabe steht.
wa"dtiﬁﬁ na(_‘,].st.eh(?[]’d(‘.f' l,iistmglg“) zugru:_ldc licgende ("}ed:mk'e 3):1§itzl't auf flur Ver-
Sehalt zweier Kreise. s ist allgemein bekannt, daB zwei Kreisen zwei Punkte
~ die Ahnlichkeitspunkte — ecigen sind, diec Schnittpunkte aller jener Sckinten,

t. -1-.” 3
Rart l8)7 Kirl Knoll Taschenbuch zum Abstecken von Kurven an Kiseabahnen wn | Strafien. Stult-
3,

Mg o Autlerdem wurde benitzt: R. v, Lichtenlels. Der Korbhogen und die Uhergangs-
5E§]| im Bisenhalngeleise. Wien 1903, Das Verlagsjabr des Knoll'schen Taschenbuches  erscheint

al ; . = . ; : ¥ ,
Mb besongers hervorgehioben, da in den spiiteren Auflagen dicses Werkes dic Losung der Aul-

‘Bihe .
nleht mehr aufgenvmmen wurde,

g ) Der leider allzufrih verewigte Prof. Ruth (Prag) hat die vorlicgende Arheit der Verfasser als
AT Ct . s S "

i ‘:‘*’-‘ﬂswert befunden, umsotnehr, di die cinzige theoretische Losung dieser Aufgabe, welche in
o Men Ky oll-Aoflage sich vortindet, nicht besonders anzuewpliehlen wire.  Die Reduktion,



P (i

die Endpunkte paralleler entweder gleich- oder entgegengesetzt gericlteter Halb-
messer verbinden.  Als besonders hervorzuliebende Linien dieser Sekantenbiischel
wiren die Zentrale und die gemeinscha'tlichén Tangenten zu erwithnen. Betrachten
wir die Ahnlichkeitspunkte nither, so schnciden sich die Sekanten gleichgerichteter
Halbmesser in dem Haleren, jene entgegengesetzt gerichteter im inneren Ahnlich-
keitspunkte. Ebenso gehen die beide Kreise aufien beriihrenden Tangented durch
den #uBeren, die innen berihrenden durch den inneren Ahnlichkeitspunkt. Man
wird also zwei Fiille der Aufgabe zu unterscheiden haben, je nachdem es sich um
cine die Bogen aufien eder innen beriihrende Tangente handeln wird. Der beque
meren Ausdricksweise halber wollen wir fiirs Folgende solche Bogen, welche eine
auflen beriihrende Tangente bedingen, als «gleichlaufendes, die eine innen !mriihf.
rendé erfordern als «entgegengesetzt laufende» — oder Kontra-Bigen — wie sie
seit jeher in der Eisenbalnpraxis bezeichnet wurden, beneanen. :
Aul Grund dieser einleitenden Worte it sich der Gedankengang der Aul-
giabe leicht analysieren: Da die gemeinschaftliche Tangente zweier Bogen durch
ihren Ahnli(,:hkeits[mnkt hindurchgehen muf), so ergibt sich hieraus cine Teilun§
der Anfgabe, indem man zuerst an die Festlegung des Afmlichkcitspunkt.es schro
ten wird, um dann die besondere Aufgabe zu lésen: von einem auberhalb lies
grenden Punkte — dem !\hnli(:hkcitspunktc — an die Bigen die Tangente zu legen.
Der }'Xluﬂichkcim[sunkr ergibt sich geometrisch als Schuittpunkt ciner Ver-
bindungslinie der Endpunkie zweier paralleler Radien mit der Zentralen I)eid@rw
Kreise. Da aber die Mittelpunkte, somit auch dic Zentrale im  allzemcinen, il
Felde nicht fixiert sein werdel,
so kinnte er auch als Schnitt
zweier beliebiger Sekanten des
hereits frither erwiithnten Bii-.
schels bestimmt werden. Doch
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| wollen  wir auch von dieset
; ks L tiindlichen Festse o ab-

B umstitndlichen Festsetzung ¢

ﬂ: schen,

' Wiiren in Fig. | R und
1 - 3 . b
! oo R, zwei parallele Radien, I
- e der den Bogen cigene innere
o lig. 1.

Ahniichkcitspunkt, und zichen
wir AL parallel mit QO,, 50

=~

ergibt sich aus den I)r‘,éiecken ALA; und AOP

AL AD = AA, : AP
oder

; R4 Ry :R==AA : AP
und hieraus

el R ey
A.P._,;liti;~'ﬁ;.l&f\1:. s e S

o Mifst man daher die Liinge"der Verbindungslinie AA;, so Lift sich aus
Gleichung 1 AP rechnen und der Alnlichkeitspunkt auf AA, festsetzen.




Analog erpibt sich der -
o log ergibt sich der — v A
.auf.‘:e.-e Ahnlichkeitspunkt bei \7&' S F e e
g].ewhlc’lufende” BU;.:CI] Nach \ . ;..r‘: .- \.\ .
F'E’~ 2 verhiilt sich - / \‘\ L

R:R = AP - AP / \ -7 )f':
Gder Ip X
R-D - p 3 > \

S [N [ AA, - AP rf L \
und f; - # \ lie

R / //’
AP =" o AA, T L |
I\ —— l\l P

Die Endpunkte zweier entsprechender Radien miissen aber im allgemeinen
l tal

e‘\ 2 " f AR o . 3 . . . e 1§
rr'st M Felde aufgesucht werden. Es eriibrigt daher ein maglichst cmbuches Ver
"lll!'ell 2um Bestimmen solcher konjungierter Peviphericpunkte o gebens Fis e
m i s . ¢

Fig. 3 s dem auf den Bogen- K gegebenen Punkte A der Eadponkt deg
Parallelen Halbmessers des Bopens K, zu suchen. Aus der Figur ist zu ent
e ’ : . b, . - .
_il.hm@,]' dal die Bogenmitte der Bigea iiber wlen wur Tangente i A paralhcen

Sel-: , N ) . ; . )
Sekanten ey Bogens K, der gesuchte Punkt sein wird, Hhioaus ergibl sieh $ol
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gende Bestimmung, Man gebe die Tangente in A, stelle das fustrument iiher
“ihen beliebigen Punkt U, des Bogens by, gebe in Uy eine Puallele zur T

%Gﬂi‘e A, g0 ist die Bogenmitte A, von UUy der A konjugierte Bogenpunkt
fan konnte den aweiten Bogenpunkt U anfsuchen und aus der gemesseuen
“;- e . . . = ‘ A .
“mgc u,u, Ay bestimmen Maa wird jedoch, di das Aulsuchen van U0 Sehwie-
Fipk g 1 d . N i !
: l'gkutcu bereitet, von dieser Weise absehen und trachten A, unmittelthar von U
urch gine Winkelmessung zu fixieren, Der Winkel ¢ (Fig. 3y kann gemessen
\ 10 D . 6 i
Verden und ¢g ergibt sich so A, entweder aus den Koordinaten
UB =R, sin ¢ | Hi
BA, = R, (! — cos s)j ' s ’ .

od g - Jitw, . . . g
€r nach der Sehnenmethode iiber dem Peripheriewinkel - aus

v

[ Tomsy ey . .
Uy = VUB 4+ BA = 21 sin 5. . oo o L1V

1S, @

!}\'t-der Ahnlichkeitspunkt festgesetzt, so ist nmun die Aufgabe zu lisen:
om Ahnlichkoitglmnkic an die Bozen die Tangente 2u legen:
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Wiire in Fig. 4 A ein ausgesteckter Bogenpunkt und sollte von dem cben-
falls gegebenen Punkte P an K die Tangente gelegt werden, so zeigt die Figur,
7 dals jene durch Drehen der Sekante AP um
= den Winkel ¢ erhalten’ werden kann, Man
i braucht also einem iiber P aufgestellten,
nach A weisenden Instrumente — der An-
nahme unserer Figur entsprechend — blol
hinzuzufiigen, um die Richtung der Tangente
zu fixieren. ¢ kann nachfolgend berechnet
werden. Die Strecke AP ist ohnedies bei
Bestimmung von [> gerechnet worden (siche

Fag. 4.

messen, dann ist aus dem Dreiecke OAP
OP = YAAP Ry —2. AP . R(1 ~coset). oo v » o o ¥

S ,
sin = .80 @ . J SISt o S
. sin 3 Op S0 ® - o
und dem jetzt bestimmten Dreiecke OTP

I\

Sin:p::o}; MRl A S

PT=VOP!—R* . . . . AL

Es ergibt sich nun der Winkel
b=o—f und allgemein b= FB .. ... . IX
wobet das Pluszeichen in Geltung tritt, wenn A auBlerhalh des zwischen dem
Beriihrungspunkte und OP gelegenen Bogen liegt. MiBt man nun auf der erbl-
tenen Tangentenvisur PT (Gleichung VII) ein, so erhiilt man den Berithrungs-

punkt T der Tangente. (SchiuB tolgt.)

Mathematische Kleinigkeiten.

Von Professor Karl Fuchs (PreSburg).

I. Mittelwert und Abweichung,

Zwei beliebige Zahlen a und b haben von ihwem Mittelwert. m (== halbe
Summe) gleiche Abstiinde oder Abweichungen n (= halbe Differenz), so daf3 gilt:

a=m-+n DS e i e s k)
Daraus folgt: ab=m'—n’ ek )

2. Pythagoriische Zahlen.
Das sind ganze Zahlen, die den Seiten eines rechtwinkeligen Dreiecks ent:

sprechen, wie 3, 4, 5. Wemn in 2) das Produkt ab ein Quadrat wiire, daun

witren Vah m, n drei pythagoriische Zallen, und m wire die Hypotenuse. Wemn

aber u und b durch a® und b® ecrsetzen, dunn steht links tatsiichlich ein
Quadrat (ah)?, und 2) nimmt die Form an:

(aib;":(?‘iig"’) (‘ "" T e R

Gleichung 1 oder Il) und Winkel « wird ge- -

4
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go ist die Anziehungskraft der Erde auf den Punkt A:

mE
k-— = mg,
l'u

die Anziehungskraft des Mondes aul denselben Punkt:
mM
k A
die Anziehungskralt des Mondes fiir die im Mittelpunkt der Erde gelagerte Masse m:

mM

k=,

sohin ist jene Kraft, womit der Punkt A von dem Monde stirker angezogen wird,
als der Erdmittelpunkt, jene <fluterzeugende Kraft» also, welche die Erhebung des
Punktes A um die Hohe h' bewirkt, gleich dem Unterschied:

mM mM
k(d"r),——-k & = mp-

(Schtug folgt.)

Die ,,gemeinschaftliche Tangente an zwei Kreise*

f0r die Absteckung von Eisenbahntrassen mit besonderer Berlcksichtigung
der Obergangskurven.

Von den Ingenieuren Ernst Neumaon uad Kar! P, Vajkai.
(Schiugy,

Fassen wir nun auf Grund des Vorausgeschickten den Gang der Aufgabe
zusammen, so ergibt sich folgende geodiitische Losung: Seien in Fig. 5 K und
K; zwei durch eine Tangente zu verbindende Kreishigen, so sucht man nach
Gleichung IIl oder 1V erst die Endpunkte paralleler Halbmesser, mifit die Linge
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AA, und den Winkel o in A, berechnet nach Gleichung %) AP und vennag
auf AA, den Ahnlichkeitspunkt P zu fisieren. Stellt mun nun das Instiwnent
iber P aul und figt zur Visur PA den Winkel b nach Gleichung 1X hinsu, o
erhiilt man durch Absetzen von PT (Gleichung VI wul dieser Tangentenrichiung
den Beriihrungspunkt T. Schligt man das Fernrohr durch, so braucht man blof}
das analog gerechnete PT, einzumessen, um T, wuszustecken.

Aus Figur 2 ist ersichtlich, dafy fir gleichlaufende Bigen das Autsuchen
des Ahnlichkeitspunktes Schwierigkeiten verursachen wird. Licgt er doch fiir sok he
Bigen aullerhalb derselben und kann so leicht in koupiertes Terriin fallen, hei den
vorkommenden kieinen Radiendifferenzen sogar meistens nicht erreichbar sein, Aber
nicht nur das Festsetzen von P pestaitet diese unmittelbare Losung der Aufyabe
vom AIIn]ichkeilspunkte so unginstig, sondern auch der im allgemeinen klein sich
ergebende Winkel ¢ wird die Genauigkeit dieser Lisung benachteden. Von die-
sen Gesichtsziigen ausgehend, waren die Verfusser bestrebt, die gemeinschaldiche
Tangente mit Umgehung der Festsetzung des Alnlichkeitspunktes zu hestimmen
und ist die folgende Methode in wllen Fillen die zweckinidfligere.

-
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Wiire in Fig. 6 PT,T die an die Bogen K und K, zu legende pemein-
schaftliche Tangente, so EWt sich aus dem Dreiecke ATP, i welchem AP nach
G]eichuug I, PT nach Gleichung VU und <92 nach Gleichung IN Lekannt sind,
die Linge AT und der Winkel v orechnen. Man kann also direkt vom Stand-
Punkte A den Beriihmngspunkt T festsetzen, indem man zur Visur AN, den
Winkel y hinzugibt und AT einmifit.

AT =V(PT -} APY—2 PP AP (1 —cosdy . . . . . . . X

. |/ - .

und sin y==-—.sinyh . . . . .. .. ... .NXl
AT

Der Beriihrungspunkt T, wird von A, aus fixiert, indem zw Visur A A der
“4 1 supplementiire Winkel addiert wird und aul diescr Visur die im Verhidtnis
SR . ~ e .
der Radien reduzierte Strecke AT, abpesczt wird,

*) Fir gleichiantende Bogen gilt 2ur Berechnung von AP Gleichung 1.
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Analog ist de Losung fiir Kontrabigen (Fig. 7). Man berechnet ebenso aus
Deeisck APT die Linge AT wnd den Winkel v und vermag so sinngemiils die
Beriihrungspunkte T und T, von A bezw. von A, abzustecken.

Die Losung hat awfler einer Ersparnis an Feldwrbeit noch den grofien
Vaorteil, dafd der Beriihrungspunkt unmittelbar von dem beliebiy gewihlten Bogen-
punkte A bestimmt wird und nicht erst aus ciner zweilachen Einmessung. Die Ge-
nauigkeit der Aafgabe hingt insbesondere von der zu messenden Liinge AA, ab.
Man wird daher trachten, diese moglichst kurz zu withlen  Das wird am besten
ereeicht, wenn man den beliebig zu withlenden Bogenpunkt auf dea dem Ahnlich-
keitspunkte zugewendeten Teile des Bogens annimmt, nur darf man wieder niclht
allzu nahe an den Berihrungspunkt herunkommen, da sonst ¢ zu klein wiirde und
auch eine allzu kurze Visur nach dem Beriihrungspunkt die Genauvigkeit der Ein-
messung von T beeinfluBt,

Die im Laufe der Zeit durch Erhthung der Geschwindigkeit und Vergrofie.
rung des Gewichtes der Fulwbetriehsmittel gesteigerten Anspriiche an  die sorg-
filtigere Ausarbeitung des Oberbaues machen es fiir die Zukunft unerliiBlich,

/| o g

oo e m e

2~

T o

/ ’!‘g &,
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2wischen Bogen und Tangente hehuts Ausgleicimg der Richtangs- and Hihenver-
hiltnisse des Geleises Ubergangskurven einzuschalten. Eme einfache A, dieser
I"mwlcrmxg in der behandeften Aufgabe zu entsprechen, witie das Finlegen solehier
Kubischer Parabeln, wie sie in bestehende Gl eise cingeleyt werden, Das Ab-
stecken  theoretisch richtiger Chergangskurven st jedoch, olme eine Melrarheit
i Felde leisten zu miissen, auf sehr leichte Wetse dwrdizutithren. Diese soll im
folzenden besprochen werden,

Die Theorie der Ubergangskurve als bekaunt vorausgesetzt, sei hier blok
als hesonders wesentlich fiir das Folgende, wuf die Eigenschalt langewiesen, Jabs
ein dom gepebenen Bogen konzentrischer Uillskreis vom Radius R | v (Fig. %)
die Uberg‘:ulghhugcutungemc in der halben [AJ"hcrg:m«,;hlu)gcnlimg(f /l, Lugiert,

Wiire an die Bogen K, und K, (Fig. 9) cine gemeinschalthehe Tang ente
mit cin-, bezw. auslaufender Ul)cr'gallgSkurvc 2u Jegen, so ist zu beriicksichtigen,
dall diese von beiden Kreisen abliingiy ist, vom Kreise K, die ntlernuny v,
und vom Kreise K, di~ dem Radius 1, entsprechende Distanz v, haben muf3,
sich also als gemeinschalliche Tangeate der Hilfskreise Hy vom Rudius R, - v,
und H, (R, 4 v,) ergibt. Die Ubergangskurven werden nach der allgemein
iblichen Kcordinatenmethode whgesteckt, sind doch die Beribrungspunkte dic
halbierenden Abszissenpunkte der kubischen Paraheln.

Die gemeinschaltliche Tangente der Hilfskreise  kénnte  hestimmt werden,
indem zu zwei koordinierten Punkten der Haupthtgen die entsprechenden der
konzentrischen Milfskreise abgesteckt werden und diese als Grundpunkte zur De-
stimmung der gemeinschaltlichen Tangente nach Vorgang aul Scite 199 heniitat
werden.  Die Verschiebungen v, welche behufs Festsetzen  der Punkte der Hilfs-
kreise radial von den Punkten der gegebenen Bigen aufzutragen wiiren, sind im
lgemeinen kleine Griten, und wire ein solches Absctzen wngemuw, M wird
daher trachten, die gemeinschaltliche Tangente der Hillskreise, bezw. die Beriili-
rungspunkte derselben ummittelbar von den Punkten der Haupthisgen abzustecken.

Der Vorgang ist folgender:
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. Fiir Kontrabigen:
Seien in Fig. 10 A, und A, zwei Endpunkte paralleler Halbmesser der
Bogen K, und Ky, T/ T, die gunuuwha(thdu Tangente der Hilfskreise 1,

A=

w .‘\-"‘

und Hg, so geniigt es, um die Beriihrungspunkte T' von den Punkten A absetzen

“zu kinnen, die GrioBen x und AT' zu kennen. Aus dem Dreiecke A,A,K lassen
sich, da in demselben A;A, und Winkel o als gemessen und A, K=v, v, be-
kannt sind, A.K = AA) und 7+ = X« rechnen.

45 Ebt‘
Ak e Ry Ay == V(AA - AK) — 2AA, . AK (I Fcose) . . . Xlfa
und 8in v == sin &' == Ay T B R ST U 7 151 e ol s 4

von AT, und gy nach den Gleichungen V-—XI, so daB schlietflich, wm die
verlangten GroBen AT, und » zu bestimmen, die Aullosung des jetzt bestimm-
ten Dreieckes A/AT, eriibrigt. In diesem sind bekannt AAY = v,, ATy und
L A =o' —y und ist

Die so gerechneten Griilen Ay'Ay' und Y o' geniigen nun zur Berechnung

G I e e e

und sin A, = sin (& — ») ==L sin (&' — )

A

E 134
oder allgemein

I“-*V(v.—l—A; T —2v, A‘ T [l —cos (2 F7)] . . . XIVa

und smA_..sm(an ,)_—pl{——* sin o' Foy) s s s LaXV e
j¢ nachdem die beliebig gewihlten Bogenpunkte A auf der der Tangente zu- oder
abgewandten Bogenscite liegen, Die Feldarbeit beschriinkt sich wieder auf das
Hinzufiigen des Winkels #, zur Visur AA, und Einmessen von AT, auf der
erhaltenen Visur. Analog wird T.' festgesetat,




203 —

2. Fiir gleichlaufende Bigen:
Um auch hier die Grofien zur unmittelbaren Ermittlung  der Beruhrnungs
punkte T* und A zu bekommen, denkt man sich durch Ay cine Parallele zu A7

und 16st das Dreieck AALK. Es ist wieder
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AK = RiAr =V(AK AR —2AK. AAs (1 J-cosa) . . . Nlb
... NI

f’\xr‘\ﬂ g
== A8l % . e e o«

und SIN v === gin o == ———
e e j.\‘ RO
A Ay und 32 o' geben aus den Gleichungen V—XI ATy und - v, und nach
aniloger Ableitung dem Falle 1 ist aus dem Dreiecke Asa' T
ATy = ‘\fr (;‘\:.—\;'ﬁ + 7\;' -'i‘s_').s'-— e /‘-\Iz/j\:'. A To (1 —cos(r Fay] . . NIVD
und sin (v F @) = A_'L' -.osin (v TF &) XV D
AS"I‘H’

wohei die Zeichen im selben Sinne wie im Fualle 1 Geltung haben.
Bei diesen Aufgaben gilt beziiglich der Genauigkeit des Resultats dasselbe

wie bei Lissung der Aufgabe ohne Beriicksichtipung der Ubergangskurve,

Die m vorstehenden angefiirte Lisung hat, wie dem Gange der Aufgabe
zu entnehmen ist, den bis jetzt gebrituchlichen Methoden gepentber den Vorteil
einer verhiiltnismiBig geringen Feldarbeit und hauptsiichlichst den einer bedeuten-
den Genauigkeit, ist doch das Resultat blofl von einer zu messenden Linge ab-

hiéingig.

Grundeinlésung fiir Eisenbahnzwecke und Katastral-
mappe.

Die im Hefte 9—10 der «6. Z. £ Vs vom 1. Mai 1006 von Obergeo-
meter Mielichhofer verdffentlichten «Kritischen Betrachtungen iiber dic Mappen des

Katasters und des Grundbuches» enthaiten eine Fiille von Wahrheiten, fiir deren un-
geschminkte Darstellung jeder luteressent dem Verlasser ehdichen Dank sigen

muf},




