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Uber das natiirliche Erhaltungsprinzip.”)
Vou S. Waellisch, Oberingenicur der Stadt Wien,

s q(i)i_t.? mm:l.l;mi’sche Begrindung dm" .\I.(-(h:i(!v q«lm l\'-l ('i\n -41(“11 (‘J v vate
“'ittlc.fL:r \'i-L‘lt‘!'|?l Wege genommen, daly ein Riickblick aul (Ilf‘ \a-u'hu;.g;suin It
lnij“-“.-lgmlml‘m" des mit c.]fcxm‘ Mcthode \‘(-r\\:;‘n{lmn I]H’.‘(‘h.’lIll.‘-;l_"lt'!-l !'r'x‘nz..;p_\ der
chsten Erhaltung des Naturzostandes von cmigem Interesse sem diivfte,
le;l-,;“l::l- Anltchnun.g an die '\'un (1. .':li)luif il: ysvilnci';“‘ l‘l;\l\n.%)llsc!nit!; f his«lm-giv‘v dimo-
‘ Atemaltiche e wapoe s frllte et die Tolmars
Wonacy ];2!;“?:]:‘:“(‘““ ul‘ QLL‘!"“];”W 1“‘:1:.1‘)1‘(‘11{ \di’: :’):‘ru;r'uu 'I(li:"l;’;t'\:i‘lc\:it ()'l“'l‘r::‘}lm:l'lt(r-’
gt‘s[q}]l % £en 'un(. _.91.1\11‘ ;.,'u ‘1 L -““‘ ) : X | N ni,?\ 1. 1 )
1633 ‘....\_‘Ll(flw" hat I.Iuygc'ns'm dem uLf. »Horologiun (:jﬂ.l”‘llnlnlm*, ’aris
“‘itrh: -“' das Erhaltungsprinzp t'lzzs. erste i't.nul;xmmynl aelegt, Hl(h‘l‘ll.l't der eInte
.1 welcher erkannt hat, dafs dasjenige, was in der Natur erladten Bleibt, durcd die
:limmt‘ der Produkte aus den Massen und den Quadraten der Gesehnwindigheiten
ttusz‘ud'"ii"]\’cn sei. Der mit diesem Produkie verbundene Begridl der s febendigen
A :tiﬁ’;" \\'(.‘lﬂc.hcr spitter von Cartestius (“)H(')f leibniz (I(?‘)“%') wind den diet Be -
F(1686—1748) eine bestimmtere Aushildung und Aufklirung getenden hat,

W“I' Ak ~ 5 . . . e
de in Jem Erhaltungsprinzip zum Gegenstand verschiedener Variationen gemacht.

}{L )f\',’lchg‘(.druck[ mit K““g-er Erlaubnis des schr g'(,‘.‘(‘h.‘ll/lt‘ll \‘('dei‘i('].‘w, anyeres “t‘l“'}\'.‘?h‘”
; ur" -\htﬂ.rh(}![t-rg, aus dem bhei B, G, Teubuner ia Leipzig erseheinenden Organ Hir angewandie
Withemats ol iiy == ) ) y . ) . )

“matik « Zeitschrift fir Mathematik und Physik» als erwimschter Buitrag 2z seiner im0 il

. Kingy o : ) o
\gé“[:.k dieser Zeitschritt trefllich ausgetiihrten  «lehleransgleichung nach der Theoric des Gleivh-
L (Chtes elastischer Systemee,
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In seinem Werke: »Varia opera mathematicas, {lolosae 1679, hat Fermé

zum erstenmale den Satz ausgesprochen; »daf die Natur immer auf den kiirzcsl.t?“
Wegen tiitig sei«, oder mit anderen Worten, daf} die Natur mit dem smoglieh
geringsten Kraltaufwand« auskomme, d. h. im Sinne des »geringsten Wider
standes« vorgehe. Diesen Gedanken hat im Jahre 1740 und einige Jahre spater
Maupertuis aufgegriffen, um in der Mechanik cin neues Gesetz aufzustelleh
welches in seiner Abhandlung: »Les lois du mouvement et du repos déduites
d'un principe méthaphysiques (Histoire de I'académie de Berlin, 1740) {ulgenrﬂe“
Wortlaut hat: »Wenn in der Natur eine Veriinderung vorgeht, so ist die fiir dies®
Veriinderung notwendige Tiltigkeitsmenge die kleinstmégliche.« Die fir die Ver-
finderurig eines Bewegungszustandes erforderliche Titigkeitsmenge ist als Produkt

von der FForm
m,v.s

zu denken; worin m die Masse, v die Geschwindigkeit und s den zuriickgelegte”
Weg bedeutet, Unter der Veriinderung, die in der Natur vor sich geht und ¢
Minimum werden soll, wird die Diflerenz zwischen zwei Titigkeitsmengen vor:
standen, deren eine dem Zustande vor dem Ercignis, die andere demjenigenl "‘;‘fh
dem Ereignis entspricht, gleichviel ob das letztere ein wirklicher oder 14f g
denkbar moglicher, ein virtueller Vorgang sei. ;
Da diese Darstellung des Prinzips der maglichsten Erhaltung des Na}""
zustandes, welches man auch als das »Prinzip der kleinsten Wirkung« (l’ri“c”).mm :
minimae actionis) bezeichnet, nicht klar genug durchsehen lifit, wie im ﬂlig@“‘e"w’f |
eine unendlich kleine oder doch eine sehr geringfiigige Veriinderung cines Systems
in der Nihe des Gleichgewichtszusiandes — worauf es am meisten uukomm.t %
zu hehandeln sei, so erscheint die von Euler gegebene Fassung in diﬁercntwﬂe‘
Form viel exacter und deutlicher. In sciner Schrift: »Methodus inveniend linea®
curvase, Luusanne 1741, stellt er fiir die Formulierung des Prinzips der kleinster
Wirkung das Produkt
: _ m.v.ds
auf. Dieses Produkt, worin die BewegungsgroBe mv mit dem diffenrentiellen Wfﬁﬁ_‘ _
element ds multipliziert erscheint, bezeichnet er als die augenblickliche lebendlg“z
Kraft, und das Integral dieser augeublicklichen lebendigen Kriifte zwischen Z‘.‘Je
entsprechenden Zeitgrenzen Lifit er ein Minimum werden. Mit Bezug auf die Relatio®
__ds
S
konnte der Euler'sche Ausdruck auch geschrieben werden wie folgt:

9

| m . v?.dt oder mdaﬁ{
~ oder unter Zugrundelegung der Zeiteinheit:

m.v® oder m;ds?

- In der Schrift: »Traité de dynamiquee, Paris 1743, gibt d’Alembert :‘_le
elementaren Wirkungen die Form
: 20 m.v,dy,
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S . ) ds L ‘
Selzt man lierin m = | y va=cound dvi==goodt, wo podie Kraft ond i die

g dt -
iugeh;;r;gc Beschleunigung bedeutet, so hat min

P ds
m.v.dv=". Lpodt = pids
doh [

g

i das Element der Arbeil.

~ Nach Lagrange, welcher in seiner »Mécanique anadytiques Varis 1788,
d“e Eulersche Formel analytisch insotern wsdehote, als er an die Stelie des
et'."dt‘«utigen Minimums die doppelte Miglichkeit von Maximum vud Minimuns cio-
f“hl‘lt‘, konnte man dieses Prinzip als dasjenige  sler priBten und Kleinsten
le}{ﬁl'l(’ig‘etl Krafte bezeichnen, in welcher Ausdrucksweise es sich auch wnmittelar
Wl den Grenzfall des Gleichgewichtes anwenden Eilt, indem Luagrange nach-

B&Wiesen hat, dafh unter ullen Lagen cines bewegten Systems die der grifiten

td kleingten tebendigen Kraft entsprechende auch dicjenige sei, in welche man
8 bringen miiite, damit es sich im Zustande des Gleichgewichtes helinde.

_ Laplace driickt sich in seinem Werke: » Exposition du systéme du monies
\?Ie folgt aus: »>Das Integral der mit dem Zeitelemente multiphizierten lebendigen
Kraft elnes Systems ist e¢in Minimum, sodafs clso die wahrhalte Okonomie der
Natur dicjenige der lebendigen Kraft ist.«  Dieser Auffassung, welche der Euler-
Sj:heﬂ Formulierung vollkommen entspricht, schlieBen sich spiter auch Poisson
f.‘..l_‘raité de mécanique, 1833), Hamilt on (Philosophical Trausactions, 1834) und
Jﬁ’cahi (Vorlesungen, 1842) an, jedoch unter erweiterten Gesichtspunkten, die
W der analytischen Bearbeitung des Prinzips zum Ausdrucke gelangen,

Carnot liBt in seinen »Principes tondamentaux de équilibre et du mou
Vemente, Pyrig 1803, den Verlust an lebendiger Kraft zu emem Minimun werden
UNd nihert sich damit wieder der d’AlemberUschen Form.

, In dem Aufsatze »Uber cin neues allgemeines Grundgesets dec Mechanik s,
(Crclle, Journal fiir Mathematik, Bd. 1V, 18209) hat Gaafd cinen mit dens Prinap
'{e" geringsten Wirkung verwandten Satz dahin formuliert . »Die Bewegung eines,
!“-’)’stems malerieller, auf was immer [ir cine Art unter sich verkndipiter Punkie,
qe"ﬁll Bewegungen zugleich an was immer fir iuflere 13csch‘n"3mkuugrn cehunden
Slud, reschieht in jedem Augenblicke in maglich grotiter Ubereinstimmung it
der frejen Bewegung oder unter méghich kleinstem Zwange, indem mn
als Maf des Zwanges, den das ganze System in jedem Zeitteilchen etleidet, die
Summe der l’rodukfe aus dem Quadrate der Ablenkung jedes Punktes von seiner

frejen Bewegung in seine Masse hetrachtete. Unter der Ablenkung da, welche

gi“ materieller Punkt von der Masse m in jedem Zeitteilchen erleidet, wird jene
Jutersehied in der Bewegung verstanden, welcher cintreten wiirde, wenn die Be-
Yeguug anstatt unter dem Einllusse der vorgeschriebenen Bedingungen unter
demjeuigen der frei wirkenden Kriifte, also ohne das Vorhandensein dieser B
f"glﬂlgcn ausgeliihrt werden wiirde. Nach dem Gantischen Satze findet also
die zwangloseste Bewegung unter der Bedingung start, dalh die sogenannte Ab-

nkungssumme Ym.da:
2m.
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- Prinzip mit dem natiirlichen Erhaltungsprinzip in Ubereinstimmung zu bringe, &

s 206 wn

ein Minimum wird, — Ist das unter dem Einﬂus_ée der freien Bewegung zurﬁﬂk".
gelegte Wegelement df, das unter dem Einflusse der gezwungenen Bewegtith

ds, so erkliirt das Prinzip der geringsten Wirkung aber denjenigen Grenzfall ':li.s

den Gleichgewichtszustand, fiir welchen die Summe der Produkte m.ds® ein M“":

mum ist, Oder betrachtet man mehrere materielle Punkte m, m, mg . . - “’"‘lf‘:h{f

im freien Zustande von den angreifenden Kriften um df, dfy dfy ..., M ‘“

hundenen Zustande aber um ds, ds, dsy ..., verschoben werden, $0 détl? sie

vermige ihrer Verbindungen die seitlichen Ablenkungen da; da, day . . . erleidefs

so erfolgt die wirkliche Bewegung unter der Minimumsbedingung:

e\ .
m . @5 == min.

Fihrt man die freiwirkenden Kriilte I, die von der freien Beweguig able
_ : : : NS
kenden, durch die vorgeschrichenen Bedingungen wachgerufenen Ablenkunk
kriifte A und die tatsichlich zur Wirksamkéit kemmenden Resultierenden I €1

] - . -4 21 ’e
welche sich nach vorstehender Figur zusammensetzen; hezeichnet man ferne! ;;:3
den verschiedenen Kriften und dem gleichen Zeitteilchen dt entsprechenden >
_ chleunigungen mit 9, & und =, so dafl die Beziehungen bestehen:

% : di
F=mg df =9,
dt?
A=ma da ="a—
dt®
P=mn ds == T~
-y

so erhitlt man die Arbeitsgleichungen:
v o dtt ey dt* ;s

2 m.df? —= ~2}'|m . df — -—»—5«\ . df

Em. dat = E;izm oL da== d; WA . da

Wi det'as N e WN'D g
ﬂm.d.s 3 ‘._'m,'.r:.rl?.._ 5 ;..'l . ds.

Wenn im verbundenen Zustande 9;}:,[*‘ df==0 und daher }_‘.A.du —-zil)' ds
==min. ist, dann kann man sagen: Es findet die wirkliche Bewegung nach d;‘-ﬂl
Prinzip des kleinsten Zwanges so statt, wie nach ‘dem Prinzip der L‘;'f"i”g‘u’_mt,
Wirkung, nimlich derart, dal die Summe der von den Ablenkungskriften \"-‘-"‘."‘_Eh.. —
teten Arbeiten ein Minimum wird. Andernfalls miifte man, um das Gau B'sch®
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i’:::]/l:i? Tt!i‘ i:rt'i'\\'il‘!(Cllflell Kritfte .in ]imi}t_'l‘c&(;‘idlli.gixllg' zichen, ’mlof' es miiiite das
weml"l” u"\?,kl““llstcn. A\\’(lllg’(‘sjll“‘[ (l‘cm ll":q,;lul'lts.'ngm‘ 1 \crlnndu.n;; ;.;}rin":n'-hl
i \'] ~.(1 .(u:h: »l)lc. ;\lcch:unkl in threr l'.nl\‘\'n.‘,klunga'f .llurtz: .n,.)w I'I’i'ilI;ﬂl?i-'ll
Mechanike). In dieser Verbindung erscheint Jus Minimumspeinzip moder all-
orhielt es die vollkommenste und verstindlichste

YeMe ete . g .
Remetnsten Form, und in dieser
von der Klensten Avherts,

]f'\"“‘““% von Castiglinno durch seined vlehrsats
‘“CI_Cht"“ er zum erstenmale im Jahre 1873 i seinet l]ipl:.un:u‘l'n’ix
St spitter in seinem klassischen Werke : s Theorie de I'¢quilibre: des systemes
Tarin 1879, gegeben hat Begriindet durch die
her Systeme und s eine Folgerung semel
der Arbeir, lautet dieser f.elirsatz
or Delorntion des Korpers odet
welche die Delornations

als Ingenienr

.,{;‘]J‘Hli‘i.ll(‘s et ses ;1]\|)lil‘n.limls~«,
'bt{lr(iil;:;c( ](lt‘-‘i“GIcit:‘hgcwiuh!m‘ S-I:misfv '
i h';]].-u.l h:tl‘xc ul)c.r den |)}|f=(‘.'}‘t‘|ll!.‘xlqtl()lu‘lllt'ii
e q\..kl' »l)le' elastischen |\1':Ll't'c, \\'clr‘hc‘. mich <.1 '
Systems zwischen den Molekiilen aultreten, sind jene,

insofern man die Bedingungsgleichungen bettick-

arheit . %
it zu einem Minimum machen,
i um jedes Molekiil Gleych-

sichi; _— . . . .
; f'i{l, welehe ausdriicken, daly zwischen diesen hrilte
BeWicht herrschte,

Der Zusammenhang des prechanischen Migimumsprinzips  nuit dem geometri-

schien Min e . ’ Y
ien Minimumsprinzip  wurde schon zur Zeit der Aullindung  der methodischen
l.egendre, welvher  die Methaode der kleinsten

s Nouvelles méthades powt {a
suerst olfenthich Behandelt
den Eigenschaften des

?"Hg]“idillng rechnung geahnt.
.‘?,_u;i'{h'illl.’! i cinem Anhange zu seinem Werke:
Qétermination des orbites des cometese, Pavis 1803,
L findet die Analogie des Ausgleichungsproblems il
%’CIEWOI‘[)UHMCS bemerkenswert, idem er zetgl, dati de el seiner Methode be
'f‘rh“i’lﬁ Mittelpunkt eines Delichigen PPunktsystems mit
SSammenfillt, Beriihrungspunkte swischen det Bestimmu
Und den Gesetzen der Natur finden gich auch hev Laplace (Théorie analytique
dfﬂ‘i probabilités, Paris 1812) und G aufh {Theoria combinationis, Gttingen 18215,
[;ﬁrm_““-he zur Begriindung der Methode der klensten Quadrate aus m;_-r.!m.nim-in-n
, ],"""I‘!iell hat die Literatur seit lvorys Vergie m Hebelgesetze CNoch’s
[ahﬂfWJpll. Magaz, 1825 und 1826) nicht wenige
teflender Weise hat Henke in sener I|l;mg;nm|~l.liswrt;u}un;
d“‘l" kleinsten Quadrates, Dresden 1808 und 1804, dic Meinung von det Moglich-
Keit, das das Ausgleichungspmhlem clie ganz altgemeine Bedeatung (iir die Aut-
i&‘fm”‘g von Naturvorgingen haben Lonne, mit den Worten 2 Ausdrucke gebracht:
Ne durch dubere Einflusse bewirklen Verinderungen geschehen stefs so. dadd e
:‘:Qf«:imlcrteu Zustinde denjenigen, aus welchen sie hervorgegangen, et mog-
lichst nahe liegen — und datd man als mathematisehen Ausdruck dieses Prinzips

_ Qe Fupdamentalsatz der Methode der Kleinsten Quindrate 2u betrachten hahe.
Nach den jiingsten Untersuchungen ist 1 allpemeinen 2u der Liehaup-
tung berechtigt, dal die Anwendung des natiirlichen Erhaltungspringips aul die
usgleichungsrechnung zu der allgemeinen Theorie der
Bedingungsgleichungen fir dus

_g“d nun im hesonderen ohne Riicksicht auf die
blelchgcwicht die Summe der von den Ablenkungskriften allein verrichteten Ar-
eiten, die » Ablenkungsarbeite zu einem \linimum  gemacht, dann ist auch der

dessen Sehwerpunkt Zuo-

ng  des Minimuamspunktes

ich g de
qlzuweisen; bhesonders 7
»l‘l)ur llit} .'\lt:lhmlu

kleinsten Summen fulrt.
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mathematische Ausdruck dieses Prinzips das Fundamentalgesetz der kleinstel
Quadratsummen, und es entspricht das hierbei in Anwendung kommende Rechen
verfahren der Gaufdschen Methode der kleinsten Quadrate. Wird aber
die Summe der zur Frlangung des Gleichgewichts notwendigen Arbeiten, die
»Deformationsarbeite, auf ein kleinstes Ma gebracht, so erweitert sich dus Recher
~verfahren zur Methode der kleinsten Produkte, wie sie zum el’Stefr“f‘“lé
in der »Osterr. Zeitschrift tiir Vermessungswesen«, Wien 1904, unter dem Titel :
»Fehlerausgleichung nach der Theorie des Gleichgewichtes clastischer Systeme’
vom Ver asser ausfiibrlich behandelt worden ist.

Da diese erweiterte Methode durch Einfilhrung entsprechender, von aen
vorgeschriebenen Gleichgewichtsbedingungen abhingender Gewichtszahlen immer
auf die GauB'sche Methode zuriickgefihrt werden kann, so findet dic eine we,
die andere — unabhingig von der Wahrscheinlichkeitstheorie — nach der H“"’"gf"
Theorie des Gleichgewichtes elastischer Systeme oder aligemein durch das natur:
liche Erhaltungsprinzip ihre mechanische Begriindung.

Einiges Uber Vermarkungsmateriale aus Kunststein:

Die Erwirkung eines allgemeinen Vermarkungsgesetzes ist zur Sicherti des
Grundeigentums unerlafilich, denn erst dann erhilt der buchmiflige Nachweis l'*‘dej
Parzelle im Grundbesitzbogen seine volle Berechtigung, wenn der ortliche Bestant
dauernd in Ubereinstimmung mit den Katastralmappen und den Urkundenoperate®
des Grundbuches erhalten wird. Nachdem von Seite der hohen Regicrung "‘5"‘h_f3_'
reitende Studien zur Erlassung eines Vermarkungsgesetzes gemacht werden, ¢
diirften hier auch einige Bemerkungen iiber das Vermarkungsmateriale nicht uner
wiinscht sein. :

Bei den ersten Katastralaufnahmen wurden vorzugsweise unbehauene qrcnf'
steine, sogenannte Feldsteine zur Vermarkung verwendet, auf welche eine Krew?
marke eingemeifielt wurde. In cinigen Gegenden finden wir auch regelmifig gc'
formte Busaltsiulen als Grenzpunkte vor, Glatt hehauene Sand- oder Granitstein®
‘wurden erst bei Berainungen von Eisenbahnterritorien und Herrschaftsgiitern 4
gemein eingefiihrt. Um Feldsteine mit Sicherheit als Grenzsteine zu erkente
wurden diesen Steinen sogenannte Zeugen beigefiigt, indem unverwesliche Sacijf?'?_j
wie Glas- und Tonscherben, Schlacken und Ziegelbrocken in das Lager des Steit®”
gelegt wurden. ' =

Dieser uralte Brauch bildet die ersten Anfinge einer unterirdischen VUT:
markung. Mogen die nur oberirdisch versicherten Grenzpunkte noch so gut ya!
markt sein, so sind sie mehr oder weniger der Gefahr einer Verschiebung f‘“ﬁ"
gesetzt, welche sowohl durch Naturereignisse, als auch durch landwirts‘.c:hafﬂ“fhc
Kulturarbeit herbeigefiihrt wird. Es ist daher diese Art der Berainung fiir ein®
davernde Sicherung der Eigentumsgrenzen ungeeignet, i

- Um diesem Ubelstande abzuhelfen, wurden in einigen Gegenden Deutﬁc_h_‘ i
lands und Frankreichs unterirdische Vermarkungen durchgefiihrt, Es wurden Drai®




