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Der Fundamentalsatz der Methode der kleinsten
Produkte.

Von Oberingenicar S. Wellisch.
l.

i\’mhos\:'fjwi'e sc!‘lwankcmler Bastis die mutlwmuliscl{o _{(‘;:‘Iiil.l(lllllg f!t'l' -(‘i:tn B selien
. (;( N. klelllStL‘,l‘l f)llil(.ll'«"l{t.‘.'SE('!ht_, Iwkn‘m(l«zn die z;fhh'cu-:w” Selriften, \\;clrlu‘
Sind l;{‘ “""‘HEIWC{IIH‘HICIIE He\vcm[uh'rung LIIC:\‘CS /\m;g,‘!(*u:hungs\’url;tlu'vns goru'h‘tvl
© Hat doch Gau®d selbst zwei verschiedene Versuche anternomoen,  seine
,uﬂeh:\:te; /u hegriimlcf}. '.»hnv sich (le‘s (Iet;iihl:; (I}‘l‘ Ensicherheit und der S\"ilikiir
Stang f}l?m-‘ Nayllelltllfrll ist es das Gau l.'». scl?v l“(.‘lllt'f’g‘ur&(*[/‘ wulvl!m den (f-w‘“"f
i lie',‘)l&][llgur lﬂe.up'(ellu11gm| bildet, und die ,\-'erl;nndnng dey ;\llf-'.gl.l"'|clld‘llj'1‘1;ffpf?l“};h
83 2ur 'q]-,rxyhelnlujh};f&:Isrc.‘lmu,ag' der ‘\\.1.\“\‘('.!'15{11;1“ ‘Ivf? (l]l“"kﬁﬂ.“(‘. -I> |l( .« |
tina i utlenlhchyu l\l‘ll}l{ hef'uus(.ordcrl.“ ks gvl}}ug! cbea mcht_, cm'c :M.l.lf “N.,‘, als
Vissenschaftliche Wahrlieit mit Berufung auf den Umstand beweisen 2u \‘\ul!en,
&rSlZ, Sl'tlh. rdurch die Einfaﬂ:hcil der damit verl‘:niipi\tm.:w .(.)pt.‘]‘:.itl'ulu}u ‘:mfwwjh“;t
’(au,,, dB_S'e sallgemein befriedigt« und ihre »Vortrefflichkeit allgemein aner

¢ seq,
!Bei Keinem Zweige der mathematischen \\f’isscnsdum:m ist die |
.egr"urg‘{lnge in der Natur von so erfolgverheiliender twdvul‘u:.lg,’ als I.\; 'h."
L,suul?du|1g- einer Methode zur Ausgleichung yon 13%1‘»31:1i’l11x.1n;;%-lm:zlf,. IH}\ «!w
T dieser Autgabe gelten ganz bes diondersegelli gelten Worte Fourier's,

[orforseliunge

der
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daf ein »tieferes Studium der Natur die fruchtbarsté Quelle der m;uhenmhschf;;
Entdeckungen« sei. Dr. Henke HuBert sich in seinem Werke »Uber die Mt’-lth“ :
der kleinsten Quadratee, Dresden,. 1894: »Wenn es moglich wiire, die m.l.wr:-
Natur der Fehler zu erforschen, oder wenigstens eine plausible Hypothese df“'"b_b.t
“aufzustellen, so kinnte man direkt zu einem Ausdrucke fiir die Wahrm:hcinlu:hktflﬂ
der Feliler gelangen, und wenn dieser mit dem. GaufB'schen iibereinstimmte .
wire damit die Methode der kleinsten Quadrate in hefriedigender Weise cru.!iesen:

Nur auf den Mangel ciner plausiblen Begriindungsweise der Methode dt_
kleinsten Quadrate ist es zuriickzufiihren, daf manche Mathematiker sogar 4 L
dauerlichen Ausfillen gegen diese beriihmte Methode sich hinreifien liefien-

‘So klingt ein lesenswerter Aufsatz des Astronomen H. Kloock, » Uber dl‘i
~ Unhaltbarkeit der sogenannten Methode der kleinsten Quadrate, Bonn 1893¢ ml{.
den Worten aus: >ln der Erweckung wissenschafthichen Scheins mannigfache! ,Air
leistet die Methode der kleinsten Quadrate wirklich GroBes. In der Praxis sehlie
sic jhre Themata priindlich ah gegen die Versuche einer niiheren Priffung, i
etwaiger Verbesserung, und ist ein arges Hemmnis der ehrlichen und offene? 1“; _
schunge. Solche Miitone i der mathewiatischen Literatur rufen dann mit ]\'c(’:{.
dag Vérlangen hervor, 2ur Begriindung der Methode der kleinsten (Quadrate
‘Wahrscheinlichkeitstheorie iiberhaupt nicht mehr in Anspruch zu nehmen.

Wohl die meisten Versuche, das Gaufsche AusgleichungsprinZp ac.h
mechanischem Wege zu erkldren, fithren auf derartige Bestrebungen gurlick. -I?';‘xéﬁ
die unter dem Titel: »Fehlerausgleichung nach der Theorie des GleichgeWie™™ .
elastischer Systeme« in der »Osterreichischen Zeitschrift fiir Vermessmlgﬁ“ﬁ-1er:v
1904« erschienene Abhandlung, worin ein mit der Gaufd’schen Methode :le{"‘
kleinsten Quadrate enge verwandtes Ausgleichungsverfahren, »die Methode B
kleinsten Produkte«, mitgeteilt wird, beschiftigt sich damit, das Ausi-‘;leich“"hr‘"
prinzip nicht mehr durch die unzureichende Wahrscheinlichkeitsfunktion, sond® !
nach der strengen Elastizititstheorie zu begriinden. Unter? Hinweis auf dies¢ e
handlung mige es hier gestattet sein, durch Ableitung des l’*‘undamcmmlsﬂ‘ .
dieser Theorie den Nachweis fiir die wissenschaftliche Begriindung der Meth

e ~ P [ " i“‘i‘l”
der kie_m.aten Produkte und also auch deren Schwester, der Methaode der klef2tt _
Quadrate, zu- erbringen.

in

elly

cat?
Das erste Fundament unseres neuen Ausgleichsprinzips bildet der -ﬁl,ehthi::!i
van der kleinsten Arbeite, den der italienische lngenieur A. C astiglia ”“, %kf’-f
erstenmale strenge bewiesen und am eingehendsten in seinem klagsischen Wwel 79,
»Théorie de I'équilibre des systemes élastiques et ses applicationse, Turlh “o
behandelt hat, Da dieser wichtige Lehrsatz in der franzdsisch abgefafdten ('}[lgésﬁr
schrift, wie auch in der von dem Gsterreichischen Ingenieur K. Hautf, Wiet " g
- besorgten -deutschen Ubersetzung schwer verstindlich dargestellt erschein®
eine ‘einfachere Ableitung dieses Hauptsatzes der angewandten Elastizi‘ti’llfit
 uoter Riicksichtnahme auf die ins Auge gefaite Anwendung fiir die Ausgleic™
rechnung an dieser Stelle wohl am Platze sein.

2. _
elastischen Stiiben, deren Endel

orie

T

Betrachtet man ein System von
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enken g anteretnander verbunde e snud, dadd jeder St ume eines seier Fonded

Sich ([, . . o . . o
ICh drehen Konnte, wenn das andere Eude frei witte, so Kannen die emzelnen Stiihe

IMNter S TN T . ; : S o
L der Einwirkung datierer in den Kuotenpunkten wirhender Keiitte nar Lingen-
e o ' g - . .
.!.jel‘llﬂgt'll uird Verdrehungen erleiden, aber es Konnen keine Biegungsmomente
dayufyy e . . :

eten, o, b die Stibe kinnen nicht cehogen werden.  Ist die Anzahl der das

e_)btem hildenden Stibe keine grifiere als unbedingt erforderlich st um dem Sy stem
Ine :

dynamiseh wnveriinderliche Form 7 veben, soo kénnen in eiem solehen
¥Stem nur g Spannungen wd dither auch Verdinderangen inden Stablingen
l.\;ml Ric]l(llngcu eintreten,  wenn ftaliere Krifte daraal cinwirken. o solehes
‘ay‘_“@m nennt man statisch bestimmt, weil die Berechnung der moden Stithen
H;::t:j"uindcu iﬁ‘I]IllIIll.i!]g'l’Il,' Preswn;_;'tm ader 5(‘211:!)?}4:;1nn;n'uvhungu‘!. Sowie '“f., (.H,I
'ﬁ'lum-. I,Uiflm. 51;'Ll)cl§:i(>1'sli:ir:mncn ;‘m! v[mnm]i:-u'c:'n'\\ cpe ‘“.Wh den ‘l.u:_‘,;‘vl_x’x ("icr Statik
S Gebilde erfolgen kann, Werden aber in dis System siiberzihlige . oder
HU}"‘""‘""’iiih.‘wi;:,w Stithe eingefihrt, soowird das System diberbestimmt omd heitst

dany g | o i | .
S Statiseh wnbestimmt. Besitzen diese hinzugekommenen Stibe senan die

‘ﬂnl’a . . s 8 . 5 s .
s !%UI. welche durch die Entlernung fener Knotenpunkie  gegeben sid, e sie
CThing )

¢

i N sollen, so “\\.'crdvn Ull.!h‘ lf,‘ill\\'ill"‘l\uug dufierer Kriite aach keine S;‘|;1n
N e1 ,U“.(.J f]t‘l]l;;’i:!IT?;lf.l :1}11'!1 keine l*lm‘nmu-(.lwt.ln;;«-n (.-x?tslchf-u. ”:‘i?’)(,‘ll aber (.]uéﬁc
Qi "'HC:{UIu'!Uﬂ Stitbe nicht genan jene Lingen, so .,«'.nui' diese Stitbe, wn sie i
S Wspriingliche System einfiigen zu kinnen, zu delormieren, oder es sind die-
JEnigen }':Ckpunlctc des Systems, welche durch dic neven Stitbe verbunden werden

3(’!!]1 i . . . : 5 .
'31'":“‘ 2u verschieben, was aber nicht durchfiihrbar st wenn wicht zapleich die
e dey arspriionglichen Systems  gezogen, gedrickt oder gedrebt werden. In

;l:_‘:{':] Solchen System sind somit siimtliche Hlliih}' inum.vn Beansp uchungen s

UL aueh wenn sie von keinen uberen Keiiften hecinflufit werden,

Vﬁ"‘bltx;li-}ift die ix\l ciniem  statisch ll‘lll)(‘x'l‘ilmnt(‘ll Hmhs‘\'slmn' nach de I.:)vl‘-n’ln:niml

lich, > .]Ul(lt‘ll‘ ._\[{;i.l}llllllg(’ll i l‘urn‘uul‘(-r11|ugv‘n At 'u‘sllllllll«‘ll,. centigen dadiey
mehr die einfichen Regeln des Gleichgewichtes s tarrer Systeme, sondern

;};}.“::Ur}““ ‘hllli‘l, ld(:r lC?ustizitfil (Icsi Hfil!)lll;l[‘l_’liillﬁ Rechnme  tragend,  nach (e
¢ des Gletchgewichtes elastischer Systeme zu rechnen,
B
dor | :].H“;‘ die der Spannung T L'lllﬁ]ll‘(‘(iht‘l}(h‘ \'«-rr;«‘hiv»hungﬂgrﬁ!.’w «-inm‘ jw'l;llnw'; vol
i “Ange | ound der Quersehnitistliche I, und hezeichner man der l\m'zv. wepen
dey TJ"“II Ausdruck l"ll', hezw. ('i", worin I, bezw. (o den I{Iztsﬁxiliits‘imi‘lti/.i‘:-ultl-n
Sl’*‘ﬁn‘a:h-‘.m”g oder Gleitung bedeutet,  je u:u.'hzl‘un .l. “culu Achsial- oder Schub
MR darstellt, so laatet das Hooke'sche Elastizititsgesetz:
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somit ist die Deformationsarbeit eines Stabsystems, auf welchem mehrere Krifte
angreifen : i

Ym=2A =3 =43T . . . (1) i

Die Arbeit einer in einem elastischén Systeme wirkenden Kraft ist '540“"‘-‘

nur halb so grof, als die Arbeit in einem starren System. Benn greift 10

diesem die Kraft sofort mit ihrem vollen Werte an, so wirkt sie in jenem infolg®

der Elastizitit des Materiales nur allmihlich in unendlich kleinen Abstufunge? vod

Null bis zu ihrem Endwerte wachsend, und zwar dem Hooke'schen E}astizil.ﬂtsi

gesetze zufolge mit einem resultierenden Betrage, der dem arithmetischen Mitte

vorr Null und dem Endwerte T, d. i. 7} gleich kommt,

L4Bt man in einem von Huferen Kriften T beanspruchten elastischen Stab-
system irgend eine Kraft T, um einen unendlich kieinen Betrag d T, wachsefh 2
erhiilt man die hiedurch um den Arbeitszuwachs d¥ vermehrte Gesaﬂlt“"be't
A 4 d¥%, wenn man unter der Beriicksichtigung, daf} durch die Anderung € inef
Kraft nicht nur der Angriffspunkt dieser Kraft, sondern ‘auch die Angriifspunkt_ﬂ
aller iibrigen Krifte verschoben werden, die halbe Summe der Produkte a_llf:'-f
Kriifte in die auf die Kraftrichtungen projizierten Verschiebungen bildet. Dies®
umstiindliche Entwicklung, wonach sdmtliche Verschiebungen als Funktion a!lﬂ‘:
Krifte nach der geiinderten Kraft partiell zu differenzieren und hieraul die Arbel®¥"
produkte aufzustellen sind, kann jedoch durch eine einfachere ersetzt werdel:
Dasselbe Resultat erhilt man nimlich viel anschaulicher, wenn man iiberlegt, das'
die resultierende Deformation des elastischen Systems im Sinne der Theori€ de.a
Krifteparallelograms dieselbe bleiben muf3, ob jetzt das Kraftelement d Tu und %e
vollen Krifte T gleichzeitig angreifen, oder ob zuerst dT, und erst nachhef ™
Kriiffte T wirksam gedacht werden. Man erkennt dann, daf die vor Einwirkul:g
der Krifte T von d T, allein verrichtete Arbeit, welche durch das halbe Pf"‘fiu 4
einer unendlich kleinen Kraft in eine unendlich kleine Verschiebung auﬂgedﬂw i
ist, als eine unendlich kleine Grifle der zweiten Ordnung vernachliissigt “’"rde.
kann, dafd aber, sobald die iibrigen Krifte T einsetzen, der Zuwachs dTﬂ"'.me-
seinem unterdessen erlangten Endwerte -zur Wirksamkeit gelangt und dam} emie
Arbeit leistet, die dutch das ganze Produkt aus dem Kraftelement d Tu '_" T
Verschiebung 1, seines Angriffspunktes gegeben ist. Mit Zuziehung der Arbeit
vollen Krifte T erhilt man daher fiir die Gesamtarbeit die Gleichung:

UA-dU = dTy.dag+dTa. a4 12 T .0
Da die Arbeit der vollen Krifte nach Gleichung (1) durch
U==42T.»
gegeben ist und
1.dT, . day=0
gesetzt werden kann, so verbleibt fiir den Arbeitszuwachs:

A =dT, .1,
und es ist somit
' 5, B

L
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Diege Gleichung besagt, daf} die partiellen Differentialquotienten
_d?r DefOrmationsarbeit eines clastischen Systems in Bezuyg aul
' tinzelnen suBeren Krifte die relativen Verschichungen ihrer
Ngpi
Briffspunkte ergeben.

4.

5 Bezeichnet man die Defermationsarbeit des auf die notwendige und hin-
[ . 3 - e TV srlicher
“ichende Anyzah) von Stiiben reduzierten Systems von dynamisch unveranderlicher
‘Orm mit %, und ist die Deformationsarbeit irgend eines Gberziihligen  Stabes

~ , 1OV

¢ &1 80 st die Gesamtarbeit des iiberbestimmten Systems :

9{=glo_+.,é;g’fa. N

bei gie Summe 3 so viele Glieder enthilt, als iiberzihlige Stibe vorhanden sind,
hISET) e . 2 A CooINe . e
Greiflt man nun unter allen Stiiben des iiberbestimmten Systems eine solehe

e.ﬂlahl heraus, welche unumgiinglich notwendig und  gerade hinreichend ist, um
N gta4: . . . A Ll
N Statisch bestimmtes System zu bilden, und ersetzt man alle anderen iiberzih

‘lge;? Stibe durch gleichwertige Kriifte, so kann man die Deformationsarbeit 9,
. er Funktion der dueren Krifte und der Spannungen der entlernten Stiibe
:;;:ﬁrﬁcketl. Ist némlich T, die Spannung irg'e;nd ginus eul!iurn{ ;;\e‘ul;uthlvn‘ iiber-
. 'BeN Stabes, so driickt nach dem in Artikel 3 abgeletteten Sutze von den
(li:: eif!miffhlumienten der Arbeit l!ﬂl‘ Differentizlquotient von 3, l'.fl Bltf:f.u;?r :tui'. i
“"Rednderung jener beiden Knotenpunkte aus, welche der iiberzihlige Stab
*rbungen hat, d. i. die Forminderung des Stabes selbst. Diese Dilferential-
Juotiey e, fallen immer negativ aus, weill die Verschiebungen der Angrilfspunkic
° die wegredachten Stiibe ersetzenden Kriifte, welche die Formiinderungen zu
e'.'.]me“ “‘achten, stets im entgegengesetzten Sinne dev Wirkungsrichtung dieser
fdite Statthinden. Da dieselbe Formiinderung nach dem Elastizititsgesetze aucl

v E . Z 3 . '
Eegebey iy durch die Grite ", so hesteht die Gleichuny,

d Ql‘ ) Tn

1

Q(]m-. d T"— &
dou, T, :
it e =0 L (B
dT, ] € o

LG Fir jeden der iiberzihligen Stibe besteht eine analoge Bezichung. Es driicken
Shin 4y diese Gleichungen die geometrischen Bedingungen aus, welche das
“Vstem nach der Deformation im Zustande des Gleichgewichtes zu erlillen hat
Alle diese Gleichungen stellen aber nichts anderes als den gleich Null ge-

Set . . . o ar: es sind daher
d;gte" leferentialquonenlen der Gesamtarbeit A aus (2) dar; es "‘")'J‘ o
¢ Orminderungen und Spannungen, welche nach der Deforma-

ti ‘ e G 1o a relche ¢
polin einemelastischen System auftreten, diejenigen, welche dic

Tmationsarbeit zu einem Minimum machen. : lastischer

§ Dies it das Fundamentalgesetz der Theorie des (,rlelchgew}dnt‘u. e "u.n?u 101

Seme, jach Ménabréa »Das Prinzip der Elastizitiit«, oder wie Castigliana
7 Peant: e Lehrsatz von der kleinsten Arbeits.
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v def
Dieser beriihmte Satz kann aber auch (Llﬂ die Grundlage der Alethode d

s Beriin
Ak]cm‘;tul Produkte« insolern angesehen \\erdeu, als von ihm die mechanische P¥

die
grindung dieser Methode ihren Ausgang genommen hat.  Denn . schreibt mad
Misimumsbedingung (iir das Gleichgewicht in der Form
A= §2reat==min;

BV (‘I*‘ Sy PR BENIRE FORTTUR e 5
setzt min in g== -~ beaw. U iir B, beaw. G das in die r\mgleuchuu%-‘-fe"h“ b

0 Ge'
eingefithrte, im gleichen ‘mmL auf die Verschichungsgrifie cinflubnehmende !
1
wicht p und nimmt man durchwegs F = 1*) au, so ergibt sich die Minimu
bedingung lir dic Methode der kleinsten Produkte

PhA ,
;= min,

an Richz
worint jetzt | die Lingen der gemuweuul Strecken oder der beobachtetent R L
1
tungen und 5 die Lingenverbesserungen, bezichungsweise die durch die Richtung’
verbesserupgen bewirkten Querabweichungen darstellen.

Bezeichnet man n=1; als die aul die Einheit der zu Grunde Itvgt'“‘l'““
Lingenelemente bezogenen reduzierten oder natiivlichen Gewichte wl
Unterschiede von den absoluten Gewichten p, so lautet die Minimums hui{_I
gung der Methode der kleinsten Produkte i Worten: »Es ist dic Summ® U:}
mit den reduzierten Gewichten multiplizierten Quadrate der Verbesserungen ]?"'-L:
auf ein kleinstes Mafd zu bringene, withrend die Methode der kleinsten “lhl‘l{“r; :
die Summe der mit den ahsoluten Gewichten multiplizierten Quadrate der VE
Besserungen [pJ.)] zu einem Minimum werden lifit.

Eine nomographische Tafel. .
Von W. Laska.
7 Tl 1e\|1' 7
In der Vermessungskunde gibt es Rechnungen, welche oft gemacht wert
miissen. Unter diese gehiren unter anderen die Formeln

N=2062657 . . . . 1)

206265 . . 9
~ N==206265 5";;“. )
in welchen d, D und «

sie
irgend welche gegebene Werte unnehmen. Die Nomographie bictet das heqﬂ““m_
‘Mittel zur sofortigen Entnahme der Gréle N ohne jede Rechnung, durch blo

~ Anlegen eines Lineals an eine graphische Tafel.

: Diese Tafel besteht aus drei parallelen und einer Querskale. Die drei l""r‘ll
lelen Skalen sind dic !
I. N-Skale, welch= die Teilung von 0 bis 200 trigt. Bei der Formel o
~ sind. dle Einheiten gleich Sekunden, die Lesung 200 entspricht also 2007 == 3"

. rohe!
*) Die Ziffer » 1« und der Buchstahe »l¢ werden wohl zu Yerwechselungen Keinen Anlafy B




