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l:>er Fundamentalsatz der Methode der kleinsten 
Produkte. 

Von Oheringeuieur S. Welllsch. 

1. 
,;- . c M . . Auf wie schwanke11der Basis die mathcm.:itisl·hc Begriiml1111g der ( ; :111 Ws1'11t•11 JP.· , .'r{ �thoc1� der klei nstcn (Juadra te steht, lwkunde11 d i1: 1.ahl n· id1e11 Sdir i  f tru. wc k l1c 
!) . •  �-ll li!'en r ll- . ' • l' J" ' r· J' \ l . 1 1· 1 . . 1 ��r. '. $J � q e w1s senschalt 1che 3ewc1s dhru11g 1 1eses / usg eJC 1ung-sH.�r a ll't'l1S ,!:!;NIC 1

.
fl'I L„ , · �.t '. Ha.t doch Gau fS selbst zwei verschierlene \'L·rs11d1e 1111ternum1m•11, sl·11w 

, „ . .. . . �tho·�e ' b „ 1 1 · 1 l (. , t'"hl 1 I' . 1 l . 1 1 \\"III,"· i?Y \L ti · · · 4 zu egTu1u en, u 111e sie l '-es . H' u s (er :nsw ier 1t:1t 1111t t er 1 ,111 

;[: .. , S t· t1nveh��11. Name11tlicl1 ist es das (;au Wsdw Fehlergest.'11., 11·ekltes de11 li
.
cg1:11 

!J-j; _ './fti�llq !.\h1alllger Beurteilungen bildet, und llie \'erbi11du11g des A11sg·!eichui.1gsp'.·111zips ('.:: _ \�' �t- �ier Wahrscheinlichkeitsrerlrnung. der Wissensrhaft 1.k:' Gliicksspich ist 1·�;. 

l ; -_ : e/s zu.r iJffentlicheu Kritik herausforcJert. Es geniigt cbL'H 11it:ht, ci11e .Mdhude ab �.·� :· ,.. P !! W1ssenschaftliche \Vahrl1eit mit Berufung· auf den Umstaud beweisen zu wollen, 
· · ' " 1t!lß ' 

' 11 P ·
· 6 · . • sie sich >durch die Einfachheit der damit verkntipfte11 Opernti<.ineu emplle 1 1 · · 

lL:. 1<- �<lt daß sie »allg'emein befriedigt� und ihre »Vortrefflichkeit allgenwin ;riier-
f" . - '1!l nh sei. . 
:.t":« " de Bei keinem Zweig-e der mathematischen Wisse11schafk11 ist Jie Erforsr �1u11�� 

;�,�,;�::.1 a/ �orgänge in der Natur vo11 so (•rfolgverheiUendrr l:leckutung, ;il�1 ' '.'.: ' 1h·r 
!t'.; L . ;,�ßrtindung einer Methode zur Aus gle i chu11g- vo11 Beobacl1lung"ieli!er11. !<ur dit� 
�5i:�· '. ·.-"�. �U�g- dieser Autgabe gelten gauz l.)es diouderseg-etlü geltc:11 \\orte F o ur i e r's, 
: \'.i ·:· . 
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. <}'.. :.';f � ���·. · ·•daß ein •tieferes Studium der Naiur .äie fruc�tbarst/ Quelle <le_� m"th.emati��r�·,;�l�J 
�b·� · :� ·· Entdeckut1_geo« sei. Dr. Henke äufSert sich in seinem Werk� »Ub:r d1� .Me.\t��j-i�·'·>�:�� 
;;!//, der kleinsten Quadrate", Dresden,, 1894· �wenn es möghch ware, die 11 

.„ · . '·1i 
, ·•·· •. . . . . 1 d·irubc• � ;J.r:>. ' . Natur. der·Fehler zu erforschen, oder wen igstens eine plausible Hypot lese. : , ke�t· . •,i,i 
;:::· ·,;,._, · . ��ufzusteilen, so könnte man direkt zu -eitiem Ausdntcke für die Wahrs che1 1 .1hch . 6 · .· ··1, .) 
�·?'.t' , ;>�er i�ehler gelangen, und we1111 dieser mit dem Gau fä'schen übereinstimn;te,�; • . .':· -�� 
:t�.:�;„ . \Väre • dami't die Methode der kleillsten 9uadrnte in befriedigetider Weise crwie's���r'.·;,:�-i� '..�:�:�.i\ ; . . . Nu� . �uf . dc11 

.
1\fa.ngel e�

_
ner l��al;lsible'n Begründungsweise .der Met�i�d'eU · ti�·· . :�:;'' ::,; '.i 

;,��1• , klei�sten Quadrate ist e� zuruckwfuhren, daß manGhe Mathematiker s.oga•. z: .. : . <l;\1 
�\4'.., .df.luerlichen Ausfällen gegen diese berühmte· Methode sich hin.reißen heße�1!· „ d'e:·; �m ��fi�( .<" , ;'.:·so� �l�rlgt ein lesenswerter Auf�atz des , A�tronornen ll K � o o c k, � llli�' &\r.:,t;:C.:� ��'t,1r_: ,:: ' . pn� 1altp11rke1t der sogenannten Meth�de 

.

der_ k\<fin�t�n Quadra�e, Bonn. · 1.��„t;I' ::Ar�t: .fJ;'l� '.�}T/:: :. d�n W <;1�ten !iUS: , Tn der �rweckung w1ssen:cli;
.
tftlic�en Sehems ma11 '.11�.' '.1d:1 1;ue:Irt \j ft) 

��s>···· . 
·lerntet' dto .Methode der kleinsten Quadrate wrrkhch Cr ro ßes . In der P1 fl){I� f' C . vfr '" , ;.� � ·

. .· . sie i�re Themata i;ründlich '.lb �egen die Versu
.
che e_iner .11äheren Priilung�"���'-'J.}i ;:�) .;,·y. "' ,etwaiger Verbesserung, und ist ern arges Hemmr11s �e� ehrltchen und offe�1: 1 J-cfü' :•;J·,� �i-/?'.:f, „ .  '�chung«. Solche Mif�töne. i1i der matheniatisct1en Literatur rufen dan�1 nut f{.edi�_·:,�i!� 

1j;: · _ ·;;;, ':das. Verlangen hervor, zur Begründung de\· . . M.ethode, der kleinsten Quadrat� ' >N 
�:; :� ;; :· · \Vahrscheinlichkeitstheorie überhaupt nicht 111ehr in Anspruch zu nehmen'. . •'aJ( '!)� 
�fi::;�if'. .· · .  Wohl die meisten Versuche, das Gau ß'sche Ausgleichungsp1;� 11� 1P ��t�L;:"·:� t:'f.i> „. mechanischem Wege zu erklären, führen auf d.erartige Bestrebungen z�ntcl� . . 1•11t eÄ :,: i1 f;��-'-�:; · · die unter dem Titel : >Fehlerau.�gleichung nach der Theorie des Gle1chg�w si:sell}': ';�,r� 
�':�.:-:,;-. .: e la�tiscl�er .Systeme� in der » Osterreichischen Zeitschrift für Vermes s ungsw� <l�ri' <+l 
�,:((, , , ·· 1904( erschienene Abhand lung , w�rl.it · ein . mit der Ga ü ß'schcn Method�� ite( :, J ��;,11� ·:2 ·f'�_leiosten . Qüaclra.te enge verwa1ül te s  A UHgleichungsverfahren, »die M e th?�\;s{:;� · .;·J �!-t�> , '',k��insten. Produkte u j m itgeteilt \vird, beschäftigt sich drunit, das A �sg1e i �l:i'(ter'i!,· ,,. � �;::,,:_;_: ': ,Jl.l'in��p ,nicht �uehr durch die unzureichende W ahrsc heinlichke itsfunktio n ,

. 
,!i01\X�· _,''."l i'.f;f�;;i,,„' ·,-naeb der strengen· Elastizitätstheorie zu begründen. Unte.ri'Hinweis auf dies� ' t�ef '.�t� ����,,,'.i(:')h�e�Iu�, g· ; . m�g e . es hier · g7�;ta�:et .· �ei n ,, durch Abl

.
eitung de,� . Fundai�e_nt;L��f1���• ,;'.':':] fFf�:;' , ·. <.: clie��r . :'I,heon

.
c d�n Nachwe1s f �1„ die w1ssen�

.
chafthche Begn1ndung dei, 

���h1�t �·B ,':::d �;::}':�:�" :?� i1:�1, �kle� u sten Pr�dukte und'. <11so auch deren Schwester, der Methpcle clet kl , . ': : ·:tJ'iJ r,-:· d> ' ' ' Qüadnite,' .zu .. erbringen. . . . 
'l 1 ' . 

. 

•.
. : :„ifi';:i'. ;ij ;":i:t·;. ' . :' , n' . . . . ' , . . . . . . . . ' l e hl"!i' ' :;.� ��i.'.'-':·. . . . 

. 
. 

. 
as

. 
erste .11 undament unseres neuen Ausgle1chspnnz1ps bild e t

. 
dei . � J . � J,(!,iitin� :�fr�fo;· . vo11 der kleinsten Arbeite, den .. der italfo)lische Ingenieur A. Ca s t
.
i g lta-H Z' .r��;,�i:i� �\;f:: .. .. >:ers temn.�Ie _. st�eng�

. 
bewiese!1 und am eh1g�hendsten ,:!n sein�m �lass1scl�e1\ \ f sif? ,?;r:Ji} �,„:;;�.;:��\;; ,, �TMone de l equilibre des systemes elasttques et 'Ses apphcat1ons�, 1 unn .i'''t\ial·'�(f':@ �(;i7:;,:�:. . · beh�nd�lt

; 
l��lt . . J?a

. 
dieser wic�tige„Lehrs�tz

. 
in der rra·n�ösisc�1 abgef a�t�n. ?1 Lf ß.$�;·i ;1��j �f:;�;:)J;:{ ' : ,sc�n�J, wie auch 111 d�r von dem osterre1ch1sche

.'
.l In

.
g�meur E, H auf 1,. �ien .J.u:f��� ;l·.*� 

1!· �-�,/�j\�q ��i
-
�n .' �eut�chen . Uberse.tz-ung schwer verstandlt�h dargestellt �ersc�:�1�\t�� , .. ni 

: 
:;:��e'-�'

.
���: � �11l:��fh�re · Ableitung d1

.
es�s Hauptsatz�s ·der. angewandt�n 

. 
�Jast1z•: '.L\;tiAQ��;i,'��j 

;;f, ' !;1 :·r::i; ��t�p�µ��kstchtnahme auf die ms Au.g� gelaßte An�vendung fur die Ausg1e l <:},�;l. · ·  ��ßHrT\\ •: �,�;�füt��lg < atl dieser Stelle wohl am Platze sein. · · '.�';t' 

�i�'kt·';���t m�� �in Sysre� vOll !ia$Usehen StäP�n, .deren i• 



J ss 
. , .·:� elcn]\en su unterci11:111dcr 1·crlwmlc11 si11d, ilal.I jeder Stah u1-11 e1t1L'S se111l'r E11den - ;�Jch drehen kü1111tt, we1111 das a11dere E11de lrl'i \\i[n·, "" kii1111(·fl die ei11zd11e11 S1:ihc Ulltt>:r rk • I" · 1 

. / . / 1 . " . 1 . :u;ic · i c r 
_

'. 111w1r-.:1111g il11l.krer in d<:11 /-.:11ott'11pun 'kr1
„ 

\\·11 ;rnd�·r \r; '. lk nur -•i11g(•11--.· jetu n g e n und Verdrehungen c:rlerdc11, aber l'S k11illlt'll lu:rlll' n1egu11.�slll111lll'lllt' „ ; . �\lf� rct<� n .. d. h die Stübc kü1111e11 11icht gt:hogen llL�rdl'11. lsl di,· :\m:dil der d:1s �':; : .. ': .Yste in bildenden St:ihe kci11e gri'if.\ere ;ils 1111he di1q . .;t crl(1rdcrlil'l1 ist, 11m dem '-'> „1,·111 !��„ . ··�In� dynamisch 11111·erii11derliche Form zu gvlicn, s11 kii1111c·11 i11 t·i111·m ..,,iJclli'11 

WJ:; :- · Ystem nur dann Spa1111u11gL'll u11d d;1hcr auch Vl'r:i11rln1111gt·11 in dc11 �.;t:1bl:i11�:"11 rt': " Und p · 1 t . „ · „ „ · - · · „ l ��, .,;,. \IC 1 ungen c111tretc11, \\'L'1111 auf5ere hrnlk dara1il c1111\11k<·11. h11 st1 ('lrt':-; 
·· ,'·':iYstern nennt m:.111 st<ttisch bestimmt, weil die l�nvclr11ung r!L'I in de11 �liib1·11 

.. ·:, a!Jftreten l (.: 1-> ' · 1 · ·•:. : · c en .Jpa1111 unge11, . ressu11ge11 nder �cliubbca11spru1:1iu11�·L·11. s1111w 1 ic, t'lil-i ·>· �.r.r��he n �len Stabdef"ormationen auf elementarem \\'eg·e 11;1ch t/1•11 l�eg1·/11 dn St:1t.ik .• •. _· ... ·. · -� l r e r C1ebilde erfo!ge11 kann. \\'erden aber in das �yste111 "iilH·r1.iihligc. oder 
· � ü bc� r s -1 „ • , c- „ • ·„ · , · ·  • • �lt' ' . <l• · L 1us.-.11!,C� .-., l abe e111gcl11hrl, s1t w1rcl d�ts :--i)sft•111 ulwrlwst11n111t 1111d /1c·1l.\1 f1'" ,· · a:n lt st · t · 1 b · 1 � · 1 · 1 · 1 · '-; „ 1 1 · .<'\':· < ' : ' f : · ' .t 1 s c 1 11 11 es l l lll lll 1. ' t" S ilZl'll 1 lt'�;{� llllZtlg(� \l>ltlllll'lll.'11 ' LL ) ( ' gl'llau 1 lt' !,r.::_' . . ·.�_·,···:·'··_·_-•. _.·.·:.:_· ; L\;;� ;)1�� , w� � che durch die Entlt�r11u11�: Jl:11er l\:1r.'.l"'.1pu11kt�·. �··�cbe11 sint � , d11· sit· 

�.: i 1 cn sollen , so werden ohne l'..111w1rku11g auf.1erer h:r:Li1e auch ke11t1' Span 
l unge n uud d e mgcm� iß am:li keine For111iilllle1w1g·c·11 erlfstchl'JJ. l l:ihen ati('f' diese �:;,, , ne · . · · · · 

·.-.�.�'_ .• _:_;,( ·'·_:_:_·.;�·.-:; ' j.h� ,�:,:'1��f ��:l�l�
1
!;1�;kie ����es�:

i":';'.,rtt:� ;: ",:,"';,�;,'.,,'�','.�"!�� '. : :. 1 .� : '. ,',',�e·,l:
,

.:·,� 1 · (�; ;,::Jl�t�s i 1�1/n ;;i ''.1 i'..'.'. , ·�· • f> �c q>u11 te des „ ystems, weld1c durch c 1t: 11eue11 ,)LL w 1·erhu11de11 wt•nll'11 . , Olle 1\ , i . 1 . l l i ,-„1 1 . . i .. J • J 1 · i.'f ·S „ • zu \ ' ersc11 1eb en, was :-uet· 111c it ( urcr1u11 ):tf '"'· 11·w111 r1w1ll %11g e1i.' i ( t\' ��1:'.· , ·i�l�1�1e ifos ursprü11g-licher1 Systems gew��('ll, g1·d1 ti1·l;i (ltlt'r �',l'drl'ht \\t'rtl1·11. 111 [( 
. . · �. , �11 snkht11 System si11d somi1 siintllit·lll' Stii11!' i1111<�rt·11 l{v;111�,11 ru('ht111ge11 :111s· p·, , gei->etzt . 1 . 1 . „ ' i · „1· 1 . 1/ " · l . �;;,· '. ' " ' rll!C 1 IVCIJll SIC \'(Jll 'Clllt'll aul.1l'l'c"ll r.. l':t !l'll 1l'l'lll IJf,i{ \\'l'I i l'll. t„:';·;·:.�_;_:.·. -·.-.�- -.',. -: . Vei�bl ,�''.1 die i1

_
1 einem statisch 11�ilws

.
tim111tc11 Stahsysklll

. 
1 1 ;irh 1kr l

.
)dnrnwti1111 

- '':•lir. tit .lende n Sp:u1r11.111g·e11 und 11 ur111anderu11g-1_•11 1,11 lws11m111cn, grn11��yr1 d:d1N 
··· · · 

· -ht 111e! 1· · · · 
· 

· 1 · 1 
· 

! �;>'·::1n; ·.· 
· '11· 11e e1n!avhe11 H e gel11 des t1ICH' 1ge1v1c rtcs s i a rr1•r :--iystcnw, s11111 t·1ll 

��.�; -: ;'.(etln .�lat da1111, der E!:tstizitiit des Stahmatcrials l\l·cl1111111g 11·:1gl'11d, 11:ich ile1 � . .r;.:< . ·„1�011e des CJeichgewichtes L� l il s t i s 1: li (' r ::lyslt'lllt' zu r(•C'!111e11. 

�f ':<ri , h f ;, die der Spann n n g T e n t spre< h <�Hk \' md 1 idrn n ic;sgri;I .«· "in<' s S 1 ah1's "" n i;„„ „ 1e r l . ..;�;> ; ,, �1tllgt' 1 u11d der CJunsdrnilh1l:iche I", 11 11d lwzeid111ci 111a11 dn h:Lirz1: wcgl'll 
ij}"'"' _lll1t E I 

· 

F I' ( '  F ' ' f;i[ c.- .:;� ' ( en AtJS('ll'lll'I' ' hc•Z\\' ' 11·0r1'11 F l)l'ZI'.' ( ; tlc11 Elasti1.itiihiwi'lfi1.i1:nl.t'll �!; ',q�t' i) , · ' 1 J • • 1 , ' • ' . 

��.i� ·�'. ; i. . ehnu11g (;der Gleitung bedeutet, je 11achde111 T ei11e Acltsi:il- nJ1:r Srltub· �,. ;, '< ·· P<u� nt111 J · 1' · · „ · · •· • !:fü/;' '• · 
· g c arstellt, so lautet das H u ok c sehe �last1z1iatsgL'�.etz · 

,J 1 T' l ' 1 . ' " -- . .. 
fF:�Ü�6 r ' <tuch A "---, J u J • d i. =„ = • :·.' ' """ :! '· . „  : � 

1 'l' A = .J . •  ) ., 

:1 uslii h rli1·h l'il t · 



- ·  . •  • ,,·_1 \ ·, �'-· � i 
...,.. ·- ; 1 

.. ·- .·-���:"�� . 1 M .�. �· · t'.t�'''i"� 
. s.oi;nlt ist die Deformationsarbeit �ines · Stab�ystems, auf �vekhem mtihrere . Kri\ftA�.:;tL.1l 
·an�reifen_:· Tt , ,

· ':.: :;::j � = l: A = -�- � ,� :___ "t � 'l� . 1. • • • • ( 1 ) :;t · . -�i:::� Die Arbeit einer in einem e last i s c h e 11. Systeme wirkenden Krait ist �ym,1� ;:· �1 
nur halb so grofä, als die Arbeit iri _.einem · starren System. Denn gr�Ht„ 18'<;�:m 

, diesem die Kraft sofort mit ihrem voll�n Werte an, so wirkt sie in jenem mfo��� ·",;fa 
· der Elastizität des Materiales nur allmählich ii1 unendlich kleinen Abstufungen v()ll ·,,::,� 

· �ull bis zu ·ihrem Endwerte wachsend, un_d zwar dem Ho ok e'schen Elastiz.it�ts ;: � ij1 
· , , Jesetz� zufolge mit einem resultierenden Betrage, der dem arithmetischen Mitt�_·, <:-f� 

. . Null. d . . d. E· d 'T d ' ·T · 1 ' h k · . '· · .. ft, von·· . . �n · em n werte , . 1. i ·g etc �mmt. . 
_ 

_ 

.

_. •· ,'·�� 
· . „; .„ ·Läßt._ man in einem von äuß�ren: Kräften T beanspruchten �last i sc�en St,ti\?J,·:;;�t� 
· .. j-�aystern, .,irgend eine Kraft. T ll um . einen. µnen�lich kleinen Betrag. d T n w�cbs�n,,<· ��t', Jd 

,,, , , ';·:��litt man die hiedurch um den ;. Ar�eit�zl\wacbs d�( v�rm�hr.!e Gesamt���:�f„ };���4 
; :': 1 · :�'1. + .d �' wenn man unter der Berucks1cht1gung, daß durc� die Anderung et'' -�.:; .,;d t.�.•�.:'. .;_', . : · : :Kraft nicht nur der Angriffspunkt dieser Kraft,. sondern ··auch die Angriffspu;nk;�f., �,� 
-;., , . -�l�ef Ubrigen Kräfte ·.verschoben werden, die halbe Summe der· Prod ulde, a,11�f.,(\l��� f: ,/ - .krßfte . in die· auf die Kraftrichtungen projiziert�n Verschiebungen bi ldet . · P1�,,:!:�:,::f�i1 ( .::. : · �·m�tän�liche Entwicklung, wonach· sämtliche Verschiebungen als Funktion .a�t�;;·,-:_\� j� 
_,:,., ·:' . ·Kräfte. _nach der geänderten Kraft. partiell zu differenzieren und hierauf di� J\tb�l���:L1t�i 
t�];:J-? .. pr9dukte :aufzuatellen 

. 
sind, ka�n _jed��h durch ei.ne einfachere er��tzt wera;�ö ··. �JJ� 

�;;,:;« , O,assell>e �esultat . erhält �an namlich viel ansc.hauhcher: we�n man uberleg�, --�·-;J�� 
;;;.'):((; >:. :. q�e

.
: �esultrerende Defo�atton de� elastlsch�n �ys tems 1m Smne der Theorie d it (i:-� ���'hf .r • . Kr�ft�pa��Ue�ogr,�ms

. 
�1e�e.lbe blei�en muß, .öb Jetzt das �raftelemeot d T n un4 · �6�f'.?�D IiS'iJ!�· �'.N . yoll. �?: ·IG�ft�_ r gleu�hze,t1g an�r�1fen1 __ ()d,e.r ob zu�rst 4 fn und. erst na�hh,r · .;(ig'· :' '.:t.� �;{).L. ��<'._--.���ft� .!'�!r.ksa� g�dacht .werde� .. Ma11 erke.nnt dann; daß die vor Einwirk��{'� '. ·!x�1 

}:('.;i1� - · ..-:}l�� „ K.f�Jt� .:�. von �Ju �llem �ern�htete Arb�1t, we�che durch
; 

das halbe Pr0��k''>1.)j[J ;;_;.: ··� . · . . �mer unendhph klernen Kra�t m �ine unendh�h kle)ne Verschiebung. ausge drij„; .. ,: J/� .t"< ,�. <is�.; :���-· �ine unencllid1. klei�e �rö
_
ße d,er „zweite1l 

.
Ordnung vernachlässigt we���'.Sl\�'. \l\:,< · ka,n�!„. <:l.�f� _l(Lber, so_bal4 die üfmgewl<�afte: T einsetien, der Zu wach� d T� �j��·:y��YN 

•- ,_. �Ht)e� 'u�terdes�en �rl�ngten E!��werte."zur 1Wi.rksamkeit gelangt und ,dao1� : �{)iir � i�:/:.;) . Ar��tt �lelst�t, da:-,d.ur_ch d�s ganze Produkt a�s de�n Kr�ftelement d f u �� ; d�rd��; 
. Ve1scl11ebung An. semes Angnffspunktes gegeben , \St. Mit Zuz1ehung der Arbeit .�/ ' 

vollen Kräfte T erhält. man cl.aher- fllr' die ·Gesamtarbeit d.ie Gleichung: ; ; · · .„ 

. ·-� + d�..:_ ,l • dTu · dt,u +dT�1. Au+ ,}ll T. J.. 
Da die Arbeit ·der vollen Kräfte_ nach· Gleichung ( l) durch . · 

. 

. �.�·t11T.·"J;· . 
i • dT 11 • .d Au � 0 

so verbleibt für -den �rbeitszuwach�: 

d ru „ 

. ,i 'l'. · ' . q � q_ � •. Ap 

. : . . 
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d . Diese Gleichung besagt, daß d 1 e p a r t i e 11 e n D i ff c r e 11 t i a 1 q u o i i c n t <� n · e:r De fo t · b · · J • 1 S · T) · .d , . . . r m a 1 o n s a r e 1 t e 1 n c s e a s t 1 s c 1 c n . y s t e m s 1 n > e z u g a u 1 ft.11� e �nzeJnen äußeren Kräfte die relativen Vcrschicbun�en ihrer 
·· griffspunkte ergeben. 

:. 4. 
f'liche Bezeic�net man <l!.

e Deforma
.
tionsar?eit des auf die 1.1otwendige

. 
und

. 
hin­·· }i'· . nde Anzahl von S taben reduzierten Systems von dynamisch unveranderlicher 

.•· 1 or� mit. �[0 und ist die Deformationsarbeit irgend ei11es überziihlige11 St:ibes "T'--· • n w •.· � ·;-, so ist die Gesamtarbeit des überbcst imm ten Systems: 
T' 2l = �o +· l l: · . . . . . . . . (2) \V-Oh 

• 

• " . · ei d.ie Summe �so viele Glieder en thält, ab i.iberzählig-e Stiibc vorhanden sindj , " Greift man nun unter allen Stiiben des überbestimmtcn Svstcms eine solche 
11nza11 1 . . ei .1 . .  1eraus, welche unumg�inglich notwe11dig und gerade hi11rcidtt'11d ist, um 

.n stati<· · · b b t' . s··· b'l I 1 11 1 "1 „, Aigen :�-- es 1mmte� � yst�m zu .� 1 t cn, 11rH ersetzt 111�t11 a �� am �ren u )t�
.
rza l· 

"in . Stabe durch gle1chwert1ge Krafte, so kann man die 1 lelurrnat1011sarbc1t \1!11 . ,ttus�l��� Funktion „ de.r äußere'.1 K_räftc und
. 

der Spa.nnu11ge11 der entlernten �üilw 
. · �1llr11tcke1.1. Jst namhch T11 die Spannung Jrgend e111cs entfernt gedachten, uber­Di�tgen. Stabes, so drückt nach dem in Artikel 3 abgt�leitcten Satze von de11 

!.f;;,. · :9ie ��;1�11�lquo tiente'.1 <ler A�bcit �er Differentialquotient von \lf0 i.�1 Bc.�ll� au� T„ 
; 'verb-· •lgettnderung Jener beiden Knotenpunkte aus, welche der 11berzahlige Stab ��A • • qu �llden hat, d. i. die Formänderung des Stabes selbst. Diese l>iffcrenti:tl-
(.,,- ,1: .. 0tie.nten faI!en immer negativ aus, we i l die Verschiebungen der Angriffspunkte �.\';: .. , 1;1er die 
X·; · : · ' h . Weggedachten Stiibe ersetzenden Kriifte, welche die Form:inderungc11 zu t,: · · ·�1t�tnen trachten, stets im entgeg·cngesetzten Sinne der Wirku11gsrirht1 111g dicst·r 
� . . , �afte st· ttt· 1 . . . . t· . . . . .  „ 11;;� .. : . . . a lllc e11. Da dieselbe l' ormanrleru11g 11ach dem l'..last1z1tatsgcsclt.e aucli f�; ''·:"' · g;e.geben i.st dur•·.11 d1'c (' " f 1 Tu 1 1 ·,. GI . 1 'F„ , ' i' . • ... JrO .ie - , so )Cstc lt ( IC CIC 1u11g: 
� ! ' 

�.:��;,> d �[!) - T II 

�,. · tidfr; --- d"'f;, - . e-
��!l9 ··l- ��·ll -- 0 ( 'l 'J' -- . . . . . ,) ) 
d n E 

& . h' Für jeden der überzähligen Stäbe besteht eine analoge Beziehu11g. Es driicken 
„'s�; )n rtlle diese Gleichungen die geometrischen Bedi11gunge11 aus, welche das 

· }Stem nach der Deformation im Zustande des Gleichgewichtes zu erfüllen hat. 
Set Alle

. 
diese Gleichungen stel len aber nichts anderes als den �!eich N ull. g-c­

;:." : rti ?te�i D1fferentialq11otienten der Gesamtarbeit '}( aus (2) dar; es s 1 n d _d a h e r 
{. · .·ti' F.ormänderungen und Spannungen, welche nach der Detorm.:t· 
�i; . .  >p�:� �n 

.
ei�em e la s t. i s c h e n. Syste� �uftreten, diejenigen, welche dte 

t'..<:' ,: : : , rrnat1onsarbe1t zu einem M1n1mum machen. 

;et< } S '.< Dies i!$t das Fundamentalgesetz der Theorie des Gleichgewkhtes elastischer 
�'.}(i�i;�,t�terne, nach M e n ab r e a , Das Prinzip der Elastizität', oder wie Cast i ß 1 i a" (J 

Hii\,)"::��.tlllt: )Der Lehrsatz von der kleinsten Arbeit•. >:':,{! 1 . „ . 
„1 - ;! : ':�· .i' �: ._

· 
.. 
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1 58 �-9:;���1�� . Dieser berüh m te Satz kan n  aber auch alt die Grundlage . der. » Me t:!10dC �efK:·�;�� 
, ··:kl�lnsten Pro d ukte « i nsofern ang�sehen werde n ; als v on ihm tl ie . mechan ische 131�;·�,.cf_i_i!_;_ll 

· · · L lß:''"· •".,;i; g1;ÜtJdung· dieser M e thode ihren Alisga.ng ge'nomme n hat. · . Denn . schrei bt inan • \i':.<4� 
Alia imu•nsbcdingun:

1

:ü r  ein• :rhge1w:c::,:" :�: �orm . . . . .. . 1�1 :j�tt . ,  !:letz t . man i n  � = - 1-: bezw. - 1 - tii r E, bezw. G das in d ie  1\ u sgle ich u11 gs re <.: h 1
: 
: .. � <�� 

. . ein.gefüh rte, im  gleichen Siu1
.
1e auf ·die Vernchiebu 11gsgröße e i n fl ußnehmen�e 6.�/,;i�t,'.�t� 

-,
, 

· .  · wicl]t p uml n immt . man durchwegs F = l "' ) t l 1 1 ,  so e r gi bt sich die M i 111 wums _\)jJ 
· ' .  hedi i1gun� fü1; die Methode der klei ns t en Produkte : ' : ·:/_� 

l'p� �� - �1 = inin  . . ·.
·

_
,
�

_

-
.

·

. 
':LV& . ·1 1 

.,. : : .•·. -

.wori n Jetzt l die Li\nge.n der genu��senen Strecken oder der beobachte te n f{ ltPlj: .·.,, „ 

:: tungen. u nd /. rHe L�11genvetbesseru nge n ,  bezieh u n gsweise die d u rch die l � icht ung��:;:'_[;'i,t� 
verbei;serungcn bewirkten Querahweichungen darstelk11. > ':?�i, 

ße7,eic11 11et man 7t = 1; als ü i e  a�J . die Einheit  der zu G ru n de l i cgcn deJl ·:;6;� 
Lätigendemcnte bewge ne n  r e d u z ·i e r t c n  o d � r  n a t ü r l i c.h e n G e '<v i c h t C  r��{ 1��f:til 
Unter"schie<le VOii de n a b  1-i :  l u t e n G e  w i c h. t e 11 p ,  i;O \aut�t ?ie M'i n i 1� um s be t1;�ü'.ill·,.·;

� 
gung der Methode der  klcmsten  Produkte HI Worten : .» l!.s ist die  �u nHne ' 'i(("'J 

· mit den reduzierten Gewichten multiplizierten Quadrate der Verbe ssenrng�n r� :: ':�: '··Jf',i� 
. �a�f �11 kleinstes M

.
aß zu br inge n (( , währ�11d d ie Me �h�d.e der �lei ns t en Q�i�dv�i-:-'}:;� 

dm Summe der mit den abi.;ol uten Gew 1d1ten mult1ph z 1 er tcn Quadrate de• •· .;; ,� ;i{:'.i� 
··. hesscru 1��en [p l J.] zu e 1 11em Minimum werden läßt .  · _ �<'.::] 

' ---�„---... --- :;�� . eine nomQgra;phische Tafel . . . ;" • ··� Von W. Läska. . ; ::;{.� 
In der Vermessung-e;;kunde gibt e8 Rechnungen, welche oft gemacht \.,,erd'<:�'.::'" '.', 

. Unter diese geh ören uuter anderen · �ie · Fonneln 
N .„o· 6?6·s d · = - ... f) • 
N � 10· 62. '6s·· Sill IX 

� ... ) ""1)'- . ')) . .,, 
N ..- 206265 �5�- . : 3)  

, . . · ci, : n· · .urid ,r.t. · ��- . . 't�� ·,;�;, Jr,�eQ� w,e�che g�ge�e1:e Werte · a�l:1eh!�)��L · Die Noino_gniphie hie'tet. das · beq u�:ii� 
. '· „ M 1,t te .l zur· sofortigen Entnahme .der Grof3e N oh n e  Jede R echnu n g, durch bl ) ' 
l"jvA�legM ei:nes - Lineal s an eine graphi�che :T•l.feL · . ;:/ .,-,;.f:i§[ i , · : Diese Tafel besteht · ims drei parallele'n ' und einer Querskale .  Die drci_ , paf:f � 

J�l41b���len .sind . die ._ . . . . . . . . . . . .. . . ·  , . , , . „ . . :_·:. : j: ) {ii:».�'.�;�g„�-�t''. .. �:-Skale, _ welch� die !eiluhg y·on · p_ 'bis . �OO: triigt.  ·Be i der Forme�: ·: '' ' ;-f�·�,9'. . .f�l�� J�inh�i ten ,gl.eich Sekunden, . die .Le�ung 2öo ·
�·iitsp1:i cht  alsp 200" �. 3' �5' )�;_;-'. t(�:_,�}:�?:- �Jt_��(�7 . . -

' 
' _ . :. ' i  ' ' - - : >· · · . ;:;„�<·· ·  . '·L��),. il,'.)te ·Pi .ff�,r �· 1 ,, irnrl der B1icl1stal1c ' 1  � '\\1�rae11 \\l(1h1 .zu . V!!rwif�l i schÜ1gen · 1�elileo Au1alf : : 

. ; - . . .  „ , „ . . ·� ; . · ' :; . . • . :_ ;; ' ' ·: . · ' . ...- . ' ' - . 
-

„ ::� 

,' )_:f' .}.��;'..:i\:::'.;:<> : . . . ' ';; 
. 

. 
. 

> 
• 
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